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CHAPITRE PREMIER.
NOTIONS PRÉLIMINAIRES.

Objet de l’algèbre. — Premières difficultés qui se présentent.

1 Dans toute question qu’on peut proposer sur les nombres, 
il doit exister entre les données et les inconnues certaines condi
tions qui sont indiquées par l’énoncé de la question : la solution 
a pour but de déterminer les inconnues de manière qu elles véri
fient ces conditions. Il faut donc s’attacher d’abord à bien saisir 
les diverses relations par lesquelles toutes les quantités connues 
ou inconnues sont liées entre elles, et trouver ensuite, au moyen 
de ces relations, quelles opérations on doit effectuer sur les quan
tités données pour obtenir les inconnues. Tel est l’objet qu’on se 
propose plus spécialement dans cette partie des mathématiques à 
laquelle on a donné le nom d’Algèbre.

2. Pour mieux apprécier les premiers moyens qu’elle met en 
œuvre, je prendrai le problème suivant : Partager 52 en trois 
parties telles que la moyenne partie surpasse de 9 la plus petite, et 
qu'elle soit surpassée de 13 par la plus grande.

D’après cet énoncé, les parties inconnues doivent remplir trois 
conditions :

1° Que la moyenne soit égale à la plus petite augmentée de 9; 
2° Que la plus grande soit égale à la moyenne augmentée de 13 ; 
3° Que la somme des trois parties lasse 52.
Maintenant, voici par quelles déductions on arrive aux valeurs 

des inconnues :
1
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Puisque la moyenne partie doit être égale à la plus petite plus 9, 

au lieu de dire que la plus grande est égale à la moyenne plus 13, 
on peut dire qu’elle est égale à la plus petite plus 9, plus 13.

Donc la somme des trois parties se compose de 3 fois la plus 
petite, plus 2 fois 9, plus 13 ; et comme 2 fois 9, plus 13, font 31, 
on peut dire encore que cette somme est égale à 3 fois la petite 
partie, plus 31.

Or, l’énoncé exige que cette même somme fasse 52 : donc, si 
on retranche 31 de 52, le reste 21 sera égal à 3 fois la petite partie ; 
et, par conséquent, en divisant ce reste par 3, le quotient 7 sera 
la petite partie.

Alors il est évident que la moyenne partie sera 7 plus 9, ce qui 
fait 16; et il est évident aussi que la plus grande sera 16 plus 13, 
ce qui fait 29. Ainsi les trois parties inconnues sont 7, 16, 29.

5. Si dans l’énoncé de la question on changeait les nombres 
donnés, sans faire aucune autre altération, on arriverait aux va
leurs des inconnues par des raisonnements tout à fait semblables. 
Mais on peut proposer la question d’une manière générale, comme 
il suit :

Partager une quantité donnée en trois parties telles qu’il y ait 
une différence donnée entre la moyenne et la plus petite, et aussi 
une différence donnée entre la plus grande et la moyenne.

En ces termes, les quantités données peuvent cire de telles gran
deurs qu’on voudra, cl il ne s’agit plus de trouver que les incon
nues sont égales à tels ou tels nombres particuliers, mais bien 
quelles opérations il faut effectuer sur les quantités données pour 
obtenir ces inconnues. On y parvient encore par les mêmes rai
sonnements, et alors voici comment ils se présentent.

La moyenne partie est égale à la plus petite, plus l’excès de la 
moyenne sur la plus petite.

La plus grande est égale à la moyenne, plus l’excès de la plus 
grande sur la moyenne. Donc, on peut dire aussi qu’elle est égale 
à la plus petite, plus l’excès de la moyenne sur la plus petite, 
plus l’excès de la plus grande sur la moyenne.

En faisant la somme des trois parties, on voit donc qü’élle con- 
tiendi-a 3 fois la petite partie, plus 2 fois l’excès de la moyenne 
sur la petite, plus une fois l’excès de la grande sur la moyenne.

Or, cette somme doit être égale au nombre à partager ; donc, 
en retranchant du nombre à partager 2 fois l’excès de la moyenne 
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partie sur ta plus petite, et une fois l’excès de la grande sur la 
moyenne, le reste sera égal à 3 fois la petite partie. Par consé
quent en divisant ce reste par 3 on aura la petite partie.

Alors, en ajoutant à cette partie l’excès dont elle est surpassée 
par la moyenne, on aura cette moyenne partie.

Puis, en ajoutant à la moyenne partie l’excès dont elle est sur
passée par la grande, on connaîtra celte dernière.

4. Dans la solution qu’on vient d’exposer, deux causes de com
plication sont à remarquer. L’une vient de ce que chaque quan
tité, connue ou inconnue, est continuellement désignée par l’en
semble de plusieurs mots, comme le nombre à partager, la petite 
partie, etc. L’autre résulte de ce que, pour rappeler les relations 
des quantités entre elles, il faut fréquemment répéter les expres
sions qui indiquent ces relations, comme plus, moins, multiplié 
par, etc. A la vérité, ces mots sont en petit nombre dans le pro
blème qui nous a servi d’exemple; mais on comprend que s’il y 
avait beaucoup de quantités à ajouter, à retrancher, à multi
plier, etc., le tableau écrit des diverses relations par lesquelles 
les quantités sont liées entre elles, serait trop étendu pour que 
l’œil pût en embrasser l’ensemble. Ces difficultés étant bien re
connues, je vais montrer comment on y remédie.

Notation algébrique. — Explication <le quelques dénominations.

i>. Pour faire disparaître l’embarras produit par les périphrases 
au moyen desquelles on désigne les quantités qui entrent dans 
une question, on représente ces quantités par des lettres. Ordi
nairement les données sont représentées par les premières lettres 
de l’alphabet, a, b, c...; et les inconnues le sont par les der
nières, x,y, z....

Souvent, pour désigner des grandeurs différentes, mais qui ont 
cidre elles une analogie qu’il importe de ne point oublier, on em
ploie une même lettre à laquelle on donne un accent ou plusieurs. 
Par exemple, on écrira a", a'", qu’on énonce ainsi : a prime, 
a seconde, a tierce. Souvent encore on a recours à l’alphabet grec. 
Le lecteur donnera sans difficulté à ces premières conventions 
toute l’extension dont elles sont susceptibles.

Si quelques quantités données sont exprimées en chiffres, et 
surtout si ces quantités sont des nombres fort simples, on gagnera
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peu, sous le rapport de la brièveté, à les remplacer par des let
tres. Mais comme ces nombres s’altèrent par les calculs successifs, 
il n’est plus possible de reconnaître, à la fin des opérations, de 
quelle manière ils entrent dans les résultats; et de là il suit qu’en 
changeant ces nombres dans la question, il faut recommencer 
tous les calculs qui ont déjà été faits. Quand on veut obvier à col 
inconvénient, on le peut encore en mettant des lettres au lieu de 
ces nombres; et c’est là un des grands avantages que procure 
l’emploi des lettres pour représenter les grandeurs.

G. La seconde difficulté, celle qui liait de la répétition des mots 
plus, moins, etc., employés pour désigner les relations des quan
tités entre elles, se résout naturellement en adoptant des signes 
particuliers pour indiquer ces diverses relations. Je vais faire con
naître ceux qui sont en usage.

7. 4~ signifie plus, et — signifie moins. Ainsi, pour indiquer 
qu’on ajoute b à «, on écrit a-f-Z»; et, pour indiquer que b est 
retranché de a, on écrit a — b.

8. On emploie le signe x, ou un simple point, pour indiquer 
une multiplication. En écrivant «X b ou a. b, on fait connaître 
que la quantité a est multipliée par b. De même, aXZ'Xcela.à.e 
signifient que a est multiplié par b, et que le produit est multi
plié par c.

Lorsque les multiplicateurs successifs sont désignés par de sim
ples lettres, on supprime les signes de multiplication, afin de 
rendre l’écriture plus rapide. Ainsi, abc a la même signification 
quea.Z>.couaXZ>Xc.

Quand les facteurs sont des nombres, cette simplification n'est 
plus permise : car si on voulait, par exemple, indiquer le produit 
de 3 par 4, et qu’on écrivît 34, on confondrait ce produit avec le 
nombre trente-quatre.

Lorsqu’on multiplie une quantité littérale par un multiplicateur 
numérique, on le place au-devant de celte quantité; on lui donne 
alors le nom de coefficient. Ainsi 3a et 16 signifient la même 
chose que a x 3 et Z» x §; 3 et j sont des coefficients.

9. Pour indiquer une division, on écrit le diviseur au-dessous 

du dividende, et on l’en sépare par un trait horizontal : ainsi si

gnifie a divisé par b. Quelquefois aussi on écrit a : b.
18. On nomme puissances d’une quantité les produits qu’on 

LEÇONS ü’ALGÈBRE. 5
forme en multipliant celle quantité par elle-même une fois ou plu
sieurs. Ainsi, aa est la 2' puissance ou le carré de a, aaa en est 
la 3' puissance ou le cube, aaaa en est la 4‘ puissance, etc. On 
indique ces puissances d une manière abrégée en écrivant la lettre 
une seule fois, et en plaçant à sa droite, un peu au-dessus, un 
nombre qu on appelle exposant, et qui marque combien de fois 
elle devrait être écrite. Par exemple, a4 représentera aaaa ou 
la 4e puissance de a, et on lira a exposant quatre, ou plus sim
plement a quatre. Cette notation, imaginée par Descartes, a eu 
la plus heureuse influence sur les progrès de 1 algèbre.

Il ne faut pas confondre le coefficient et l’exposant. Si j’écris 3a, 
le nombre 3 est un coefficient; et si j’écris a3, le nombre 3 est un 
exposant. Or, 3a et a3 expriment des quantités très-différentes : 
car 3a est la même chose que a + a -j- a, et a3 est la même chose 
que a x a x a. On comprendra mieux encore la différence, si on 
met un nombre particulier à la place de la lettre a. Par exemple, 
si on met 4, 3a représente 3 fois 4 ou 12, tandis que a3 représente 
4 X 4 X 4 ou 64.

11. La quantité qui, étant élevée à une puissance, produit une 
quantité donnée, est une racine de cette dernière. Ce sera une 
racine 2e, 3', 4e, etc., selon qu’il faudra en faire la 2' puissance, 
la 3e, la 4’, etc., pour reproduire la quantité donnée. Ainsi, la 
racine 4' de 16 est 2, attendu <pi’on reproduit le nombre 16 en 
élevant 2 à la 4' puissance. La racine deuxième prend ordinaire
ment le nom de racine carrée, et la racine troisième celui de 
racine cubique.

Le signe f , qui s’appelle radical, indique une racine à extraire. 
On lui joint un nombre qu’on nomme exposant, ou indice, et qui 
marque de quelle racine il s'agit, ÿ'a indique la racine 4e de a. 
Dans la racine carrée, on sous-entend l'indice, et on écrit sim
plement \/a.

12. Le signe = est celui de légalité. Ainsi, en écrivant 
3a-]-2a = 5a, on indique que si à 3 fois a on ajoute 2 fois a, 
la somme est égale à 5 lois a. L’ensemble des deux quantités, 
ainsi séparées par le signe =, se nomme une égalité. Chacune 
des deux quantités se nomme membre. Celle qui est à gauche est 
\epremier membre; celle qui est à droite est le second.

45. Le signe > veut dire plus grand que ; et le signe <; veut 
dire plus petit que. Ainsi, a~>b signifie a plus grand que b; 
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et «<6 signifie a plus petit que b. L’ouverture du signe est 
toujours tournée du côté de la plus grande quantité.

14. Les dénominations de quantité littérale, quantité algé
brique , expression littérale, expression algébrique, sont em
ployées indifféremment pour désigner un assemblage quelconque 
de quantités représentées par des lettres, et unies entre elles par 
les signes de différentes opérations. Telles sont 2a3 et a3 — </âb.

Chacune des quantitésqui sont jointes entre elles par lessignes-j- 
et — s’appelle terme, et assez ordinairement le signe fait partie du 
terme. Dans l’expression 9a —-ab--\-y/ab, il y a trois termes, 
savoir : 9a, —ab1, -\-\Jab-

On appelle quantité monome ou simplement monome, une 
expression algébrique qui n’a qu’un seul terme; et polynôme, 
celle qui en a plusieurs. En particulier, on appelle binôme, tri
nôme, quadrinome, quinome, celles qui en ont deux, trois, 
quatre ou cinq. Quelquefois encore on donne aux monomes le 
nom de quantités incomplexes, et aux polynômes celui de quan
tités complexes.

On appelle termes semblables ceux qui sont composés des 
mêmes lettres, affectées des mêmes exposants. Ils peuvent d’ail
leurs différer par le signe et par le coefficient. Dans l’expression 
4a*b  — 3ab2 — 2a2b, le premier terme Aa2b est semblable au 
troisième — 2 a’Z». Toutes les fois qu’un polynôme renferme des 
termes semblables, il peut recevoir une simplification dont on 
parlera plus loin (29).

En algèbre, on nomme quantités rationnelles celles qui ne 

renferment point de radical. Telles sont 17, jo, « +;.

On appelle quantités entières celles qui sont rationnelles et ne 
contiennent aucun dénominateur. Telles sont 47, 2a’ô, 3a* —bc.

15. Lorsqu’une quantité est composée avec une autre, on dit 
qu’elle est une fonction de cette dernière. Par exemple, l’expres
sion 3x2 — \Jx est une fonction de x.

Pour désigner d’une manière générale une fonction de x, on 
écrit F (x), et alors la lettre F est employée comme une abré
viation du mot Fonction. Lorsqu’on veut représenter plusieurs 
fonctions différentes de x, on varie la forme de celte initiale. Par- 
exemple, on écrira F (x), f(x), ç(a?), quelle que soit d’ailleurs la 
loi d’après laquelle chaque fonction est composée.
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Quand on se sert de la même lettre F, et qu'on écrit F(a;), F (y), 

on désigne par là deux fondions composées semblablement, l une 
avec x et l’autre avec y, de telle sorte que la première se change 
en la seconde quand on y met y au lieu de x.

Ce qui vient d’être dit s’étend naturellement aux expressions où 
il entre plus d’une quantité. Ainsi, l’expression 3xy — x-[-^y 
sera une fonction de x et y, et en écrivant F(#, y) on désignera 
d une manière générale une fonction quelconque de x et y.

Application de la notation algébrique.

K>. Afin de faire ressortir les avantages qui peuvent résulter 
de la notation algébrique, je vais l’appliquer à la solution du pro
blème énoncé n° 5.

Je désignerai par a le nombre à partager, par b l’excès de la 
moyenne partie sur la plus petite, et par c l’excès de la plus grande 
sur la moyenne.

De plus, je représenterai la petite partie par... x,
Alors la moyenne sera.......................................... ir-j- b,
La plus grande sera............................................... x-j- b -f-c,
Et la somme des trois parties sera....................... 3x -j- 2t> -f- c.
Or cette somme doit être égale au nombre à partager a; donc 

on a l’égalité
3 a: -f- 2 à -|- c = a.

Si on retranche 2b et c de chaque membre, il vient
3x — a— 2b— c,

et si on divise par 3 on obtient, pour l’inconnue x,
a — 2b— c 

X~ 3 ‘

La plus petite partie étant une fois connue, les deux autres s’en 
déduisent facilement.

17. La manière dont I inconnue x est exprimée mérite de fixer 
l’attention : ce n’est point une valeur numérique, c’est une for
mule, un tableau qui montre de la manière la plus claire quelles 
opérations on doit effectuer sur les données pour avoir l’incon
nue. En effet, on peut remplacer les lettres et les chiffres par des 
énonciations conformes aux conventions établies; et alors la for
mule, ainsi traduite en langage ordinaire, se change en cette règle :
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Du nombre à partager retranchez le double de l’excès de la moyenne 

partie sur la plus petite, et encore l’excès de la plus grande sur 
la moyenne, puis divisez le reste par 3; le quotient sera la pins pe
tite partie.

Dès qu’on prendra pour les données des nombres particuliers, 
les opérations pourront s’effectuer : c’est ce qui s'appelle mettre 
une formule en nombre. Par exemple, en adoptant les nombres tels 
qu’ils sont dans l’énoncé du n° 2, on devra remplacer a par 52, 
Z» par 9, c par 13 ; et alors on aura

52 — 9X2 — 13 52—18— 13 21
X~ 3 ~ 3 ~T_/’

18. Les formules qu’il faut mettre en nombres ne sont pas tou
jours aussi simples. Supposons qu’un problème ait conduit à la 
suivante,

_ 3«?ô— fd
9 aà’-)->/«’’

et qu’on veuille calculer la valeur de l’inconnue x en prenant 
pour données a = 8 et b = 2. On remarquera d’abord que

3a’è = d1 X b X 3 = 8’ X 2 X 3 = 64 X 2 X 3 = 384, 
= « Xi!X9 = 8 X2!X9= 8 X4 X9 = 288, 

^=^8*=  ^64 = 4.

Par conséquent, on aura pour l’inconnue x,
_ 384 — 4 380 88 22

X 288 -f- 4 ~ 292 ~ 1 292 73’

Les commençants doivent s’exercer à traduire les formules al
gébriques en langage ordinaire et à les mettre en nombres.

Des quantités négatives.

19. L’algèbre admet dans ses calculs une classe de quantités 
telles que — 5, — 7, etc., qu’on nomme u antités négatives, et 
qu’il importe de connaître dès à présent. La question suivante, 
quoique fort simple, m’aiderai me faire mieux comprendre.

Un marchand a fait un certain bénéfice dans la première année 
de son commerce, et une perte l’année suivante : on demande le 
changement oui en résulte dans son capital.

On désignera par a le bénéfice de la première année, et par b la 
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perte essuyée dans la seconde. Si « surpasse b, il est clair que 
le capital du marchand aura reçu une augmentation exprimée 
par a — b.

Mais lorsque b surpasse a, la perte étant supérieure au bénéfice, 
le capital doit recevoir une diminution qui est exprimée par b—a. 
Dans ce cas, l’expression a— b, qui tout à l’heure représentait 
une augmentation de capital, n’offrirait plus à l’esprit que l’idée 
d’une soustraction impossible. Cependant les algébristes conser
vent toujours l’expression a — b pour indiquer le changement du 
capital, mais, ne pouvant plus retrancher b de a, ils font la sous
traction dans un ordre contraire, c’est-à-dire qu’ils retranchent 
a de b, et ils placent le signe— devant le reste. Par ce signe ils 
avertissent que le résultat ne doit plus être regardé comme une 
augmentation apportée au capital, mais bien comme une diminu
tion. Par exemple, si a vaut 7000 fr., et si b vaut 4000 fr., il y a 
réellement augmentation de 3000 fr. ; mais si, au contraire, a vaut 
4000 fr., et si b vaut 7000 fr., au lieu de dire que le capital souffre 
une diminution de 3000 fr., on dira en termes équivalents, quoi
que fort éloignés du langage ordinaire, que l’augmentation est 
de — 3000 fr.

Les exemples sont nombreux dans lesquels il y a lieu de consi
dérer ainsi les grandeurs sous deux acceptions tout à fait contrai
res, dont l’une les présente comme devant être ajoutées, tandis 
que l’autre les présente comme devant être retranchées. Tels sont 
les gains et les pertes d'un joueur; tels l’avance et le retard d’une 
montre; telles encore les distances qu’un mobile parcourt sur une 
ligne, selon qu’il avance vers l’une des extrémités de cette ligne, 
ou bien vers l’extrémité opposée. C’est pour embrasser d'une ma
nière générale ces deux acceptions contraires que les algébristes 
ont employé les quantités négatives; et, laissant de côté toute 
question particulière, c’est de la soustraction qu’ils font naître ces 
quantités, comme on vient de l’expliquer plus haut.

Ainsi, en résumé, lorsque dans une soustraction la quantité à 
retrancher surpasse celle dont on doit la retrancher, on est convenu 
de soustraire la plus petite de la plus grande, et d'indiquer ce chan
gement d'ordre en plaçant le signe— devant le reste.

Les quantités isolées, ainsi précédées du signe —, se nomment 
négatives. Par opposition, celles qui ne sont point affectées de ce 
signe, sont censées avoir le signe-)-, et on les nomme positives.
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20. Reprenons l’expression a — b, et supposant que a conserve 

une grandeur fixe, faisons croître b à partir de zéro. On obtient 
d’abord des résultats décroissants; et quand b est égal à a, la dif
férence a— b est zéro. Si on continue d’augmenter b, on trouve 
des quantités négatives; et plus b sera grand, plus ces quantités 
négatives, considérées dans leur valeur absolue, seront grandes. 
Par exemple, prenons « = 3, et faisons successivement b — 0, 1, 
2, 3; les valeurs de « — b seront 3, 2, 1, 0. Mais si b continue de 
croître, et qu’on fasse b — 4, 5, 6.....  on aura — 1, — 2, — 3.....

Or, parce que ces valeurs négatives viennent à la suite des nom
bres positifs décroissants 3, 2, 1, 0, on convient de les regarder 
comine plus petites que zéro; et parce que les quantités négatives 
qui ont une valeur absolue plus considérable viennent après celles 
qui ont une valeur moindre, on les regarde aussi comme plus pe
tites que ces dernières.

Ainsi, d’après ces conventions,—2 est moindre que zéro,et— 5 
est moindre que — 2. En se servant des signes <et>, dont la 
signification a été fixée n° 15, on peut écrire

— 2CO, —5<—2, ou bien 0> — 2, —2> — 5.

CHAPITRE II.
DU CALCUL ALGÉBRIQUE.

Comment on étend aux quantités négatives les opérations «le l’arithmétique.

21. Les quantités algébriques peuvent, comme les nombres, 
être soumises à diverses opérations, telles que l’addition, la sous
traction, etc. Mais, pour les quantités littérales, ces opérations 
diffèrent de celles qui se pratiquent sur les nombres, en ce que 
leurs résultats, ne pouvant être que des indications de calculs à 
effectuer, ne présentent réellement qu'une transformation des 
opérations, primitivement indiquées, en d’autres qui doivent 
produire les memes résultats. Les règles qu’il faut suivre pour ef
fectuer ces transformations constituent le calcul algébrique.

22- Tant qu’on ne considère que des grandeurs positives, les 
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définitions de l'arithmétique font connaître avec précision l’objet 
de chaque opération ; mais elles deviennent insuffisantes quand on 
les applique aux quantités négatives. Par exemple, quelle signi
fication ces définitions peuvent-elles donner à des énonciations 
telles que celles-ci rajouter—5 et—7, multiplier 4-5 par—7, etc.? 
et n'est-il pas clair que de pareilles locutions doivent être rejetées 
comme étant tout à fait vides de sens, à moins qu’on ne fixe, par 
quelques conventions nouvelles, celui qu’on veut y attacher? c’est 
ce que je vais faire. A cet effet, je reprendrai chacune des quatre 
opérations; j’étendrai, autant qu’il sera possible, la définition de 
chacune d’elles aux cas nouveaux qui se présenteront ; et quand 
cela ne se pourra point, j’établirai les conventions nouvelles aux
quelles ces cas donnent lieu.

25. Addition. Cette opération, telle qu’on la conçoit en arith
métique , a pour objet de trouver une quantité qui contienne à elle 
seule toutes les unités et parties d’unité qui sont dans plusieurs 
quantités données. Cette définition ne peut s’appliquer qu’aux 
quantités positives ; par conséquent, de nouvelles conventions sont 
nécessaires pour faire connaître ce que doit être l’addition de deux 
quantités comme 4-3 et —5, ou comme —3 et -f-5, ou encore 
comme —3 et —5. Or, on peut comprendre tous ces cas, aussi 
bien que celui où les deux quantités seraient positives, dans les 
deux conventions ou règles suivantes:

1° Pour ajouter deux quantités de même signe, on fait la somme 
de ces deux quantités sans faire attention au signe, et on place ce 
signe devant la somme.

2° Pour ajouter deux quantités de signes contraires, on retranche 
la plus petite de la plus grande, sans égard pour les signes, puis on 
donne au reste le signe de la plus grande.

D’après ces conventions, on aura sur-le-champ,

(+3)-f-(+5) = 4-8, (-3)4-(-5) = —8,
(4-3) 4-(-5) = —2, (-3)4- (4-5) = 4- 2.

On a employé les parenthèses afin de mieux faire ressortir les 
signes qui appartiennent aux nombres et ceux qui servent à indi
quer l’addition.

Il est bon de remarquer que, d’après les conventions mêmes, 
on peut changer l’ordre des deux quantités qu'on ajoute, sans que 
le résultat change.
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On voit qu’en algèbre l'addition n'entraîne pas toujoursavec elle 

l’idée d’augmentation. Cependant, la dénomination de somme est 
toujours employée pour désigner le résultat. Quelquefois on y 
joint le mol algébrique, par opposition à la somme arithmétique, 
dans laquelle on ne considère que les grandeurs absolues des 
quantités, sans aucun égard pour les signes dont elles sont af
fectées.

24. Soustraction. En arithmétique, cette opération peut être 
considérée comme ayant pour but de trouver une quantité telle 
qu’en lui ajoutant une quantité donnée on reproduise une autre 
quantité donnée. Cette définition est évidemment applicable à 
tous les cas qui peuvent se présenter. Ils sont au nombre de 
quatre, et on va les parcourir successivement.

1° Si les deux quantités sont positives, et qu’on ait à soustraire 
la plus petite de la plus grande, ce sera le cas ordinaire de l’arith
métique, et le reste devra être considéré comme ayant le signe -j-. 
Si l'on a à soustraire la plus grande quantité delà plus petite, 
c'est le cas qui donne naissance aux quantités négatives (19); et 
alors on ôtera encore la plus petite de la plus grande, mais on 
donnera le signe — au reste. Ainsi, on a

(+7)—(+3)=+4 et (+3)-(4-7)=-4.
2° Supposons que d une quantité positive on ail à soustraire 

une quantité négative : par exemple , de 4" 3 à retrancher —7.
Il faut que le résultat soit tel, qu’en lui ajoutant — 7, on re

trouve 4*3.  De là il suit que le résultat doit être positif; car s’il 
était négatif, en lui ajoutant — 7, on aurait un nombre négatif. De 
plus, comme pour ajouter deux quantités de signes contraires il 
faut retrancher la plus petite de la plus grande, et donner au reste 
le signe de la plus grande (25), on voit que le résultat doit être 
plus grand que 7, et précisément égal à 3 4-7 ou 10. Donc 

(4-3)-(-7) = 4-10.
3" Supposons que d’une quantité négative on doive retrancher 

une quantité positive : par exemple, que de —3 on ait à sous
traire 4- 7.

Le résultat doit être tel, qu’en lui ajoutant 4-7 on retrouve —3. 
Or, la somme de deux quantités positives serait positive; donc le 
résultat doit être négatif. En outre, il est facile de voir que, si on 
fait abstraction du signe de ce résulta!, et qu'on en retranche 7, le 
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reste doit être égal a 3; donc ce résultat, en grandeur absolue, 
est égal à 34*7  ou 10. En lui donnant le signe —, on aura le ré
sultat cherché —10. Donc

(-3) —(4-7) = —10.
4“ Enfin, prenons le cas où les deux quantités sont négatives.
Par exemple, si de —3 il faut retrancher — 7, on observera 

qu’en ajoutant —7 au résulta! cherché on doit reproduire —3; 
et comme 7 surpasse 3, il est clair que ce résultat doit être un 
nombre positif égal à l’excès de 7 sur 3. Donc,

(-3)-(-7) = 4-4.
Si, au contraire, il fallait de—7 soustraire —3, on verrait que 

le résultat doit être négatif, et que sa grandeur absolue est égale 
à l’excès de 7 sur 3; c’est-à-dire qu’on a

(-7)-(-3)=-4.
11 est à remarquer que dans chacun des quatre cas qu’on vient 

de parcourir, le résultat esl toujours le même que si l’on eût ajouté 
le second nombre, après avoir changé son signe, avec le premier. 
Bien entendu que dans cette addition on se conforme aux conven
tions du n° 25. Ainsi, on a cette règle simple et facile à retenir :

La soustraction revient à une addition dans laquelle on ajoute la 
quantité à soustraire, prise avec un signe contraire, avec l’autre 
quantité.

Par cette règle on aurait
(—17) — (— 29) = (- 17) 4- (4- 29) = 4- 12.
(4-14) —(-12) = (4-14)4-(4-12) = 4-26.

23. Multiplication. Soient a cl b deux nombres quelconques, 
il y a quatre cas à considérer, savoir :

4-IIX4A — «X-f-ü, 4-aX — b, -ax-b.
Le premier cas est celui de l’arithmétique, car -j- a et 4- b sont 

la même chose que a el b\ et comme le produit de a par b se re
présente par ab, el que ab esl la même chose que -f- ab, on pcul 
écrire, en mettant les signes en évidence, -\-a X 4-à = 4-«6.

La définition ordinaire de la multiplication peut s’appliquer au 
second cas; mais pour le montrer clairement il faut examiner lune 
après l’autre les hypothèses de b entier el de b fractionnaire. Si 
ce multiplicateur esl un entier, 3 par exemple, en répétant, sui
vant les règles de l’addition (25), le multiplicande — « autant de 
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fois qü’il y a d’unités dans 3, on aura — a —« —«ou—3a: 
c’est-à-dire que, pour multiplier une quantité négative par un 
nombre entier positif, on fait le produit sans égard aux signes, et 
qu’on lui donne le signe —. De là on conclut qu’on peut diviser 
une quantité négative par un nombre entier positif, en prenant 
le quotient sans égard aux signes, et en lui donnant le signe —.

Supposons que, dans le produit — a X + b, le multiplicateur 
soit un nombre fractionnaire tel que ï. D’après l’idée attachée à 
la multiplication, il faut prendre les du multiplicande; ou, en 
d’autres termes, il faut diviser ce multiplicande par 5, et multi
plier le résultat par 7. Or, on vient de démontrer que ces opéra
tions doivent s’exécuter sans avoir égard au signe —, et qu’on 
doit donner ce signe au résultat; donc —«x-|-1——la. Donc, 
quel que soit b, on a toujours — a X 4- b ~ — ab.

Dans les deux autres cas, -j-«X— b et —«x — b, le multi
plicateur est négatif. Or, la définition de la multiplication, en 
prescrivant de composer le produit avec le multiplicande comme 
le multiplicateur est composé avec l’unité, ne montre point com
ment on doit avoir égard au signe —qui est devant le multiplica
teur ; et sous ce rapport elle est insuffisante. Pour corriger ce dé
faut, on remarquera que, dans les cas où le multiplicateur est 
positif, le signe du multiplicande se conserve dans le produit; et 
par là on est conduit nalurellement à ajouter, comme complément 
à la définition, celte convention nouvelle que, dans les cas où le 
multiplicateur est négatif, il faut faire la multiplication comme 
s’il était positif, et changer ensuite le signe du produit. De là on 
conclut immédiatement qu’on doit avoir -j-«X — b — — ab et 
— « X — b — -\-ab.

Les différents cas qu’on vient d’examiner peuvent se résumer 
dans la règle suivante :

Pour multiplier deux quantités l’une par l’autre, quels que soient 
leurs signes, on fait le produit de ces quantités, sans avoir d’abord 
égard aux signes, puis on affecte le produit du signe -f- quand les 
deux facteurs ont le même signe, et du signe — quand ils ont des 
signes contraires.

L’usage permet encore d énoncer la règle des signes par ces 
locutions abrégées :

-f- par -j- donne -j- , —par -f- donne — ,
4 par — donne —, — par — donné 4- •

Remarquez que, si on change le signe d’un facteur, le produit 
doit changer de signe, et que, si on change les signes des deux 
facteurs, le produit rosie le même. Remarquez aussi que le pro
duit ne change point quand on intervertit l’ordre des deux 
facteurs.

26. Division. La définition ordinaire convient parfaitement à 
l'algèbre. Son objet sera toujours de découvrir l’un des facteurs 
d’un produit donné, quand on connaît l’autre facteur; et par 
conséquent il faudra toujours qu’en multipliant le quotient et le 
diviseur l’un par l’autre, on reproduise le dividende.

D’abord, il est évident qu’en faisant la division, sans aucune 
attention aux signes, on trouvera le quotient, abstraction faite du 
signe qu’il doit avoir. 11 reste donc à déterminer quel doit être ce 
signe.

Lorsque le dividende et le diviseur ont le même signe, le quotient 
doit avoir le signe + : car s’il avait le signe —, le produit du di
viseur par le quotient serait de signe contraire au diviseur, et par 
conséquent aussi de signe contraire au dividende.

Mais quand le dividende et le diviseur ont des signes opposés, le 
quotient aura le signe — : car s’il avait le signe +, le produit du 
diviseur par le quotient serait de même signe que le diviseur ; 
donc on ne reproduirait pas le signe du dividende.

De là on conclut que si a et b sont deux grandeurs absolues, 
dont le quotient soit désigné par c, on devra avoir

Addition et soustraction des monomes.

-7. Désignons par a et b deux grandeurs positives. L’addition, 
eu égard aux signes dont ces quantités peuvent être affectées, 
peut donner les quatre expressions :

[1] (+«)+(4-é), (4-«)+(-6), (-«)+(+&), (-«)+(-*)•

Tant que les lettres a et b ne recevront point de valeurs parti
culières, il sera impossible de réduire ces expressions à un seul 
terme; mais au moins peut-on les simplifier en les débarrassant 
des parenthèses et de plusieurs signes inutiles.

D’abord les paï en thèses ne servent qu’à mieux représenter aux
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yeux le signe qui est propre à chacune des quantités qu’on ajoute : 
ainsi elles ne sont pas strictement nécessaires, et on peut les sup
primer. De plus, comme a et b signifient la même chose que-J-a 
et 4- b, on pourra ôter le signe 4~ placé dans les parenthèses. Par 
là les quatre expressions deviennent

a b, a 4---- b, a -|- b, — « -j----- b.
Mais il y a encore ici des doubles signes qu’on peut éviter. En 
effet, d’après la règle de la soustraction (24), l’addition de— b 
avec une quantité quelconque revient à soustraire b de cette quan
tité; par conséquent, au lieu de ---- b, on peut mettre —à, et
alors les expressions [1] prendront les formes suivantes, qui sont 
les plus simples qu’on puisse leur donner,

a-\-b, a — b, —a4~6, —a — b.
Donc, en règle générale, on peut dire que l’addition de deux mo
nômes se réduit à les placer l’un à la suite de l’autre sans changer 
leurs signes.

Par une conséquence nécessaire, attendu que la soustraction 
est une addition dans laquelle la quantité à soustraire est prise 
avec un signe contraire (24), on conclut que, dans la soustraction, 
la quantité à retrancher se place, avec un signe contraire, à la suite 
de la quantité dont elle doit être retranchée.

28. Les deux règles qui précèdent s’appliquent immédiate
ment à l’addition et à la soustraction de tant de monomes qu’on 
voudra, quels (pie soient leurs signes. Par exemple, si de — 2 a’ 
on veut retrancher — 3a’6, et qu’au reste on doive ajouter bab
el — b3, on écrira ces quantités les unes à la suite des autres, en 
ayant soin de conserver les signes des quantités qui sont à ajou
ter, et de changer les signes de celles qui sont à soustraire. De 
cette manière, on a pour résultat le polynôme

— 2a3 3a’6 + bab1— b3.
21). 11 peut se faire que parmi les monomes il y en ait qui soient 

semblables (14). Dans ce cas, le polynôme résultant aura lui- 
même des termes semblables, et je vais montrer qu’on pourra 
toujours les remplacer par un seul terme : c’est ce qu’on nomme 
la réduction.

Point de difficulté quand tous les termes sont de même signe 
Ainsi on a évidemment

2a’4-4rts4-3a=9«’, et — 2a! — 4a: — 3a’— 9a’.
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Dans chaque exemple ce sont des quantités de même signe qu’on 
ajoute ; par conséquent la première règle du n° 25 donne immè-; 
diatement ces réductions.

Pour arriver à la règle qu’il faut suivre quand les termes sem
blables sont disséminés dans un polynôme, je m’appuierai sur 
une remarque qui est d’un usage presque continuel : c’est que la 
valeur d’un polynôme demeure la même, quel que soit l’ordre 
dans lequel scs termes soient rangés, pourvu que chacun d’eux 
reste toujours précédé du même signe.

En effet, un polynôme quelconque étant donné, imaginons 
qu'on ait écrit, comme formant deux sommes séparées, d’une 
part les termes positifs, et de l’autre les termes négatifs. Si on 
suit avec attention le détail des additions et des soustractions indi
quées dans le polynôme donné, on comprendra sans peine que 
ces opérations successives reviennent tantôt à retrancher, sur une 
partie de la première somme, une partie de la seconde; tantôt à 
retrancher, sur une partie de la seconde, une partie de la pre
mière. Par là il devient clair que le résultat définitif doit être égal 
à l’excès de la plus grande somme sur la plus petite, et avoir le 
signe de la plus grande; et comme les deux sommes demeurent 
les mêmes dans quelque ordre que les termes du polynôme soient 
placés, on conclut que l’ordre de ces termes peut être interverti à 
volonté, sans que la valeur du polynôme soit altérée.

Cela posé, supposons que le polynôme donné ait des termes 
semblables. Par exemple, qu’il soit

— 86’ + 7 a’ + 36’ — 9a’6 — b b3 + ab'- + 46’.
Ou peu l changer de place les qua tre termes semblables—86’, -j- 36’,
— 56*,  -j- 46’, et les rapprocher les uns des autres comme il suit :

3b3-\-W,— 8b, — bbi + 7a3—<)a,b-t- ab*.
Alors remarquez que les termes positifs 36’4*  46’peuvent être 
remplacés par un seul -f- 76’; qu’ensuite les termes négatifs — 86’
— 56’ peuvent aussi être remplacés par un seul — 136’. Les qua
tre termes semblables seront déjà réduits à deux -j-76’'—136’. 
Mais ces deux-ci se réduisent eux-mêmes à un seul —66’; par 
conséquent, en reportant —66’ à la dernière place, le polynôme 
simplifié sera

7a’-9a36 4-a6î —66’. . ; '
Ell général, plusieurs termes semblable^ pourront toujours se

. dt irU 2
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réduire à un seul; son coefficient sera la différence entre la somme 
des coefficients précédés du signe 4- et la somme des coefficients 
précédés du signe et son signe sera le même que celui des coeffi
cients dont la somme est la plus grande.

Dans l’application de cetlc règle, il ne faut pas oublier que 
le premier terme, quand il n’a pas de signe, est censé avoir le 
signe -j-, et que les termes devant lesquels on n’écrit pas de coef
ficient sont censés avoir le coefficient 1.

30. Remarque. Quoique l'ordre des termes soit indifférent, on 
les dispose presque toujours de manière que les exposants d’une 
môme lettre aillent en croissant ou bien en décroissant ; cela s’ap
pelle ordonner. Le dernier polynôme est ordonné par rapport aux 
puissances décroissantes de a; et il l’est aussi par rapport aux 
puissances croissantes de b.

Addition et soustraction des polynômes.

51. Si à a—b on doit ajouter c-\-d — e, pour indiquer cette 
addition on enveloppe la seconde quantité entre des parenthèses, 
et on écrit

a — b(c-\-d — e) ;
mais je vais montrer que les parenthèses peuvent se supprimer.

Concevons pour un moment qu’on ait effectué les opérations 
indiquées dans le second polynôme c -}- d — e, et que le résultat 
soit une quantité positive -|-P. En ajoutant -|-P avec a — b, il 
vient a — b + P. On peut changer la place des termes, et écrire 
+ P-}-« — b. Mais ici l’addition de a et la soustraction de b ne 
doivent venir qu’après les opérations qui donnent + P; par con
séquent on peut remettre, au lieu de -j- P, le polynôme c -\-d—e, 
et alors on a c 4-d — e-j-a — b. Enfin on transportera aux der
nières places les termes qui viennent de 4~ P, et on aura

a — b -j— c 4- d e.
Si le second polynôme était égal à une quantité négative —P, 

le même raisonnement se ferait encore en mettant partout — P 
au lieu de 4~ P, et on arriverait encore au même résultat. Dans ce 
résultat, les termes des deux polynômes se trouvent écrits, avec 
leurs signes, les uns à la suite des autres; et il est évident que la 
même chose doit arriver, quels que soient les polynômes qu’on 
ajoute. De là on conclut cette règle ;
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Pour ajouter des polynômes, il suffit de les écrire les uns à la 

suite des autres, en conservant les signes de tous leurs termes.
Après avoir appliqué cette règle, il ne faut pas négliger de faire 

la réduction des termes semblables, s’il y en a. Pour faciliter cette 
réduction, on ordonne assez ordinairement les polynômes par 
rapport à une lettre, et on les écrit les uns sous les autres; alors 
on fait immédiatement la réduction. Voici un exemple :

Polynômes à ajouter
/ 8a2 — jab — 2lr — |
_ a^ + \ab+ 7c2 + 2 

( ab+ 2è24- 4c24-|

Somme.................... 7 a2—|a^4-llc24-|.

52. Passons à la soustraction. Pour indiquer qu’on doit sous
traire c-f d — e de a — b, on écrit

a — b — (c-\-d — e) ;

cl, pour arriver à une expression débarrassée des parenthèses, on 
raisonnera comme il suit :

D’après ce qui a été dit n° 24, la soustraction revient à une ad
dition dans laquelle la quantité à soustraire est prise avec un signe 
contraire. Or, la valeur d’un polynôme est égale à la différence qui 
existe entre la somme de scs termes positifs et celle de ses termes 
négatifs; et le signe de cette valeur est celui de la plus grande des 
deux sommes : donc cette valeur ne fera que changer de signe, si 
on change dans le polynôme tous les-j-en —, et tous les — en-}-- 
Il suit de là que, pour soustraire un polynôme d une quantité 
quelconque, il suffit de changer les signes de tous ses termes, et 
de l’ajouter ensuite à cette quantité. Mais, dans l’addition, les 
polynômes qu’on ajoute se placent à la suite les uns des autres, en 
conservant les signes de leurs termes ; donc,

Pour soustraire un polynôme, il suffit de l’écrire, après avoir 
changé le signe de tous ses termes, à la suite de la quantité dont il 
doit être soustrait.

On peut encore démontrer cette règle en prouvant que, si on 
ajoute au résultat le polynôme qui était à soustraire, on repro
duit la quantité dont il devait être soustrait. En effet, pour faire 
celte addition, on écrira à la suite du résultat les termes de ce 
polynôme avec leurs signes; mais ces termes se trouvant tous, 
dans le résultat, avec des signes contraires, il est clair qu’ils seront 
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détruits, et qu’après la réduction il ne restera plus que ceux qui 
composent la quantité sur laquelle la soustraction devait être faite.

Voici un exemple de soustraction :

Soustraire de........  9 a’ — 3ab -j- 2 6*  -|- 4 bc

(*) Soit m une quantité qu’on doit multiplier par le produit abc.[Puisqu'un 
produit ne change pas, quel que soit l’ordre des facteurs, on aura mxabc=abcm 
=mabc : c’est le principe dont il s’agit.

Le polynôme.........  5 «? 4- 4 ab — 36*  — | bc

Reste avan lia ( 9 a- — 3 aô -f- 2 62 4-16c
réduction, I — 5«! — Aab -j-362

Après la réduction, 4 «’ — 7ab 4~ 5 6’ 4" ï 6c.

Multiplication des monoines.

53. Pour indiquer des multiplications successives, on est con
venu (8) d’écrire les facteurs à la suite les uns des autres, en les 
séparant par le signe x, ou seulement par des points, ou même 
sans aucun signe quand il n’en résulte point d’ambiguïté. Par 
exemple, si on doit multiplier a'b par c, et le produit par d-, on 
écrira rrb X c X ri2, ou a*  b. c. d1, ou simplement a-bcd'.

S’il fallait multiplier a’ par un nombre tel que 3 ou 5, ce nom
bre deviendrait le cofficienl de a’2, et on écrirait 3a! ou 7 a2.

Si on avait à indiquer la multiplication de aîb par cd\ on pour
rait écrire indifféremment a-bXciC-, ou a'b.ctP-, mais 011 11c de
vrait pas supprimer le signe, car alors on aurait l’expression 
a'bccF, dans laquelle on devrait voir que a'b est multiplié par c, 
et que le produit <i!6c est lui-même multiplié par <T- : or, ce n’est 
point là ce qu’on voulait indiquer. A la vérité, les deux expres
sions a'b x cri’ et a'bcd1 sont équivalentes, mais il faut le prouver, 
et c’est ce qu’on fait en rappelant que, d’après un principe dé
montré en arithmétique, on peut multiplier une quantité par un 
produit de plusieurs facteurs en multipliant cette quantité suc
cessivement par chacun des facteurs(*).

34. Les règles des signes ayant été établies n° 25, on laissera 
ici les signes de côté. Soient d’abord deux quantités telles que a’ 
et a3. D’après la définition de l’exposant, «’ et «3 sont la même 
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chose que aa et aaa’, donc a x d? = aa x aaa. Or, par le prin
cipe rappelé plus haut, on doit avoir aa x.aaa — aaaaa\ donc

X ûs = «’•

Si 011 prenait d’autres exposants, il est clair qu’il faudrait en
core les ajouter pour avoir l’exposant du produit. Donc, en géné
ral, quand on multiplie entre elles des puissances d’une même quan
tité, on doit donner à cette quantité un exposant égal à la somme 
de ceux des facteurs.

Une lettre sans exposant doit être regardée comme ayant l’ex
posant 1 : car, par exemple, on aurait a3 x a — a'.

35. A présent, considérons des monomes quelconques. Soit à 
effectuer le produit

3«’6'c X 7 a?cd-.

Les deux monomes peuvent être écrits ainsi, 3 X «2 X 6‘ X c et 
7 X«3 X c X ri2; cl, par le principe déjà cité, le produit est égal à

3 X a5 X 6’’ X c X 7 X a3 X c x ri2.

En changeant l'ordre des fadeurs, il devient

3 X 7 X a1 X a3 X 6l X c x c x d‘.

Or, au lieu de 3 x 7 on peut mettre 21 ; au lieu des deux facteurs 
successifs a! et a’, on peut mettre leur produit, qui, d’après la 
règle trouvée plus haut, est a3; au lieu des deux facteurs égaux 
à c, on mettra leur produit c2; et quant aux facteurs 6‘ et ri2, on 
les laissera au produit sans aucune altération. Alors on aura

3 a!64c X 7 a’eri2 = 21 a’b'&d*.

On peut faire des raisonnements analogues sur tels monomes 
qu’011 voudra; donc, abstraction faite du signe, le produit de deux 
monomes s’obtient en multipliant les coefficients entre eux, en don
nant à chaque lettre commune aux deux monomes un exposant égal 
à la somme de ceux dont elle est affectée dans ces monomes, et en 
prenant les autres lettres sans changer leurs exposants.

En combinant celle règle avec celle des signes qui a été établie 
au n° 25, on trouve sur-le-champ

— 7 d'biP X 13 (Pire = — 91 âWciP,
— 'r.ab'c X — 7«’c =+ \'\db'c\
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Multiplication des polynômes.

56. Si l’on a des polynômes tels que a2 — ab 2 et 2 a — b, et 
qu’on veuille indiquer leur produit, on devra employer des pa
renthèses ou des crochets, et écrire

(a2—ab 2) (2 a— b) ou [a2 — ab 2] [2a—6],

Quelquefois aussi, mais rarement, on emploie des barres comme 
ci-dessous :

as — ab 4- 2 X 2a — b.
57. Pour effectuer de pareilles multiplications, je raisonnerai 

d’abord comme si les soustractions qui sont indiquées dans les 
polynômes ne devaient jamais amener de quantités négatives ; et 
je prouverai ensuite que la règle, à laquelle on arrive dans celte 
hypothèse, s’étend à tous les cas.

Supposons, en premier lieu, qu’un seul facteur soit complexe, 
comme dans l’expression

(a -j- b — c) X ni.
Si on avait simplement à multiplier a par m, le produit serait am. 
Quand c’est a -f- b qu’on doit multiplier par m, il est évident qu’on 
aura le produit en prenant séparément m fois la quantité a, m fois 
la quantité b, et en ajoutant les deux produits : or ces produits par
tiels sont exprimés par am et bm ; donc (a -J- é) X m = am 4- bm. 
Mais quand c’est af- b—c qui est le multiplicande, la quantité a-j- b 
étant diminuée doc, il s’ensuit qu’en multipliant a-\-b par m, on 
doit avoir un produit trop grand de m foisc; donc, de ce produit, 
qui est am 4- bm, il faut retrancher celui de c par m qui est cm ; 
donc enfin,

(a 4- b — cj'Xni — am -}- bm — cm.
En quelque nombre que soient les termes du polynôme, on voit 
que dans le produit chacun d’eux se trouve multiplié par m, et 
conservera le signe qu’il avait dans le polynôme.

Supposons le multiplicande cl le multiplicateur tous deux com
plexes. Par exemple, soit

(a -}- b — c) X (m — n -j-p).

Imaginons qu’on ait effectué les opérations indiquées dans le poly- 

leçons d’algèbre. 23
nome a-{- b — c, et qu’il ail pour valeur T. Le produit à effectuer 
deviendra TX(« —”+?)• Alors, l’un des facteurs étant mo
nôme, on aura, par ce qui vient d’être dit,

(a4-b — c')X,(m —n-\-p) = ^ X(m — n -|-p)
= Tm — Tn 4- Tp.

Puisque T représente la valeur du polynôme a4- b — c, Tm est 
égal au produit de a-f-b —c par m; et, d’apres ce qui précède, 
ce produit est am 4- bm — cm.

De même Tn est égal au produit de a 4- b — c par n, lequel est 
an -]- bn— en.

Et pareillement, Tp est égal au produit de a4- b — c par;;, ou 
à ap-\- bp — cp.

Or, de T;n on doit retrancher Tn, ensuite on doit ajouter Tp; 
donc il faudra, à la suite des termes du premier produit, écrire 
tous ceux du second avec des signes contraires (52), et tous ceux 
du troisième avec leurs signes (51). En conséquence, on aura

(a 4- b — ci) X (»n — n -|-p) = 4~ am + bm — cm
— an — bn -|- en
4- ap 4- bp — cp.

De là on tire cette règle : Pour effectuer la multiplication des 
polynômes, on multiplie successivement tous les termes du multi
plicande par chaque terme du multiplicateur, en ayant soin de côn- 
server tous les signes du multiplicande quand le terme du multipli
cateur a le signe 4*,  et de les changer tous quand ce terme a le 
signe —.

Si, dans les deux polynômes, on regarde tous les termes, pris 
avec leurs signes, comme des monomes isolés, si alors on multi
plie successivement les termes du multiplicande par chaque terme 
du multiplicateur, et si ensuite on ajoute tous les produits, il est 
évident qu’on aura le même résultat que par la règle précédente.

58. Maintenant il faut démontrer que cette règle convient à 
tous les cas; mais auparavant je ferai deux remarques.

La première, c’est que de quelque manière qu’on intervertisse 
l’ordre des termes dans deux polynômes, le résultat qu’on trouve 
en leur appliquant celte règle ne changera pas de valeur. En effet, 
d’après cette règle même, il est évident qu’il contiendra toujours 
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les mêmes termes : seulement ils y seront dans un ordre différent, 
ce qui n’altère en rien sa valeur.

La seconde remarque, c’est qu’en changeant tous les signes de 
l’un des polynômes, les termes du résultat changeront de signes, 
et par suite la valeur représentée par ce résultat en changera éga
lement. A quoi j’ajouterai que, si on changeait aussi les signes de 
l’autre polynôme, les termes du résultat ne seraient point altérés ; 
car, après le premier changement, ils devraient en subir un second 
qui rétablirait le résultat tel qu’il était d’abord.

Cela posé, je nommerai V l’ensemble des termes qu’on obtient 
en appliquant la règle à deux polynômes quelconques, et je vais 
prouver que le produit de ces polynômes est toujours égal à V. 
D’abord, supposons que ces polynômes aient des valeurs positives, 
mais qu’en effectuant les additions et les soustractions qui y sont 
indiquées, on doive passer par des quantités négatives avant d’ar
river à la dernière opération. Comme on peut changer l’ordre des 
termes d’un polynôme sans changer sa valeur, j’écrirai dans cha
que facteur tous les termes positifs aux premiers rangs, et à leur 
suite tous les termes négatifs : alors la difficulté dont il s’agit dis
paraîtra, et la règle fera trouver le produit cherché. Or, d’après 
notre première remarque, ce produit est égal à V.

Quand l’un des deux polynômes a une valeur négative, c’est 
que la somme de ses termes négatifs l’emporte sur celle de ses 
termes positifs. En changeant les signes de tous ses termes, la 
valeur de ce polynôme deviendra positive, sans autre altération ; 
alors on pourra appliquer la règle, et, d’après la seconde remar
que, on aura un produit de signe contraire à V. Mais, puisqu’on 
a pris positivement un facteur qui devait être négatif, ce produit 
doit être de signe contraire au produit cherché (25); donc V est 
le produit cherché.

Enfin, quand les deux polynômes ont des valeurs négatives, on 
changera les signes de tous leurs termes, ce qui donnera deux 
polynômes dont les valeurs seront positives, et dont on pourra 
trouver le produit par la règle du numéro précédent. D’après 
la seconde remarque, ce produit aura les mêmes termes que V; 
mais les valeurs des deux facteurs ayant changé de signe, leur 
produit n’a pas dû en changer ; donc le produit cherché est en
core égal à V.

59. Pour plus de facilité, il sera bien d’ordonner les poly- 
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nomes. Un exemple va montrer comment on dispose l’opé
ration.

Multiplicande.... 3a3 — 5a’/» — 5 a/»’
Multiplicateur.... — 2a’— 3ab -j- /»’

/—6«'+10«vè+ a3/»’
Produits partiels. ' — Mb -j- 15 a3/»’ -|-1 a*/» 3

( 3a3/»’ —5a’/»3—| a/»4

Produit................ — 6«3 + a'b -j- 19a’ô’ — j a’/»3 — | aiï.

La première ligne des produits partiels a été trouvée en multi
pliant tous les termes du multiplicande par le premier terme—2a’ 
du multiplicateur. Les signes du multiplicande ont élé changés, 
parce que ce terme a le signe —.

La seconde ligne des produits partiels a été trouvée en multi
pliant les termes du multiplicande par le second terme — 3ab 
du multiplicateur; et on a dû changer encore tous les signes du 
multiplicande.

La troisième ligne des produits partiels renferme les produits 
de tous les termes du multiplicande par le troisième ternie 4- /»’ 
du multiplicateur; et comme ce terme a le signe -j-, on a conservé 
les signes du multiplicande.

Enfin, en opérant les réductions entre tous ces produits, on 
remplace -f- lOa'b — Mb par -f- alb , -|- a'b*  4~ 15a3/»’ -f- 3a3/»’ 
par 4-19a3/»’, 4-|a’5’ — 5a’/»3 par —5 a’/»3. Alors on a le 
produit cherché, tel qu’il est écrit plus haut.

40. Quand on veut ordonner des polynômes par rapport à une 
lettre, il peut arriver qu’il y ait plusieurs termes où cette lettre 
soit affectée du même exposant. Dans ce cas on ordonnera ces 
termes entre eux par rapport à une autre lettre, comme on le voit 
dans le polynôme a#* — æ’4-a’a?— ax— a. Il contient deux 
termes en a:’ qu’on a ordonnés entre eux par rapporta a, et aussi 
deux termes en x qu’on a ordonnés de la même manière.

Mais le plus souvent on réunira les termes qui contiennent une 
même puissance de x en un produit dont cette puissance sera un 
facteur. Ainsi, on remarquera que le produit (a—l>*=«a; ’—a?’, 
que (a’—a)a7 = a’a?—ax; et en conséquence le polynôme ci- 
dessus s’écrira sous cette forme : (a—l)a:*4-(a ’—a~)x—a.

Pour offrir l’exemple d’une multiplication dans laquelle on em-
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ploie cette seconde manière d’ordonner, je prendrai lé suivant :

(« — 1) a?2-|- («* —(?) x — a
(a-j-l)x1—cdx _____
(fl2 — 1 ) x'‘ -j- (a3— a) x3—(a2 + «) a:2 

_________ —(a3—a8) a:3—(a4—a^x’-j-^x_______  
(«2—1 ) ic4-j— («’—a)W— «3+a2 + a) #*-]-  fl3#.

On considère dans chaque polynôme tous les termes qui contien
nent une même puissance de x comme n’en formant qu’un seul, et 
on suit la règle‘générale du n° 57. Mais alors, parmi les opérations 
partielles, il y a des multiplications de polynômes. Ainsi, pour 
multiplier le multiplicande par (a-j-lja:2, qui est la première par
tie du multiplicateur, on aura à multiplier a—1, a2—a et —a par 
a-j-1. On trouve que ces produits sont a* —1, a3—a, —(a--j-a); et 
ce sont eux qui, dans la première ligne des produits partiels, sont 
placés devant les puissances x\ x3, x\ On forme de même la se
conde ligne. Les commençants doivent surtout avoir grand soin 
de ne point commettre d'erreurs dans les signes.

41. Au moyen de la multiplication, on démontre plusieurs pro
positions d’un usage fréquent. Effectuons les multiplications ci- 
après :

« -j-Z» a —b a b
a -J- b a —b a — b
«2-4- ab a2— ab a?-\-ab

+ a/»-|-t»2 — ab-Jf-b* —ab—
fl! + 2«64-A2, a2 — 2ab 6’, a3—b\

Le premier produit est le carré de a-|-b; et comme les lettres a 
et b peuvent représenter telles quantités qu’on voudra, on conclut 
que le carré de la somme de deux quantités contient le carré de la 
première, plus deux fois le produit de la première par la seconde, 
plus le carré de la seconde.

Semblablement, la deuxième multiplication prouve que le carré 
de la différence de deux quantités est égal au carré de la pre
mière moins deux fois le produit des deux quantités, plus le carré 
de la seconde.

Enfin, la troisième multiplication démontre que le produit de 
la somme de deux quantités par leur différence est égal à la diffé
rence des carrés de ces deux quantités.

Si on multipliait par «-j-é le carré de fl-j-ft, on trouverait coin- 
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ment se compose le cube de la somme de deux quantités. En 
multipliant, le cube par a-j- b, on reconnaîtrait de quelles parties 
se compose la 4e puissance, et ainsi de suite.

42. Ces propositions peuvent souvent abréger les calculs. Sup
posons qu’on ait à effectuer le produit

(3«36 2tt!62 4- ab3 — Z»4) (3«’& + 2a!&!—«&’ + ê4).

Le premier facteur est la somme des deux quantités

3a36 -j- 2«268 et ab3 — b",

tandis que le second facteur en est la différence; donc, en vertu 
de la troisième règle du numéro précédent, le produit demandé 
est égal à la différence des carrés de ces deux quantités. Or, l’un 
de ces carrés étant celui d’une somme, et l’autre celui d’une dif
férence, on peut, les former par les deux premières règles. De 
cette manière, on trouve sur-le-champ le produit cherché

Wb*  + 12«563 -J- 4a464—«2Z»G + 2fl/é — b3.

Division des monomes.

43. Les règles des signes étant connues (2G), je supposerai que 
les monomes soient positifs, et je proposerai, par exemple, d’ef
fectuer la division indiquée dans l’expression

48o76’c2
• 6fl46’

Le quotient doit être tel qu’en le multipliant par le diviseur 
6«4Z>3 on reproduise le dividende 48a763c2. Or, un polynôme mul
tiplié par un monome ne pourrait pas donner un monome : c’est 
pourquoi l’on doit considérer le quotient comme monome, et pour 
le découvrir, on fera le raisonnement qui suit.

D’après les règles de la multiplication (5a), le coefficient 48 du 
dividende doit être le produit des coefficients du diviseur et du 
quotient; donc en divisant 48 par 6 on aura le coefficient du quo
tient : ce coefficient est 8.

D’après les mêmes règles, l’exposant7, dans le dividende, doit 
être la somme des exposants de la lettre a dans le diviseur et dans 
le quotient; donc la différence 7—4 ou 3 est l’exposant que la 
lettre a doit avoir dans le quotient.
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Enfin, ces règles prouvent aussi que les lettres qui ne sont pas 

communes au diviseur el au quotient doivent se trouver dans le 
dividende, sanÈ aucun changement dans leurs exposants : donc 
la lettre b, qui a le même exposant dans le dividende que dans le 
diviseur, ne doit point appartenir au quotient ; et, au contraire, la 
lettre c, qui n’est point dans le diviseur, doit se trouver dans le 
quotient avec le même exposant que dans le dividende.

Maintenant le quotient est connu, et l’on a
48aW„ 4„ = 8«V.

Des raisonnements précédents on conclut cette règle : Pour 
effectuer la division des monomes, on divise le coefficient du divi
dende par celui du diviseur, et l’on a le coefficient du quotient; 
lorsqu’une lettre est commune aux deux monomes, et qu’elle a un 
exposant plus élevé dans le dividende que dans le diviseur, on l’écrit 
au quotient avec un exposant égal à la différence de ces deux expo
sants; lorsqu’une lettre a le même exposant dans le dividende et 
dans le diviseur, on ne l'écrit pas au quotient; el enfin, lorsqu'une 
lettre du dividende n’est pas dans le diviseur, on l'écrit au quotient 
sans changer son exposant.

En joignant à cette règle celle des signes (26), on trouve
8o)
4a2 = 2a3, 35a7æ5

— 7a’x!
— Saft’x6_ „
— 12abx 3

Division îles polynômes.

44. Si l’on a un polynôme à diviser par un monome, on re
marque d’abord que le quotient doit être polynôme ; et comme on 
multiplie un polynôme par un monome, en multipliant tous ses 
termes, pris avec leurs signes, par ce monome, on conclut réci
proquement qu’ora divise un polynôme par un monome en divisant 
séparément par ce monome tous les termes du dividende.

C’est ainsi qu’on trouve
Sa'é — 2a3624- 4a’&3

— 4a2ô

415. Je passe au cas où le dividende el le diviseur sont deux 
polynômes. La question est celle-ci: Un polynôme donné, que je 
nommerai A, est le produit d'un autre polynôme donné B, par un
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polynôme inconnu C, et il s agit de trouver C. Ici le polynôme A 
est le dividende, B est le diviseur, et C est le quotient.

D’après les règles de la multiplication, si on connaissait le quo
tient C, il faudrait, pour reproduire A, multiplier les termes de B 
successivement par chaque terme de C (en observant la règle des 
signes), et ajouter entre eux tous ces produits partiels. Cela étant, 
si, dans le dividende A, on pouvait retrouver, tels qu’ils étaient 
avant les réductions, les produits partiels d’un certain terme de B 
parles différents termes de C, il est évident qu’en divisant ces 
produits partiels par le terme de B avec lequel ils sont formés, on 
connaîtrait facilement tous les termes de C. Au premier coup 
d’œil, celte remarque ne semble pas devoir être d’une grande 
utilité, à cause des réductions qui ont pu être opérées entre les 
termes semblables.

Cependant, en y réfléchissant davantage, et surtout en faisant 
attention que l’exposant d’une lettre, dans chaque produit partiel, 
est la somme des exposants qu’elle a dans les deux termes dont 
ce produit partiel est composé (54), on aperçoit que, si on consi
dère en particulier le terme de B dans lequel une lettre a l’expo
sant le plus élevé, et le terme de C dans lequel cette lettre a aussi 
l’exposant le plus élevé, le produit partiel formé par la multipli
cation de ces deux termes doit lui-même contenir cette lettre avec 
un plus haut exposant que tous les autres produits partiels : donc 
ce produit partiel doit se retrouver dans les termes de A sans au
cune altération Ainsi, en prenant le terme du dividende où une 
lettre a le plus haut exposant, el en le divisant par le terme du 
diviseur où cette lettre a le plus haut exposant, on sera sûr d’avoir 
un terme du quotient. On peut remarquer que ce terme est aussi 
celui qui, dans le quotient, doit renfermer cette même lettre au 
plus haut exposant.

Comme le dividende A provient de l’addition des termes qu’on 
obtient en multipliant tous les termes de B par chaque terme de C, 
il s'ensuit qu’en multipliant le diviseur par le terme qui vient d’étre 
trouvé au quotient, et en retranchant ce produit du dividende, le 
reste sera égal au produit du diviseur par les autres termes du 
quotient, qui sont encore inconnus.

On peut raisonner sur ce reste, après y avoir fait les réductions 
qu’amène la soustraction , comme sur le dividende A. Par consé
quent, on conclura que si on divise le terme qui, dans ce nouveau
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dividende, contient une lettre au plus haut exposant par le terme 
qui, au diviseur, contient aussi cette lettre au plus haut exposant, 
on connaîtra un second terme du quotient.

On fera le produit du diviseur par ce terme, et on le retran
chera du dernier dividende. On obtiendra ainsi un second reste, 
qui lui-même devra être considéré comme un nouveau dividende 
partiel, et sur lequel on pourra encore répéter les mêmes raison
nements, ce qui fera connaître un troisième terme du quotient.

En continuant de la même manière, il est clair qu’on doit trouver 
tous les termes du quotient, et on sera averti qu’il n’y en a plus à 
connaître, quand on sera parvenu à un reste zéro.

Les raisonnements précédents subsisteraient encore si, au lieu 
des termes où une lettre a les plus hauts exposants, on considé
rait ceux où elle est affectée des moindres exposants. Par consé
quent , dans les divisions partielles on peut se servir de ces der
niers aussi bien que des premiers.

On facilitera beaucoup les calculs en ordonnant les polynômes 
de manière que les exposants d’une même lettre aillent en crois
sant ou en décroissant. De cette manière, les termes du dividende 
et du diviseur, qui doivent être divisés l’un par l’autre, se trou
veront les premiers sur la gauche; et la même chose arrive encore 
dans les autres divisions partielles, si on a soin de laisser toujours 
les restes ou dividendes partiels ordonnés comme le dividende 
primitif. La disposition des calculs est d’ailleurs la même qu'en 
arithmétique.

S’il restait quelques nuages dans l’esprit du lecteur, l’exemple 
suivant achèvera de les dissiper.

Dividende. Diviseur.

14a5 —27 a‘b + 21 a3b’ —3a’b:i —2ab‘ 2a’ —3ab + 2b’
— 14as+J21a'b —Ha’b’ -------------- ;-------------

1" reste............ " — Ga'b + 7a3b’ — 3a’b3 — 2ab< , Quotient.
+ 6a’b — 9a’b’ + Ga’b3 7a3 —3a’b —ab’

2e reste............  — 2a3b’ + 3a’bJ —2ab<
+ 2a3b’ —3a’b3+2abi

3e reste............  0 0 o

Après avoir ordonné les polynômes par rapport aux exposants 
décroissants de «, et en supposant que le quotient soit aussi or
donné de la même manière, on est certain que le 1er terme 14as 
du dividende est le produit du 1er terme 2a2 du diviseur par le 
1" terme du quotient; de sorte qu’en divisant 14 a’ par 2 a2 on 
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connaîtra le 1er terme du quotient. Ce terme doit être positif, 
comme résultant de la division de deux termes positifs (26; : il est 
égal à 7 a3.

Alors on multiplie le diviseur par 7 a3, et on soustrait le produit 
du dividende. A cet effet, on écrit les termes de ce produit, en 
changeant leurs signes, au-dessous du dividende, puis on fait les 
réductions. On obtient ainsi le 1er reste.

Dans ce reste, le 1er terme est — 6a4ù, et en le divisant par 2a’ 
on obtient — 3«’ê pour le 2- terme du quotient. On multiplie en
core le diviseur par ce terme, on pose encore les produits partiels, 
en changeant leurs signes, au-dessous du 1er reste, et après la 
réduction on a le 2e reste.

Enfin, le 1" terme de ce reste est — 2a’62, et en le divisant par 
2a2, on trouve que le 3e terme du quotient est — ab1. On forme le 
3e reste de la même manière que les précédents; mais ici ce reste 
étant zéro, on en conclut que l’opération est terminée, et que le 
quotient cherché est 7 a3 — 3a26 — ab1.

Continuation. — Division dans les cas les plus compliqués.

46. Quand on ordonne, par rapport à une lettre, les polynômes 
qu’on veut diviser, il peut arriver que plusieurs termes contien
nent cette lettre au même degré. Alors on doit avoir soin d’or
donner ces termes entre eux par rapport à une autre lettre. Par 
exemple, s'il s’agit des termes abx1 -f- aïx1 — b3x! qui contiennent 
tous trois x1, on les ordonnera par rapport à a, et on les dispo
sera horizontalement de l’une de ces deux manières,

a’x2 abx1 — b3x', (a2 + ab — b1) x1,

ou bien verticalement de l’une de ces deux-ci,

a2#2
+ abx1
— 6V

-^-ab
— b1

Quelle que soit celle qu’on adopte, on y reconnaît avec la même 
facilité <pie a^x- est le l" terme, que -j-ata? est le 2*,  cl que 
— 6’x2 est le 3e.

Alors on pourra suhre tout à fait, pour la division, la marche 
qui a été tracée dans l’article précédent ; car il est bien clair que
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dans chaque division partielle le 1" terme du dividende devra tou
jours être le produit du 1er terme du diviseur par le 1er de ceux 
qui sont à trouver au quotient. On obtiendra ainsi tous les termes 
du quotient, ordonnés entre eux delà même manière que le divi
dende cl le diviseur.

47. On peut encore se représenter dans la pensée tous les termes 
de chaque polynôme, qui contiennent une môme puissance de la 
lettre par laquelle on a ordonné d’abord, comme ne formant qu’un 
seul terme; et alors les divisions partielles pourront être elles- 
mêmes des divisions complexes qu’il faudra effectuer à part.

Pour nous convaincre de l’exactitude de ce procédé, prenons 
deux polynômes ordonnés par rapport à x, tels que

Aa^-f-Bat’-j-Czr-f-D, Mx’ + Noj-f-P.

Et supposons que les lettres A, B,... P, représentent des quan
tités complexes qui ne contiennent point x. Il est clair que, dans 
le produit des deux polynômes, la partie qui contient x au plus 
haut degré est égale à A a?3 x Ma?5; donc réciproquement, en di
visant cette partie par A a?3 on retrouvera la partie M.t!, qui con
tient les termes de l’autre facteur dans lesquels a; a le plus haut 
exposant. On voit que le raisonnement est exactement le même 
que si les diverses puissances de x n’étaient multipliées que par 
des inonomes. L’exemple suivant lèvera toutes les difficultés.

iV. H. Les termes affectés de la même puissance de x sont ordonnés en co
lonne ; et, pour abréger, on n’écrit pas les termes qui doivent détruire la pre
mière colonne de chaque dividende partiel. Par la meme raison, on sous-entend 
dans chaque reste les colonnes du dividende qui devraient s’y placer sans al
tération.

x*  4- a'
— a'b

2 a'b2
-j- a’b3
— a'
— a’b-

x3 — a'b
— 2a’b-
— abs

x3 4- a'b’
4- a-b<

x- -f- erb3!# — a'b''
+ 2a‘b'|

a2 lx’ 4- a3x — a’b’ 
— ab|

X2

a’ lx’ — a’blx 4- b'
4-b’| — ab’|

— a’b
4- a’b3

x3 — asb
— a'b3

x’4-.........................

4- a’b' 
— abs

— asb'x 4- a’b(_
0 0_

4- a'b & — a^x
4- a’b’ — ü:ib ’J
4- a’b' æ2 4- cPb'x................
— abs
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I" division partielle .. < 

t

a ' — a3b 4- a-b3 — ahi 
— a14- a3b

4- a?b- — ab~ 
—a’b’ 4- ab3

a? — ab 
a2 4- b’

0 O

2' division partielle...

t

3' division partielle... {

48. Comme dernier cas de la division, je mentionnerai celui où 
le diviseur ne contient point une lettre x, par rapport à laquelle 
on a ordonné le dividende. Soient Aic’-f-Bzr-j-C ce dividende, 
et M le diviseur qui ne contient point x. Pour que le quotient, 
multiplié par M reproduise le dividende, il faudra que ce quotient 
contienne les mêmes puissances de x que le dividende, et qu’en 
multipliant par M les parties de ce quotient qui renferment ces 
puissances, on retrouve Aa;’ + Ba;-|-C. Donc, pour faire la divi
sion proposée, on doit diviser séparément par le diviseur les par
ties du dividende affectées des diverses puissances de x.

45). Quelquefois on peut décomposer le dividende en facteurs 
de manière que le diviseur y soit en évidence; il suffit alors de le 
supprimer pour avoir le quotient. Par exemple, soit à diviser

x4— 4axs-j-4a2x1— 4b*x i par x1 — 2ax 2bx.
On observera que les trois premiers termes du dividende sont le 
carré de x2— 2ax (41), et que de ce carré on retranche 4 Wr*  qui 
est le carré de 2 bx. Le dividende est donc la différence des carrés 
de x-— 2ax et de 2bx : donc il est égal au produit de la somme 
de ces deux quantités, multipliée par leur différence (41); et, 
en se bornant à indiquer la multiplication, il peut s’écrire ainsi : 
(x2— 2ax -\-2bx){x2— 2ax— 2bx). Or, le premier facteur est le 
diviseur proposé; donc l’autre facteur est le quotient. L’habitude 
du calcul peut seule suggérer de pareilles décompositions.

Continuation. — A quels symptômes on reconnaît la possibilité ou l’impossibilité 
de la division.

BO. Dans le n° 4B, pour découvrir le procédé de la division. 
•»n a supposé que le dividende était un produit du diviseur par un 

3



34 35LEÇONS DALGÈBRE. 
polynôme inconnu. Je vais montrer qu’on peut reconnaître, par 
ce procédé même, si cette condition a lieu ou non : c’est-à-dire, 
en d’autres termes, qu’on apprendra si la division est possible ou 
si elle ne l’est pas.

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait ordonné par rapport 
aux puissances descendantes de la lettre x. Il est clair que dans 
le 1er terme de chaque reste, l’exposant de x est moindre que 
dans le 1" terme du reste précédent ; par conséquent on doit né
cessairement arriver à un reste nul, ou à un reste dont le 1er terme 
contienne x à un exposant moindre que le 1" terme du diviseur.

Dans le premier cas, la division est possible. En effet, c’est en 
retranchant du dividende les produits du diviseur par les diffé
rents termes de la quantité placée au quotient qu’on est arrivé au 
reste zéro : or, c’est la somme de ces produits partiels qui com
pose le produit du diviseur par la quantité écrite au quotient; 
donc le dividende est égal à ce produit.

Dans le second cas, il est évident que le 1" terme du reste ne 
pourra pas se diviser par le 1" terme du diviseur. Or, quand on 
suppose que le dividende est un produit du diviseur, on a vu dans 
les raisonnements du n° 45 que cette division doit donner un 
terme du quotient; donc, puisque cette division est impossible, 
celle des polynômes proposés l’est également. Ainsi, la division 
ci-dessous est impossible, et la raison en est que le 1" terme du 
reste Sx— 1 ne peut plus se diviser par le 1er terme x1 du di
viseur.

2x3 -f- x1 — 9® -|- 8 x5 4- 2x — 3 
— 2x3—4x5 -1- fix 2x—3

— 3x3 — 3x -|- 8
' -|- 3x’4-6x —9

+ 3x — r

Quelquefois l’impossibilité de la division se manifestera sans 
pousser l’opération aussi loin, attendu qu’il peut y avoir dans le 
1" terme du diviseur différentes lettres qui empêchent les divi
sions partielles. 11 convient même, avant de commencer l’opéra
tion, de porter son attention sur chacune des lettres communes 
aux deux polynômes proposés; et si, pour l’une d’elles, il arrive 
que les termes qui, dans le dividende et le diviseur, la contiennent 
respectivement au plus haut exposant ou bien au plus faible, ne 
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soient pas divisibles I un par 1 autre, on sera certain que la dixi— 
sion proposée est impossible. Cette observation doit s’appliquer 
aussi aux divisions partielles auxquelles le calcul peut conduire.

Dans le dernier exemple, on peut, si on veut, compléter le 
quotient en lui ajoutant une expression fractionnaire dans laquelle 
sera indiquée la division du dernier reste par le diviseur, et alors 
on aura

2x’4-x’—9x4-8 „ „ , 3a? —1
,z-*4_2x  — 3 ~ X 3±x54-2x—3

Le second membre de cette égalité est souvent employé à la place 
du premier; et ce qu’on doit remarquer dans celte transformation, 
c’est que le numérateur de la partie fractionnaire ne contient 
plus x à un aussi haut degré que le dénominatenr. En cela, elle a 
quelque analogie avec l’extraction des entiers en arithmétique.

51. Il y a, pour reconnaître l’impossibilité de la division, un 
autre symptôme, qui se fonde sur ce que le terme du dividende 
dans lequel une lettre a le moindre exposant doit provenir, sans 
réduction, de la multiplication des termes du diviseur et du quo
tient dans lesquels cette lettre a le moindre exposant. De là il suit 
qu’après avoir ordonné par rapport aux exposants décroissants 
d’une lettre, si on divise le dernier terme du dividende par le der
nier terme du diviseur, on doit obtenir le dernier du quotient, 
c’est-à-dire celui où celte lettre a le plus faible exposant. Par con
séquent, lorsque les opérations successives conduisent à placer au 
quotient celte lettre avec un exposant plus faible, on sera certain 
que la division est impossible : car les opérations subséquentes ne 
donneront que des exposants moindres.

Dans l’exemple suivant, si la division était possible, le dernier 
terme du quotient devrait être -f- x*  : or le calcul conduit à mettre 
au quotient le terme —x4, sans que la division se termine ; on est 
donc assuré qu elle ne doit pas se terminer, et dès lors il est inutile 
de la continuer, a moins qu’on ne veuille effectuer la transforma
tion dont j’ai parlé à la fin du n” précédent.

x’-j- x‘ — ax'-j-ax1 | x‘4-xJ-j-u
— x9— x9 — ax9 ,r’ —
— x8 x' — 2ax5 4- nx'
4- x84- x’ -f- ax1
4- 2x7— 2ax*  4- 2ax‘
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32. Quand on ordonne par rapport aux puissances ascendantes 

d'une lettre, l’impossibilité de la division se manifeste d une ma
nière analogue. Alors le dernier terme du dividende divise par le 
dernier terme du diviseur, doit donner le terme du quotient où 
celte lettre a le plus haut exposant; donc, si le calcul amène au 
quotient celte lettre avec un exposant plus fort, la division sera 
impossible.

33. Je citerai ici deux exemples de division qui conduisent à des 
résultats remarquables, dont nous ferons usage plus tard.

Le premier exemple sera la division de xm—am par x—a. Si on 
divise les binômes .r* —a2, a13—a’, a-'* —a4, par x—a, on trouve

æ*—a’-------- = x 4- a,x—a
r-’’ —
------
x— a

—-----— = a?34- ax*  4- d?x 4-
x—a

On aperçoit une loi fort simple dans ces quotients : 1° tous les 
termes sont additifs ; 2° le premier terme et le dernier sont formés 
en ôtant une unité aux exposants de x et de a dans le dividende; 
3° dans l’intervalle, les exposants de a? vont en diminuant d’une 
unité, et ceux de a en augmentant d’une unité, de telle sorte que 
la somme des exposants de a? et de a, dans chaque terme, est 
constamment la même.

En suivant cette loi, si on désigne par m un nombre entier 
positif quelconque, on devrait conclure

__
---------- = xm~' 4- axn~i + a!xm~3.... + a'“~- x 4- a"1-1.x — «

Les points indiquent ici une lacune qui doit être remplie par des 
termes qu’on sous-entend, et qui sont soumis à la même loi que 
les précédents. Ce quotient n’est établi que sur une simple analo
gie : à la vérité, on pourrait y parvenir en divisant immédiatement 
x»_am par zr—a, et en faisant attention à la manière dont chaque 
terme du quotient se trouve formé ; mais il sera plus simple de le 
vérifier en le multipliant par le diviseur x — a. Il vient alors

x- axm-' + ... 4- an-txt 4- am~ix 
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Or, il est évident que dans la première ligne chaque terme, à partir 
du second, doit avoir au-dessous de lui un terme égal et de signe 
contraire par lequel il est détruit, de sorte qu’après la réduction 
on retrouve le dividende xm— am.

Le deuxième exemple que je vais proposer sera la division du 
polynôme xm -j-pxm~' 4- qxm~i... 4- to -j- w par x — u-

■t” + p æ"-i 4- qx»-’..,, 4- tx 4- u x — a
+ax“-'4-...............................
+ P

4- a‘ xm~2 4-.............
+ pa
+ <l

x"* -1 4- alxM~2 4” a2 • • 4-
4- p 4- pa 4- pa—‘

P 4-7 + W"*

+ t

E11 divisant xm par x, on a xm~' pour le premier terme du 
quotient.

Dans le premier reste, la partie en x’"-' est (a -\-p')xm-1 : on la 
divise par x, et on obtient [a 4-p)^1"-2 au quotient.

Dans le reste suivant, la partie en æ”"’ est («24-p«4- r/;.rm_s : 
011 la divise par x, et 011 trouve (aî-\-pa-{-q)xm~*-

En continuant de la même manière, et en considérant toujours 
comme un seul terme tous ceux qui renferment la même puissance 
de x, on aperçoit clairement que chaque terme du quotient se 
tonne du précédent en le multipliant par a, en ajoutant au produit 
le terme qui a la même puissance de x dans le dividende, et en 
divisant ensuite par x.

11 suit de là que, dans le quotient, la partie indépendante de x 
sera a"_14-pa"“’4-ÿ«m-s... 4“ Si 011 multiplie le diviseur 
par celte quantité, la partie en x détruira celle qui doit se 
trouver dans le dernier dividende partiel, et alors il viendra, 
pour reste,

«m 4- 4- .. 4- ta 4- u.

La division s arrête ici, et l’on doit remarquer que ce reste n’est 
autre que le dividende dans lequel on remplacerait a: para.

Lorsque ce reste est nul, la division se fait exactement. Ainsi, 
on peut déjà regarder comme démontrée la proposition suivante, 
dont l’importance sera reconnue plus tard : Si a est une quantité 
qui, mise à la place île x, rende le polynôme xm 4-px,n_1 4~ etc., 
égal à zéro, ce polynôme sera divisible par x — a.
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Fractions algébriques.

54. On donne le nom de fractions algébriques à des expres

sions telles que ~, a ~A-, qui indiquent le quotient d’une divi-1 26’ 2a-f- b
sion, soit qu’on puisse l’effectuer ou qu’on ne le puisse pas.

Si les numérateurs et les dénominateurs étaient des nombres 
entiers, il est évident que ces fractions devraient entrer dans le 
calcul par les mêmes règles que les fractions de l’arithmétique. 
Mais comme ils peuvent représenter des quantités quelconques, 
quelques explications nouvelles sont nécessaires.

35. Désignons par a et 6 deux quantités quelconques, et par q 
leur quotient, on aura

^ = <7, d’où a—bq.

Si on multiplie a et bq par une quantité quelconque m, il vient

am — bqm ou am — (/Xbni; donc =

Mais q représente le quotient de a par b; donc

am_ a
bm ’ 6'

De là on conclut, comme en arithmétique, qu’une fraction ne 
change pas de valeur quand on multiplie ou quand on divise ses 
deux termes par une même quantité.

De ce principe résultent aussi, comme en arithmétique, la sim
plification des fractions et leur réduction au même dénominateur.

La simplification d’une fraction s’opère en supprimant les fac
teurs communs à scs deux termes. Ainsi

12a36cs 2c a’ — 46! a — 2b
18 a'6c’ 3a’ 2a-|-46 2

La réduction des fractions au même dénominateur peut se faire 
en multipliant les deux termes de chacune par le produit des dé
nominateurs de toutes les autres. Mais il convient de rappeler que 
s’il y a des facteurs qui appartiennent à plusieurs dénominateurs, 
on obtiendra un dénominateur commun plus simple en prenant 
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chacun des facteurs qui entrent dans les dénominateurs des frac
tions proposées, et donnant à chacun la plus haute puissance 
dont il soit affecté dans ces dénominateurs. Par exemple, soient 
les fractions

3 a’’ 7 66 11c5
4O6’c’ 18 a’c” 45a’6v

Les trois dénominateurs peuvent s’écrire ainsi :
2’X5x6’c, 32X2Xa!c’, 3’~X5X«’6’.

Alors, on prendra chacun des facteurs avec son plus haut expo
sant, et le dénominateur commun sera 2’X3!X5X«W, 
ou 360 aVc3 (*).  Pour réduire les fractions à ce dénominateur, on le 
divise d’abord par chaque dénominateur successivement, ce qui 
donne les trois quotients 9aV, 206’, 8c3; ensuite on multiplie 
les trois numérateurs respectivement par ces trois quotients ; en
fin on place sous les produits le dénominateur commun 360a’6*c s, 
et les trois fractions deviennent

27 aV 1406’ 88 cs
360aW’ 360a263c3’ 360 aW

Si avec des fractions on a des quantités de forme entière, on 
pourra donner à ces quantités le dénominateur commun, après 
les avoir multipliées préalablement par ce dénominateur.

56. Quand on veut réduire en une seule fraction plusieurs 
termes qui ont des dénominateurs différents, on commence par 
les réduire au même dénominateur, et alors on aura des expres
sions comme celle-ci

a . b c
m ' m m'

dans laquelle les lettres désignent telles quantités qu’on voudra. 
Si on multiplie chaque fraction par m., l’expression entière sera 
multipliée par m, et on aura af-b — c. Or, en divisant ce pro
duit par tw, on doit revenir à la première quantité; donc

a b c a b — c
m'm m m

(♦) En arithmétique, pour trouver le plus petit nombre divisible par des nom
bres donnés, sans les décomposer en facteurs, on s’élève successivement aux 
multiples de l’un d’eux, jusqu’à ce qu’on en trouve un qui soit divisible par 
ehacun des autres nombres. Pour abréger, ce sont les multiples du plus grand 
nombre qu’il convient d’essayer.
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Ainsi, après avoir réduit les fractions au même dénominateur, 
on fait, sur les numérateurs, les additions et les soustractions 
qu’on devait faire sur les fractions, puis on donne au résultat le 
dénominateur commun.

Considérons les multiplications et les divisions de fractions. 
Soient

a c
p=b’

On devra avoir pb = a, qd = c; donc pb X qd — aXc, ou 
pq X bd = ac. De là on tire

ac
p(i=bd' 

donc on multiplie des fractions entre elles en multipliant les nu
mérateurs entre eux et les dénominateurs entre eux.

De celle règle on conclut celle de la division. En effet, elle 
donne

ad c_ adc__ a.
Tc*d~bëd~b'

donc est le quotient de par : or, la quantité est aussi 

égale au produit^ X ~ ; donc on divise une fraction par une frac- 

lion en multipliant la fraction dividende par la fraction diviseur 
renversée.

Les quantités entières seront comprises dans les fractions en 
leur donnant l’unité pour dénominateur.

o7. Pour donner un exemple de calcul algébrique, je propose
rai de simplifier celte expression

/ 6’\ / a24-6*\V 2a) V a+b)

1____ a—
a-\-b

En réduisant chaque terme entier en fraction de même dénomi
nateur que celle dont il est suivi, puis renversant la quantité frac
tionnaire qui sera en diviseur, pour la mettre en multiplicateur, 
cette expression devient

2a* — b\,,ab—b\, a-j- *
2a b '

Après qu’on aura multiplié les numérateurs entre eux et les dé
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nominateurs entre eux, il est facile d’apercevoir que b et a -J- b 
seront des facteurs communs aux deux termes de la fraction ré
sultante. On peut donc les supprimer, et on aura

(2a2 — à2) (a— b) 
2a

Si on juge à propos d’effectuer la multiplication, il viendra

2a3 — <2aïb — ab2 b3,
2a 1

et même, s’il y avait quelque utilité à diviser par 2a tous les 
termes du numérateur, on pourrait écrire

, / 63 La2— ab — — -t-2 1 2a
Comme exercice, je proposerai encore au lecteur d’effectuer la 

transformation suivante :
/ a . b\ fa b , a — b\

\ a / \a -|- b 1 a — b J

(a1 — ab — b1) (a -|- 6)
2 a IP (a — 6) '

De l’exposant zéro el des exposants négatifs.

58. Quand on divise l’une par l’autre deux puissances de la 
même quantité, telles que am et an, la règle des exposants (45) 
donne

- - = a’ .
a"

Les raisonnements qui ont conduit à cette règle supposent l’ex
posant du dividende plus grand que celui du diviseur; mais je 
vais montrer comment, au moyen de conventions nouvelles, la 
même règle peut s’étendre aux autres cas.

Supposons d’abord qu’on applique cette règle aux cas où les 
deux exposants sont égaux : on trouvera a0 pour résultat. Or, l'ex
posant d’une lettre indiquant le nombre de fois que cette lettre 
est prise comme facteur (iO), et l’expression a0 ne pouvant rece
voir de cette définition aucune interprétation, on reste maître de 
lui donner tel sens qu’on veut. Mais comme elle vient d’une divi
sion dans laquelle le diviseur est égal au dividende, et qu’alors le 
quotient est toujours l’unité, on est convenu de regarder l’expres-
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sion «° comme équivalente à l’unité. Ainsi désormais, toute quan
tité qui aura l’exposant zéro sera égale à 1.

Supposons, en second lieu, que l’exposant de a dans le diviseur 
surpasse celui du dividende et qu’on ait n = m -j-p. En appliquant 
encore la règle des exposants, on aurait pour quotient or’’; et 
cette expression, dans laquelle l’exposant est négatif, ne peut 
elle-même avoir aucune signification si ce n’est en vertu de quel
que convention nouvelle. Toutefois, on aura soin que cette con
vention permette de considérer la puissance négative crp comme 
le quotient de am par am+p. Or, si je remarque que ce quotient 

peut se représenter par la fraction qu’on peut le simplifier 

en divisant les deux termes de cette fraction par am, et qu’alors il 

devient on est naturellement conduit à regarder l’expres

sion comme équivalant à ; c’est-à-dire que toute quantité 

affectée d’un exposant négatif équivaut au quotient de l'unité di
visée par cette même quantité, après qu’on a changé le signe de son 
exposant.

Au moyen des nouvelles conventions qu’on vient de faire con
naître, on aura toujours, m et n étant des nombres entiers posi
tifs quelconques,

a”
Par suite, on aura aussi

ambnc“ am bn , c” 
arb'c‘ ar^ b'c*

B9. On emploie quelquefois l’exposant zéro pour conserver la 
trace d’une lettre que le calcul fait disparaître, et l'exposant né
gatif pour présenter une quantité fractionnaire sous forme entière. 
C’est ainsi qu’on écrira

2 0*6 ’#’_ t
abx1

X-XvX^= 2a‘fcr°, 
a à #

3 «7/ 1
— = 3«‘6’ X X j = 38^-^-'.

60. Puisque les exposants négatifs sont admis dans les expres
sions algébriques, il faut chercher les règles suivant lesquelles 
ils doivent se combiner dans les calculs. Or, il est digne de re
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marque que ces règles sont toutes comprises dans les mêmes 
énoncés que celles qui ont été trouvées pour les exposants posi
tifs. Rien de plus simple à démontrer. Par la nature des exposants 
négatifs, on a

«m X a- = a- x = C =
an a

a~m X a-" = — X — = — am an am+n
Dans chacun de ces produits, l’exposant de a est la somme des 
exposants des facteurs. Ainsi, dans la multiplication des puis
sances d’une quantité, l’exposant de cette quantité est toujours 
la somme des exposants des facteurs. Par une conséquence né
cessaire, on conclut que, dans la division, l’exposant du quotient 
s’obtiendra toujours en retranchant celui du diviseur de celui 
du dividende.

61. Tout ce qui a été dit dans la division des polynômes repose 
principalement sur cette proposition, que, si deux polynômes et 
leur produit sont ordonnés par rapport à une même lettre, le 
premier terme du produit est le produit des premiers termes des 
deux facteurs, et le dernier terme est le produit des derniers 
termes de ces facteurs. Or, cette proposition subsiste également 
quand il y a des exposants négatifs; par conséquent la théorie de 
la division n’aura aucune modification à souffrir.

Quand on ordonne des polynômes par rapport aux exposants 
décroissants d’une lettre quelconque x, il faut bien faire attention 
à l’ordre qu'on est convenu d’établir entre les grandeurs selon 
leurs signes. D’après le n° 20, les exposants négatifs devront venir 
après x°, c’est-à-dire après les termes qui ne contiennent point#; 
et parmi ces exposants, ceux qui sont les plus forts en valeur 
absolue devront être rangés les derniers. Exemple :

2 a#’ — abx -{- ab*  — (Mit1 — a,b*x~ t.

Cela posé, si la proposition dont il s’agit ne semble point assez 
évidente, on pourra la démontrer comme il suit. Soient A et B 
deux polynômes quelconques ordonnés comme ci-dessus, et dé
signons par k un nombre positif supérieur au plus grand expo
sant négatif qui se trouve dans A et B. Si on multiplie A et B 
par xk sans troubler l’ordre des termes, on aura deux nouveaux 
polynômes A’ et B’ qui ne renfermeront plus que des exposants
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positifs, et qui seront encore ordonnés par rapport aux puis
sances descendantes de x. De plus, il est clair que si les premiers 
termes de A et B sont axm et bxn (m et n pouvant être des nom
bres négatifs), ceux de A' cl B' seront axm*k et bxn+k', donc, en 
multipliant les nouveaux polynômes l’un par l’autre, le premier 
terme du produit sera

aô®m+n+,t.
Semblablement, si les derniers termes de A et B sont fxf et grf, 
ceux des nouveaux polynômes seront fxf+k et ÿ®î+‘; et par suite 
le dernier terme de leur produit sera

JgXp+<1+ik.
Le produit des nouveaux polynômes est égal à A®‘ X B®‘ ou 

AB®2‘, et il est évident qu’en le divisant par xik on reviendra au 
produit AB des polynômes primitifs. Mais par là le produit ne 
cesse pas d’èlre ordonné, et ses deux termes extrêmes se rédui
sent à abxm+n et fgxv+i : or, c’est précisément ce qui était à 
démontrer.

CHAPITRE III.
ÉQUATIONS DU PREMIER DEGRÉ.

Quelques définitions.

62. Revenons aux questions dont la solution exige les res
sources de l’algèbre. Si on se reporte à celle qui a été traitée 
dans le n° 16, on remarquera qu’après avoir désigné par x la 
plus petite partie du nombre à partager, par b l’excès de la 
moyenne sur la plus petite, et par c l’excès de la plus grande sur 
la moyenne, on a reconnu que la somme 2>x 4- 2 b -j- c devait être 
égale à ce nombre ; et, comme ce nombre était représenté par a, 
on a posé l’égalité

3®4-26-|-c = a.
De là, ensuite, on est parvenu facilement à la valeur de x.

Proposons-nous encore ce problème : Trouver un nombre dont 
le quintuple diminué de 13 soit égal à son triple augmenté de 11.

En représentant par x le nombre inconnu, son quintuple dimi
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nué de 13 sera exprimé par 5®—13, et son triple augmenté 
de 11 sera exprimé par 3x 4-11. Or, d’après l’énoncé, il faut que 
ces deux quantités soient égales : donc on doit avoir

5® — 13 = 3a?4"11-
Ajoutons 13 à chaque membre de cette égalité, puis retranchons- 
en 3®, on aura

5® —13-J-13 —3® = 3®4~11 4-13 — 3®,
ou bien en effectuant les réductions,

2® = 24.
Alors en divisant par 2 on obtient

c’est-à-dire que le nombre cherché est 12. En effet, si on ôte 13 
du quintuple de 12, il reste 47; et si on ajoute 11 au triple de 12, 
on trouve encore le même nombre 47.

La question précédente ne renfermait qu’une seule inconnue,*  
et elle n’a conduit qu’à une seule égalité. D’autres questions pour
raient contenir plus d’une inconnue et donner plus d’une égalité. 
Mais quel que soit le nombre des inconnues, la solution de la 
question devra toujours offrir doux parties bien distinctes. Dans 
la première, on exprimera, au moyen des signes algébriques, les 
relations entre les quantités connues, et les quantités inconnues, 
ce qui mènera à égaler entre elles certaines expressions; et, dans 
la seconde, on déduira de ces égalités les valeurs des inconnues. 
La première partie ne peut être soumise à aucune règle précise; 
mais la deuxième est assujettie à des règles générales qui font 
l’objet principal de l’algèbre, et dont je vais commencer l’exposi
tion après avoir expliqué quelques nouvelles dénominations dont 
l’usage est continuel.

63. Lorsque deux expressions algébriques 11c sont pas actuelle
ment égales, mais qu elles renferment une ou plusieurs quantités 
inconnues qu’il faut déterminer de manière qu’elles deviennent 
égales, on les joint par le signe =, comme si elles étaient actuel
lement égales, et l’on donne à l’ensemble des deux expressions, 
ainsi réunies, le nom d'équation. Par exemple, désignez par x 
une quantité inconnue, et posez

2® 4-3 = ® 4-7;
ce sera là une équation. La quantité 2®-|-3 étant la même chose
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que xf-7f-x— 4, on reconnaît sur-le-champ qu’elle ne peut 
devenir égale à x -|- 7 qu’en donnant à x la valeur 4.

Lorsqu’on peut démontrer que deux expressions ont des va
leurs égales et qu’on joint ces deux expressions par le signe =, 
elles constituent une égalité. Ainsi, en posant

(a?-j-1) (æ— 2) = a?2— x — 1,
on aurait une égalité : car en effectuant le produit (x -f- 1) (x — 2) 
on trouve x1 — x — 2.

Si on désigne par a, b, c, d, quatre quantités connues en pro
portion géométrique, et qu’on écrive a X d = b x c, ce sera en
core là une égalité : car il est démontré que dans toute proportion 
géométrique le produit des extrêmes est égal à celui des moyens.

Si les deux quantités séparées par le signe = sont égales et ex
primées tout à fait de la même manière, elles forment une iden
tité. Par exemple, on a des identités quand on écrit

4 = 4, a? -f- 2 = a? -f- 2.
Qu’il s’agisse d’une équation, d’une égalité, ou d’une identité, 

il est inutile d’avertir que les noms de premier membre et de se
cond membre désignent toujours les deux quantités séparées par 
le signe =.

64. D’après les définitions précédentes, quand on parle d’egaa- 
tions, on doit toujours entendre qu’il y a des inconnues à trouver, 
et que les valeurs de ces inconnues doivent être telles, qu’en les 
substituant à la place des lettres qui les représentent, les équa
tions doivent se changer en de véritables égalités. Le mot égalité 
rappelle des quantités qui sont actuellement égales, mais dont 
l’égalité doit être démontrée, si elle ne l'a déjà été. Enfin, Y iden
tité est une égalité évidente d’elle-même.

Dans l’usage, on s’écarte souvent de l’acception rigoureuse des 
termes, et on confond l’équation avec l’égalité. Cela tient à ce 
que, dans les raisonnements, on a besoin presque toujours de 
supposer que les inconnues soient remplacées par leurs valeurs; 
et, comme ces valeurs doivent rendre effectivement les deux 
membres de chaque équation égaux entre eux, on conçoit que, 
sous ce point de vue, les équations deviennent des égalités.

Souvent aussi, lorsqu’on veut désigner une égalité telle que 
3 x 4 = 2X 6, ou (a 4-1)(« — l) = o* —1, on se sert du mot iden
tité : c’est que, par la pensée, on regarde les opérations indiquée» 
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comme déjà effectuées, et qu’alors en effet on aurait de vraies 
identités, 12 = 12, oua2—l = a2—1.

63. Déterminer les valeurs des inconnues qui sont engagées dans 
des équations, c’est chercher toutes les valeurs qui, étant mises 
dans ces équations à la place des inconnues, peuvent rendre les 
dcuxmcmbreségauxentrceux.Celas’appelleréAowdreleséqualions.

Il suit de là qu’on peut vérifier les valeurs des inconnues, en 
les substituant dans les équations, et en effectuant tous les calculs 
indiqués dans les deux membres de chacune d’elles : les équations 
devront devenir identiques, c’est-à-dire, se réduire à des identités. 
On dit alors que les équations sont vérifiées, ou bien encore 
qu’elles sont satisfaites.

66. Les équations qu’on peut avoir à résoudre ne sont pas toutes 
également simples. Dans un très-grand nombre de cas, on les 
ramène à ne contenir que des termes joints entre eux par les si
gnes 4- et —, dans lesquels les inconnues sont élevées à des puis
sances positives, et multipliées soit entre elles, soit par des quan
tités données. Alors, ce qu’on nomme le degré d’une équation, 
c’est la somme des exposants des inconnues, prise dans le terme 
où cette somme est la plus forte.

Ainsi, par exemple, considérons les équations

[1] 2x—a— b — x, [2] ax — by=cx — d,
[3] 2a?24-fl = 4x-|-2, [4] xy’— •2xs= y* — 1,

dans lesquelles les inconnues sont x et y. Les équations [1] et [2] 
sont du 1" degré, l’équation [3] est du 2e, et l’équation [4] est du 5'. 

Quelques principes généraux relatifs aux équations.—Transposition des termes 
Évanouissement des dénominateurs.

67. On peut ajouter ou retrancher une même quantité aux deux 
membres d’une équation, sans que les valeurs des inconnues soient 
altérées. Il est évident en effet que les mêmes valeurs, qui satisfont 
à l’équation dans son état primitif, doivent y satisfaire également 
dans le second état, et vice versa.

68. De là il suit qu’on peut effacer dans l'un des membres d’une 
équation, une quantité qui est ajoutée ou retranchée à ce membre, 
pourvu qu’on l’écrive dans l’autre membre avec un signe contraire. 
Cela revient évidemment à ajouter à chaque membre celte quan-
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filé, prise avec un signe contraire à celui dont elle est précédée 
dans le membre où elle se trouve.

Au moyen de cette règle, on pourra faire passer d’un membre 
dans l’autre tels termes qu’on voudra, en ayant soin de changer 
leurs signes. C’est ce qu’on appelle la transposition des fermes. 
Ainsi, qu’on ait l’équation

17a? — 3 = 45-plia:.
Si on veut mettre dans le premier membre les termes qui contien
nent x, et les autres dans le second, on effacera -j-llr dans le 
second membre, et on écrira —llx dans le premier ; et pareille
ment on effacera — 3 dans le premier, puis on écrira + 3 dans le 
second. Alors l’équation devient

17a:—lia? = 45-f-3.
69. On peut aussi, sans que les valeurs des inconnues soient 

altérées, multiplier ou diviser les deux membres d’une équation 
par une même quantité, pourvu que cette quantité ne renferme 
aucune inconnue. En effet, les mêmes valeurs des inconnues doi
vent évidemment satisfaire à l’équation dans les deux étals (*).

(•) Il est entendu , sans qu’il soit nécessaire de le dire, que la quantité par 
laquelle on multiplie ou divise l’équation, n’est ni nulle ni infinie.

Toutefois la proposition pourrait cesser d’être vraie, si la quan
tité par laquelle on multiplie ou on divise les deux membres con
tenait des inconnues : car, si cela était, certaines valeurs des 
inconnues, qui satisfont à l’équation dans l’un des deux états, 
pourraient n’v pas satisfaire dans l’autre. Par exemple, qu’on ait 
l’équation 2a?=4, et qu’on multiplie chaque membre para;—1, 
il viendra 1x(x— 1) =4 (x—1) : celte dernière équation admettra 
évidemment la valeur x=l, qui ne satisfait pas à la première.

70. De la proposition précédente il résulte que, si une quan
tité donnée est facteur dans les deux membres, on pourra sim
plifier l’équation en divisant les deux membres par cette quantité. 
Par exemple, si on a

27a’6a?4- lSdib=-9atbi—45a’a?,
on pourra diviser tous les termes par 9a’, et l’équation deviendra 

36a? 2a6 = 6’— 5ax.
71. Une autre remarque, qui découle immédiatement de la 

leçons d’algèbke. 49
même proposition, c’est qu’on peut changer les signes de tous 
les termes d’une équation : car cela revient à multiplier les deux 
membres par —1. Il est d’ailleurs évident (32) que, par ce chan
gement de signes, les valeurs des deux membres ne font que 
changer de signe, et que par conséquent, si elles sont égales 
avant, elles le sont encore après, et vice versa.

72. Cette proposition est surtout utile pour ramener une équa
tion qui renferme des dénominateurs, à n’av oir plus que des termes 
entiers. On obtient sur-le-champ celte transformation en multi
pliant les deux membres par une quantité qui soit divisible par 
chaque dénominateur de l’équation. Alors, en effet, chaque terme 
fractionnaire contiendra dans son numérateur tous les facteurs de 
son dénominateur, de sorte qu’en les supprimant, la division in
diquée par ce dénominateur se trouvera effectuée, et il n’y aura 
plus que des termes entiers. Quant à la quantité par laquelle on 
multiplie l’équation, il convient de choisir toujours la plus simple 
possible, comme on le fait dans la réduction des fractions ail 
même dénominateur. De là résulte la règle suivante :

Pour chasser les dénominateurs d’une équation, on forme une 
quantité divisible par chaque dénominateur, et ordinairement on la 
prend la plus simple possible; on multiplie ensuite chaque terme 
entier par celte quantité, et le numérateur de chaque terme frac
tionnaire par le quotient que donne cette quantité divisée par le dé
nominateur ; puis on supprime tous les dénominateurs.

Comme exemple, prenons d’abord l’équation

Ici la quantité la plus simple qui soit divisible par les différents 
dénominateurs n’est autre que leur produit. Alors la règle revient 
à multiplier le numérateur de chaque fraction par le produit des 
dénominateurs des autres, et chaque terme entier par le produit 
de tous ces dénominateurs. De cette manière il vient

2X3X«-2X3X6XJ=2XÔX«4-3X 6X5o?,
ou, en effectuant les multiplications,

fàax—C6’ = 2«&4- 156a:.
En second lieu, soit l’équation

► I u x_ bx
"T" \Sb*~~~îb~  9a

4
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La quantité la plus simple qui soit divisible par les dénominateurs 
est 36a6’, et les quotients sont 2a, 9ab, 4b\ II faudra donc multi
plier les numérateurs des fractions par ces quotients, et le terme 
entier 5a par 36a62. On a ainsi

5a X 3600’+a-x X 2a = 3a2 X 9ab — bxX.Ab*  ;

et, en effectuant les produits,

180a462 + 2a’x — Wa'b — 4 b3x.

Soit encore l’équation
ax   alx 2m'b
<ôb ab-\-b' 2a2—26*

En décomposant les dénominateurs en facteurs, ils deviennent
2.3.6, (a-|-6)6, 2(a-|-6)(a— 6);

et on voit que la quantité la plus simple qui puisse se diviser par 
chacun d’eux est 2.3. 6(a-j-6) (a—6) ou 6a26—663. Les quotients 
sont a* —62, 6a—66, 36; par conséquent, pour chasser les déno
minateurs de l’équation, je multiplierai les numérateurs des frac
tions par ces quotients, et le terme entier 26 par la quantité 
6a26 — 663. Alors il vient

12a26!—126’’—a'x -\-abix—&aix—ôa'bx— 9a‘6’.

75. Ce qui a été dit dans ce paragraphe est applicable à toute 
espèce d'équation, et suffit pour résoudre celles du 1"degré.

Résolution d’une équation du 1“ degré à une seule inconnue.

74. La difficulté de résoudre les équations dépend de leur 
degré cl du nombre des inconnues. Je vais parcourir ici, dans 
différents exemples, tous les cas que peut présenter une équation 
du 1er degré à une seule inconnue.

Exemple 1. Soit l’équation
[1] 18x—61 = 13x—31.

En transposant 13a? dans le premier membre, et —61 dans le 
second, on aura

18æ—13x=61—31,
et, en effectuant les réductions,

5x=30.
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Enfin, en divisant chacun des deux membres par 5, on obtient 

x=6.
De là on conclut que l’inconnue x est égale à 6. En effet, remar
quez que, d’après les principes des n°’ 68 et 69, les équations suc
cessives par lesquelles on est passé doivent admettre les mêmes 
valeurs de x que l’équation [IJ. Or, il esl évident que la der
nière, a?=6, est satisfaite en mettant 6 à la place de x, et qu’elle 
ne peut pas l’être autrement ; donc il en doit être de même de 
1 équation [1]. Ce raisonnement s’applique à tous les exemples 
qui vont suivre.

Pour vérifier si les calculs ont été faits avec exactitude, on sub
stituera la valeur de x dans l’équation, et on examinera si elle la 
rend identique. C’est effectivement ce qui arrive, car on trouvé 
successivement

18X6—61 = 13X6—31,
108—61=78—31, 

47=47.

75. Exemple IL Soit l’équation
[2] lax—bx-\-%ab=4d?—ab—3ax.

Je ferai encore passer dans le premier membre les termes qui 
contiennent x, et dans le second tous les autres. Il vient

lax—bx-\-3ax=4c?—ab—Zab-, .
et, en réduisant, on a

5ax—bx = 4ai—3>ab.
Les deux membres ne peuvent plus ici se réduire à des monomes ; 
mais en remarquant que le premier est la même chose que le 
produit (5a—b)x, l’équation peut s’écrire ainsi :

(5a—b')x=4a>—3ab.
Alors il n’y a plus qu’à diviser les deux membres par le multi
plicateur de x, et l’on obtiendra la valeur de cette inconnue, 
savoir :

4a’—3a6 
X~ ba—b ’

Vérification. On substitue cette expression à la place de x dans 
l’équation [2], on effectue les calculs, et l’on parvient à une iden
tité, comme on le voit à la page qui suit :
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2a(4a!— 3«6) 6(4a!—3«6) , _ , . , 3a(4a2—3a6)

_ _____ x
<2.ai a-\-b a2— 6* 4a‘

On chasse d’abord les dénominateurs au moyen de la règle du 
n° 72, ce qui revient à multiplier les deux membres de l’équation
par la quantité 4a* (a2— 6’) : on a ainsi

6 bx (a*—6’) — 4 a* (a — 6) (x — b) — 4a*(bx—as)—ax Ça* — b*).

—4----- 7------------- ------—- 4- lab— 4as— a b--------- .5a—6 5a—6 1 5a—b
8a3—6a26—4a26-|-3a62+ 10a26— 2a63

5a—b
20a8 — 4a26—5a36 + aô2— 12a3 -f- 9as6

7

[3]

5a— 6
8a3 + ab* _ Sa3 -|- ab*

5a—b 5a—b
76. Exemple III. Soit l’équation

x . 5x 7 
ï-^3 -6'

On peut suivre la même marche que dans les exemples précédents ; 
mais il est plus commode de chasser les dénominateurs par la 
règle connue (72). Le calcul se réduit à convertir tous les termes 
en douzièmes cl à supprimer le dénominateur commun. Il vient 

3x — 48 = 20a? —14, 
3a; — 20a?=48 —14,

— 17a? = 34,
34

_17
Pour passer de l’équation —17a?=34 à la valeur de x, c’cst 
par —17 qu’on doit diviser 34, et c’cst ce qui amène le quotient 
négatif —2. •

Vérification. On substitue la valeur x =—2 dans l’équation [3], 
cl il vient

2.

— 2X5 7
— 6’
14
12’

A_ ~ _ 12 _
~r 12 12— 12

54 _54
12“ ’12‘

77. Exemple IV. Soit l’équation
36a? x—b bx—a'

[4]
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Ensuite, pour mettre en évidence les termes affectés de a?, on 
effectue les multiplications, et il vient

6a*bx —Gb*x —4a’a? -j-4a*bx  + 4a36 — 4a*b*  
= 4a*bx —4ai— a3x-j- ab*x.

En transposant, réduisant et ordonnant, on trouve
— 3a3o? -L 6a56a? — ab*x  — Gb3 *x =—4a' — 4a36 -f- 4a*b*.

D’après la remarque du n° 71, on aurait pu donner le signe + au 
premier terme 3a3a?, en ayant soin de changer tous les signes de 
l’équation. De cette manière, la dernière équation eût été

3a3a?—Ga*bx  -f- ab*x  66’a? = 4a' -|- 4a*b  — 4a*b*.
On peut l’écrire ainsi :

(3a3—6a*6  + ab*  663) r = 4a*  Ça*-}-ab  — b*}  ;
et par suite on a

4a" (a2+ ab— b*)
X ~ 3a3—6a‘6 + a62 + 663’

78. Exemple V. Soit l’équation

05 2
I —a?

Comme 1 inconnue x est engagée dans les dénominateurs, on ne 
voit pas comment tirer de cette équation la valeur de a?, si on ne 
les fait pas disparaître. Mais en les chassant, il vient

24-2a?4-l — x*- —x — r*;
puis, en transposant et réduisant,

Remarque. Les règles pour chasser les dénominateurs sont 
fondées sur le principe du n° 69, lequel peut cesser d’être vrai 
quand 1 inconnue se trouve dans la quantité par laquelle on mul
tiplie ou on divise l’équation. Or l’évanouissement des dénomina
teurs revient à multiplier toute l’équation par un produit divisible 
par chaque dénominateur; par conséquent, lorsque l’inconnue 
entre dans les dénominateurs, et c’est ce qui arrive à l’équa
tion [5], il y a lieu d’examiner si toute valeur de x qui satisfait 
à l’équation, avant la disparition de ces dénominateurs, y satisfait 
encore après, et vice versa.

Afin de n’effectuer que des changements qui n’altèrent point
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l’inconnue, transportons le 2' membre dans le 1", et réduisons 
tout au même dénominateur : il vient

Si on égale le numérateur à zéro, on a x=.—3; c’est la valeur 
trouvée plus haut, et elle convient véritablement à l equation ci- 
dessus, car en la substituant à la place de x le 1" membre devient 
égal à zéro. 11 est évident d’ailleurs qu’aucune autre valeur ne le 
rendrait égal à zéro; ainsi, dans ce cas, on peut ne tenir aucun 
compte du dénominateur.

Dans certains cas, une valeur qui rend nul le numérateur d’une 
fraction peut aussi rendre nul son dénominateur, et alors la frac
tion peut n’être pas nulle. Je reviendrai plus tard sur cette obser
vation , et en môme temps je parlerai des valeurs infinies dont j’ai 
fait abstraction jusqu’ici. Voyez le Chapitre V.

79. Laissant pour le moment ces difficultés de côté, je résu
merai dans la règle suivante toutes les explications qui viennent 
d’être données au sujet des équations du 1er degré.

1° Chassez les dénominateurs, s’il y en a, et effectuez les opéra
tions nécessaires pour que l’équation ne contienne plus que des termes 
multipliés par l’inconnue, et des termes tout connus;

2° Transposez dans le 1er membre les termes affectés de l'inconnue, 
et dans le 2' les termes tout connus ;

3° Donnez au 1" membre la forme d'un produit dont l'inconnue 
soit l’un des facteurs, et alors divisez les deux membres par le mul
tiplicateur de celte inconnue.

Le lecteur qui voudrait dès à présent s’exercer à la résolution 
des problèmes, peut se transporter à la page G4, et suivre ensuite 
jusqu’aux problèmes de la page 72.

Résolution de deux équations du 1" degré à deux inconnues.

80. Quand on a à résoudre deux équations du 1" degré qui 
contiennent deux inconnues, le moyen qu’on emploie consiste 
principalement à éliminer l’une des inconnues, c’est-à-dire à dé
duire des équations données une nouvelle équation qui ne ren
ferme plus celte inconnue, et de laquelle on puisse tirer la valçur 
de l’inconnue restante. Plusieurs méthodes sont employées pour 
effectuer celte élimination : je vais les exposer successivement.
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81. Première méthode, daws laquelle l’élimination est faite par 

comparaison. L’explication sera plus facile en prenant un exemple. 
Soient les deux équations

[1] 3y — "1x — 4,
[2] 2?/-j—= 22.

Supposons pour un moment qu’on soit assuré qu’il existe deux 
nombres qui, mis à la place de x et de y, satisfassent en même 
temps à ces deux équations ; et considérons x et y comme repré
sentant ces nombres eux-mêmes : alors on pourra raisonner sur 
ces équations comme si elles étaient des égalités actuelles. Or ces 
équations donnent

[3] 7x -f- 4?/= ,

rzl 22 —5a?.

et comme ces valeurs doivent être égales, on a
7.r -f- 4_ 22 — 5.r

[5] 3 2
Voilà donc une équation du 1" degré à laquelle l’inconnue x doit 
satisfaire, et par conséquent on en pourra tirer la valeur de cette 
inconnue. Par les procédés établis dans le paragraphe précédent, 
on aura

14a? -f- 8 = 66 — 15.r,
29a? = 58 ;

x = 2.
En mettant celle valeur de a? dans une des deux expressions de y, 

qui sont écrites plus haut, on connaîtra la valeur de cet le inconnue. 
Il est d’ailleurs évident qu’en faisant cette substitution dans l’une 
ou dans l’autre, on doit trouver le même résultat : car la valeur 
de x, ayant été déduite de l’équation [5], doit rendre identiques 
les deux membres de cette équation, lesquels sont précisément 
les deux expressions de y dont il s’agit. La substitution étant faite 
dans la première, il vient

7X24-4 18
U — -----------—! = — — K

Ainsi les valeurs des deux inconnues sont
a? = 2, y = 6.
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Par la manière dont ces valeurs ont été trouvées, on est certain 
qu’elles conviennent aux deux équations données. En effet, elles 
conviennent évidemment aux équations [3] et [4]; et comme 
celles-ci, en chassant les dénominateurs et en transposant dans 
le premier membre les termes en x, ramènent aux proposées [1] 
et [2], il s’ensuit que les valeurs de x et de y doivent aussi satis
faire à ces équations.

Cette remarque était nécessaire : car, pour arriver aux valeurs 
a: = 2, y = 6, on a supposé qu’il y avait des valeurs de x et de y 
qui vérifiaient les équations données, et rien ne prouvait que cette 
supposition fut vraie. Il restait donc encore à examiner si les va
leurs trouvées pour x et y satisfont réellement aux équations.

Dans cette vue, on aurait pu substituer ces valeurs immédiate
ment dans les équations, afin de voir si elles les rendent identi
ques. C’est en effet ce qui a lieu : car, par celte substitution, la 
première devient

3X6 —7X2 = 4, ou 18 — 14 = 4, ou 4 = 4;

et la seconde

2X6 + 5X2 = 22, ou 12+10 = 22, on 22 = 22.

Toutefois, on doit comprendre qu’une pareille vérification ne 
prouve rien pour le cas où l’on aurait d’autres équations à résou
dre; par conséquent, une démonstration fondée sur le procédé 
même qui sert à trouver les valeurs des inconnues était indispen
sable pour prouver que ces valeurs doivent toujours satisfaire aux 
équations.

82. Deuxième méthode, dans laquelle l’élimination est faite par 
substitution. Reprenons les deux équations

[6] 3y — 7a? = 4,
[7] 2y + 5a? = 22;

cl considérons toujours x et y comme représentant deux nombres 
tpii satisfont à, ces équations. De la première, on tire

On peut donc, dans la seconde équation, remplacer y par cette 
valeur, et cette équation, ne renfermant plus alors que la seule 

inconnue x sans cesser d être du 1" degré, servira à déterminer 
celte inconnue. La substitution donne

7r4- 4[9] 2 X —^—- + 5a? = 22 ;
O

et de celte équation on déduit successivement
14x + 8 + 15a? = 66,

29a? = 58,
x = 2.

Celte valeur étant mise dans celle de y, qui a été tirée de la pre
mière équation, on trouve encore

_7x2+4 _18_(.
y— 3 — 3 •

On a donc, pour x et y, les mêmes valeurs que tout à l’heure. 
Mais il faut s’assurer que ce nouveau procédé doit toujours don
ner des valeurs qui conviennent aux équations proposées.

Remarquons d’abord que la valeur y = 6 ayant été trouvée en 
faisant a?=2 dans l’éq. [8], il s’ensuit que les valeurs a?=2, y=6, 
doivent satisfaire à cette équation. Or, en multipliant par 3 et re
mettant 1x dans le 1er membre, celte équation devient l’éq. [6] ; 
donc déjà les valeurs a? = 2, y = 6, satisfont à l’éq. [6J.

Ensuite, la valeur x—1 doit vérifier l’équation [9] d’où elle est 
déduite. Mais, dans cette équation, la fraction qui est multipliée 
par 2, n’étant autre chose que le deuxième membre de l'équa
tion [8], doit devenir égale à 6 quand on remplace x par 2; donc 
il revient tout à fait au même de faire a?=2 dans l’équation [9], ou 
bien de faire x = 2 et y = 6 dans l’équation [7]; par conséquent, 
cette dernière se trouve aussi vérifiée par les valeurs a?=2, y = 6.

85. Troisième méthode, dans laquelle l’élimination est faite par 
réduction. Il faut d’abord, par des préparations convenables, 
amener chacune des deux équations à la forme

ax -\-by = c.
Alors on voit que si, dans les deux équations, l’une des inconnues 
avait le même coefficient, on ferait disparaître cette inconnue en 
retranchant, membre à membre, les équations l’une de l’autre, 
ou bien en les ajoutant, selon que les termes qui contiennent cette 
inconnue seraient de même signe ou de signes contraires. De cette 
manière, on formerait une nouvelle équation qui ne renfermerait 
plus que l’autre inconnue, et on en pourrait tirer la valeur de cette
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inconnue. Or, il est évident qu’on amènera toujours une inconnue 
à avoir le même coefficient dans les deux équations, en multipliant 
les deux membres de chaque équation par le coefficient dont cette 
inconnue est affectée dans l’autre équation : ainsi, voilà un nou
veau moyen de résoudre les deux équations.

Pour exemple, reprenons encore les équations
3y — 7a; = 4, 
2y -f- 5x = 22.

Si on veut d’abord connaître x, on multipliera les deux membres 
de la première équation par 2, coefficient de y dans la seconde, 
et les deux membres de la seconde par 3, coefficient de y dans la 
première. Par ces multiplications, les équations deviennent

Gy— 14x = 8, 
6y-f- 15a; = 66;

et en les retranchant l’une de l’autre, membre à membre, on a
29a; = 58, d’où x = 2.

Pour avoir y, on pourrait substituer cette valeur dans l une des 
deux équations proposées. Mais si on veut trouver y par le même 
procédé que x, on multipliera la première de ces équations par 5, 
coefficient de a? dans la deuxième; et la deuxième par 7, coefficient 
de x dans la première. Par là elles deviennent

15 y — 35a; = 20, 
14y-j-35a; = 154;

puis en ajoutant celles-ci, membre à membre, on a
29;/= 174, d’où y = 6.

On retrouve donc encore les mêmes valeurs, x = 2 et y = 6, que 
par les deux autres procédés.

Cette troisième méthode est, comme on voit, assez simple; mais 
il importe, comme dans les deux précédentes, de faire voir que 
les valeurs de x et de y, auxquelles elle conduit, ne peuvent pas 
manquer de satisfaire aux deux équations. Comme ceci exige des 
explications qu’il serait difficile de suivre sur des équations parti
culières, je représenterai les deux équations d'une manière gé
nérale par

[a]

Cela posé, si on les multiplie respectivement par des nombres 

f A =B, 
l A’ = ir.
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quelconques m et n, et qu’ensuite on les ajoute, on a mA-j-nA' 
= mB -j-nB' ; et je vais montrer qu’on peut remplacer par cette 
équation l’une des deux proposées, la deuxième, par exemple : 
c’est-à-dire que les deux éq. [a] ont absolument les mêmes solu
tions que celles-ci

[6] f A = B,
I »;A -{- nA' = t»B -j- «B •

En effet, si de la dernière on retranche le produit delà précé
dente par m, il vient nA' = nB', ou, en divisant par w, A' = B'. 
Donc, de même que le système des éq. [à] est une conséquence 
du système [a], réciproquement le système [a] est une consé
quence du système [t>]. Donc les valeurs de x et de y qui con
viennent au dernier ne peuvent pas manquer de convenir aussi au 
premier. Or, si les multiplicateurs m et n sont choisis, comme 
on le fait dans la 3' méthode, de manière que l’équation 
»iA-j-nA'= »nB + nB' ne contienne plus y, si de cette équation 
on tire la valeur de x, et si on la substitue dans l’équation A = B 
pour en tirer la valeur de y, il est évident qu’on aura ainsi des 
valeurs de x et de y qui conviendront aux éq. [à] ; donc elles 
conviendront aussi aux proposées [a].

Maintenant il faut encore justifier le procédé dans lequel on 
calcule la seconde inconnue de la même manière que la première. 
Supposons, à cet effet, qu’après avoir déduit des équations [a], 
l’équation 7HA-j-nA'=7wB-|-wB', on les multiplie de nouveau par 
d’autres nombres m' et n', et qu’on les ajoute encore , on aura 
une nouvelle équation th'A -j- n'A' = m'B -j- n'B' ; et je dis qu’on 
peut aussi considérer les équations [a] comme des conséquences 
de celles-ci :

C , ( mA-j-n A'= 7» B-|-B',
L J ( m'\ -f- 7i'A' = m'B -j- n'B'.

Pour le montrer, multiplions ces dernières respectivement par n 
et n, puis retranchons-les l’une de l’autre : A' et B' disparaissent, 
et il vient

(mn— nm")A=(mn' — nm')B, ou A = B.
Pareillement, en multipliant les équations [c] par m' et m, et en 
retranchant la première de la seconde, il vient

{mn'— nm'')A'={mn'—ou A'=B'.
Ainsi, les deux systèmes [a] et [c] sont réciproquement une con-
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séquence l’un de l’autre. Or, on peut choisir les multiplicateurs 
m, n, m', ri, de telle sorte que la première éq. [c] ne renferme 
plus y, et que la deuxième ne renferme plus x. 11 est donc évident 
que les valeurs qu’on en tire immédiatement, pour x et y, doivent 
convenir aux proposées. C’est ce qui restait à démontrer.

84. Remarques. J’ai supposé qu’on obtenait les équations [c] 
par voie d’addition. Cette manière d’opérer comprend celle où 
l’on emploierait la soustraction : car si, par exemple, après avoir 
multiplié les équations [a] par m et n, on voulait retrancher la 2e de 
ta 1", cela reviendrait évidemment à les ajouter après les avoir 
multipliées par m et —n.

J’ai aussi supposé tacitement que mri—nm' n’était pas zéro. Si 
cela était, les équations où mri—nm' était facteur des deux mem
bres, se réduiraient identiquement à 0=0, et l’on n’en pourrait 
plus conclure A=B, A’=B'. Il suit de là que, pour remplacer les 
éq. [a] par les éq. [c], il faut choisir»/, », m', ri, de manière qu’on 
n’ait pas mri—nm’—Q, où, ce qui est la même chose, ^- = ™ : 

c’est-à-dire que les nombres ?» et » ne doivent pas être propor
tionnels à m' et ri. Or, quand on fait l’élimination par réduc
tion (85), on prend pour m et n les coefficients de y dans les équa
tions proposées, et pour m' cl ri ceux de x : si donc les coefficients 
de x sont proportionnels à ceux de y, la méthode semblera en 
défaut. Cette difficulté sera éclaircie plus tard (151).

L’opération par laquelle on rend égaux les coefficients de l’in
connue qu’on fait disparaître est parfaitement analogue à la ré
duction des fractions au même dénominateur, et elle présente 
les mêmes simplifications. Par exemple, si les équations étaient 

21y4-20a? = 165, 
77y—30a?=295,

comme les coefficients de y se décomposent en 7 x 3 et 7 x 11, on 
les rendrait égaux en multipliant les équations respectivement 
par 11 et par 3. Semblablement, ceux de x deviendraient égaux 
en multipliant les équations par 3 et par 2.

Les deux premières méthodes amènent le plus souvent des dé
nominateurs qu’il faut faire disparaître. Cet inconvénient n’a pas 
lieu dans la troisième ; et même il est à observer qu’avec un peu 
d’habitude on pourra, quand les coefticients seront peu compli
qués, effectuer d’un seul coup, comme si c’était une opération 
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unique, et les multiplications qui réduisent à l’égalité les coeffi
cients d’une inconnue, et l'addition ou la soustraction qui fait 
disparaître celte inconnue.

Quelque méthode qu’on emploie, il est clair qu’après l’élimina
tion d’une inconnue, l’équation résultante doit toujours donner 
la même valeur pour l’inconnue restante. Il suit delà que si, en 
faisant usage d’un procédé d’élimination, on ramène l’équation 
résultante à la forme ax—b, a et b étant des quantités connues, 
on sera sûr que tout autre procédé donnera ou la même équa
tion, ou une équation qui ne différera de celle-là que par un fac
teur commun à scs deux membres: autrement, on n’aurait pas 
la même valeur pour x.

Résolution d’un nombre quelconque d’équations du 1" degré, contenant 
un pareil nombre d’inconnues.

83. Soient les équations
[1] 4x—3y-j-22=40,
[2] 5a?-]-9y—72 = 47,
[3] 9a?+8y—32=97.

Par l’une des trois méthodes connues, on pourra éliminer l’in
connue z entre la première équation et chacune des deux autres 
Si on emploie l’élimination par réduction, il vient sur-le-champ

[4] 38a?—3y=374,
[5] 30a?-|-7y=314.

Les valeurs de a? et de y devront satisfaire à ces deux équations, 
et par conséquent on saura les déterminer.

Si entre ces deux équations on élimine y, toujours par réduc
tion, on trouve 356a?=3560, d’où a?=10.

En mettant celte valeur dans l’équation [4], on a 380—3y=374, 
d’où y=2.

Enfin, en portant les valeurs de a; et y dans l’équation [1], on 
trouve 40—6-j-2s=40, d’où 2 = 3.

Donc les valeurs des trois inconnues seront a?=io, y=2, 2=3.
11 est bien évident que ces valeurs sont les seules qui puissent 

satisfaire aux trois équations proposées ; mais est-il certain qu’elles 
y satisfassent? Pour s’en assurer, il faut observer que, par la ma
nière dont ces valeurs ont été trouvées, on est sûr qu’elles doi
vent satisfaire aux éq. [1], [4], [5]. Mais, d’après ce qui a été
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expose n° 83, Icq. [2] est une conséquence deséq. [1] et [4]; et 
Féq. [3] est une conséquence de [1] et [5] : donc les valeurs 
de x,y, z, qui vérifient les éq. [1], [4], [5], ne peuvent pas man
quer de vérilier aussi les éq. [1], [2], [3].

86. En généralisant le procédé qui vient d’être employé pour 
trois équations, on peut établir la règle suivante :

Pour résoudre plusieurs équations du 1er degré en nombre égal 
aux inconnues, éliminez une inconnue entre l’une de ces équations 
et chacune des autres : vous aurez ainsi de nouvelles équations, qui 
renfermeront une inconnue de moins, qui seront en nombre égal à 
celui des inconnues restantes, et qui seront encore du 1" degré. 
Opérez sur ces équations comme sur les proposées, c’est-à-dire élimi
nez encore une inconnue entre l'une de ces nouvelles équations et 
chacune des autres. En continuant toujours de même, vous parvien
drez à une équation du 1er degré qui ne renfermera plus qu'une seule 
inconnue. Alors, de cette dernière équation vous tirerez la valeur 
de cette inconnue; puis remontant aux équations précédentes, vous 
déterminerez successivement les valeurs des autres inconnues.

87. Quand on apercevra des facteurs communs à tous les termes 
d’une équation, il ne faut pas oublier de les supprimer : par là on 
rendra les calculs plus simples. Soient, par exemple, les équations

10a:—20y+ 303 = 60,
8a?+12y—163=80, 

27a:—18y+453=234.
On voit que la 1" peut se diviser par 10, la 2' par 4, et la 3' par 9. 
En conséquence, au lieu des équations ci-dessus, on aura à ré
soudre les suivantes :

x—2y + 33 = 6, 
2a? + 3y—4s=20, 
3x— 2y+53=26.

L élimination de x, entre la 1" de ces équations et les deux 
autres, donne les deux suivantes :

7y—103=8,
4y— 43=8:

ou bien, si on simplifie la dernière en la divisant par 4,
7y—103 = 8, 

y— 5=2.
L’élimination de y entre celles-ci donne 3s=6, d’où 3=2. On 
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substitue cette valeur dans l’éq. y—z=^, et il vient y—2=2, 
d’où y=4. Enfin, on met les valeurs de y et de z dans l’éq. 
x — 2y4-33 = G, et l’on a a;—8 + 6 = 6, d’où a:=8.

88. Un cas doit être prévu ici parce qu’il embarrasse quelque
fois les commençants : c’est celui où toutes les inconnues n’entrent 
pas dans chacune des équations. La méthode ne change pas pour 
cela; seulement il y aura quelques éliminations de moins à effec
tuer. Comme exemple, prenons les quatre équations

7w—133=87,
3« + 14x = 57, 

lOy— 3.r=ll,
2a —113 = 50.

Il est visible qu’en éliminant l’inconnue u entre les deux pre
mières, l’équation résultante ne contiendra que les deux incon
nues x et z; par conséquent, en la joignant à la dernière, on aura 
deux équations qui feront connaître ces deux inconnues. Ces deux 
équations sont

98a'+393 = 138,
2a—113=50.

Pour éliminer x, multiplions la dernière équation par 49, et 
retranchons-la de la précédente, il vient

5783= —2312, d’où z =— 4.
Substituons cette valeur dans l’équation 2a:—113=50, on trouve 

2a?+44=5O, d’où a:=3.
Enfin, remontons aux équations proposées, et mettons la va

leur a: = 3 dans la deuxième et la troisième : elles deviennent
3w+42=57, }

10y— 9 = 11, j d’où w=5, 
y=2.

Ainsi les valeurs cherchées sont w=5, y=2, a:=3,3 =— 4.
89. Le lecteur pourra s’exercer encore à résoudre les trois 

équations
ay + bx = c, 
cx-\-az — b, 
bz-f cy — a.

11 devra trouver
ô’+c1—a’ «’+c2— b1 a'+^—c'

X 2bc ’ 2ac ’ " 2ab

90. Quand on propose de résoudre des équations du 1" degré 
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en nombre égal aux inconnues, il suit de la règle établie n° 86 
qu’il existe, pour les inconnues, un système de valeurs propres 
à vérifier les équations et qu’il n’en existe qu’un seul. Toutefois 
il ne faudrait pas trop généraliser celte conclusion : car elle est 
sujette à des exceptions dont je parlerai bientôt (n°‘ 109-112).

Supposons que le nombre des équations surpasse celui des in
connues, et que, par exemple, on ait cinq équations entre trois 
inconnues x, y, z. On pourra considérer à part trois de ces équa
tions, lesquelles détermineront, sauf exception, un système 
unique de valeurs pour x, y, z; et après avoir trouvé ces valeurs 
il faudra examiner si elles vérifient aussi les deux autres équa
tions. Or, à moins que ces équations n’aient été choisies d’une 
manière particulière, cette vérification ne doit pas avoir lieu, et 
par conséquent il n’existera pas de valeurs, pour les inconnues, 
qui puissent convenir aux cinq équations à la fois.

Supposons au contraire qu’il y ait plus d’inconnues que d’équa
tions : par exemple, trois équations et cinq inconnues x,y,z, u, v. 
On pourra donner des valeurs arbitraires à deux inconnues, w 
et v, puis déterminer, au moyen des trois équations, des valeurs 
correspondantes pour x, y, z. En changeant les valeurs de u et v, 
on aurait un autre système de valeurs ; et on en trouverait ainsi 
une infinité. Mais il sera mieux de n’attribuer aucune valeur par
ticulière à u ni à v, et de résoudre les trois équations comme si 
u et v étaient des quantités données. De cette manière on obtien
dra, pour x, y, z, des formules dans lesquelles entreront u et v, 
et qui feront connaître les valeurs de x, y, z, correspondant à 
telles valeurs qu’on voudra de u et de v.

CHAPITRE IV.
PROBLÈMES DU PREMIER DEGRÉ.

Règle pour mettre les problèmes en équation.

91. L énoncé d’un problème fait connaître les conditions que 
les inconnues doivent remplir, de telle sorte qu’en prenant à vo
lonté des valeurs pour les inconnues, il esl toujours facile de vé
rifier si elles remplissent ces conditions. Dans la plupart des 
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questions qui sont du ressort de l’algèbre, ces vérifications con
sistent en ce que, après avoir effectué certaines opérations sur les 
valeurs de ces inconnues et sur les quantités données, on doit 
arriver à des égalités. Cela étant bien compris, si on représente 
les inconnues par des lettres, on pourra former des expressions 
algébriques dans lesquelles soient indiqués, au moyen des signes, 
tous les calculs qu’il faut faire, tant sur les inconnues que sur les 
quantités données, pour trouver les quantités qui doivent être 
égales. Par conséquent, en joignant ces expressions par le signe 
d’égalité, on aura une ou plusieurs équations qui devront être 
satisfaites quand on y substituera les vraies valeurs des inconnues 
à la place des lettres. Réciproquement, lorsque toutes les condi
tions du problème auront été exprimées dans les équations, on 
sera certain que les valeurs des inconnues, qui satisferont à ces 
équations, devront aussi satisfaire à l’énoncé du problème.

On voit par là que les conventions de l’algèbre constituent une 
véritable langue, dans laquelle on peut traduire l’énoncé d’un 
problème et représenter avec la plus exacte fidélité les relations 
de grandeur qu’ont entre elles les quantités connues et incon
nues. Etablir ces relations par des équations, cela s’appelle mettre 
le problème en équation, ou le traduire en langue algébrique. Les 
réflexions précédentes serviront de guide pour y parvenir.

On peut aussi les réduire à cette règle générale : Après avoir 
choisi la quantité ou les quantités qu’on prend pour inconnues, on 
les représente par des lettres-, puis on indique, à l’aide des signes 
algébriques, les opérations qu’il faudrait effeetzier pour vérifier les 
valeurs des inconnues, si elles étaient données.

Mais, pour bien comprendre toute l’utilité de celle règle, les 
commençants doivent l’appliquer à un grand nombre d’exemples ; 
et bientôt, par col exercice, ils acquerront une sagacité qui leur 
tiendra lieu de préceptes.

Souvent une question, qui au premier aspect présente plusieurs 
inconnues, se résout cependant avec un nombre moindre d’in
connues, et quelquefois même avec une seule. Ce dernier cas, 
par exemple, arrive quand on reconnaît tout d’abord que l’une 
des inconnues étant trouvée, les autres pourraient s’en déduire 
immédiatement par des opérations très-simples, par une addi
tion, par une soustraction, etc. C’est ce qu’on verra dans quel
ques-uns des problèmes dont je vais développer les solutions.
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Exemples de problèmes à une seule inconnue.

92. 1‘ robléme I. Trouver deux nombres dont lu somme soit égale 
à 36, et la différence égale à 10.

Je prends pour inconnue le plus grand des deux nombres cher
chés, et je le désigne par x. Puisque la différence des deux nom
bres doit être 10, le plus petit sera désigné par a;—10; et comme 
la somme de ces deux nombres doit être 36, on posera

x-\-x —10 = 36.
Cette équation revient à

2 a; = 46, 
d’où a? = 23.
Donc le plus grand des deux nombres est 23, et par suite le plus 
petit est 23 —10 ou 13. En effet, on a 23 13 = 36.

Solution générale. Le problème peut s’énoncer généralement 
en ces termes : Trouver deux quantités dont on connaît la somme 
et la différence.

Ici il y a deux quantités connues qui doivent rester quelconques, 
et il faudra aussi les représenter par des lettres. Je désignerai par 
a la somme donnée, par b la différence, et toujours par x la plus 
grande des quantités cherchées. La plus petite s’exprimera alors 
par x — b, et l’équation du problème sera

x-\-x — b~a, 
nubien 2a; = a-|-ft;
, a -\- bdonc x — —-—.

Voilà l’expression de la plus grande partie. 11 faut en retrancher b 
pour avoir l'antre partie, et il vient

. af-b . a-\-b — 26 a — bx — b = —t------ b = —!—x------ =-------- .

Ainsi, pour calculer les deux quantités inconnues, on a les for
mules

Elles peuvent aussi s’écrire de cette manière 
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et sous celle forme elles l’ont voir que, quand on connaît la somme 
et la différence de deux quantités, la plus grande est égale à la 
demi-somme plus la demi-différence, et la plus petite à la demi- 
somme moins la demi-diffcrence.

Supposons que la somme connue soit 36 et que la différence 
soit 10, on aura

Ces valeurs sont celles qui conviennent à l'énoncé particulier qui 
a été proposé d’abord.

95. Problème II. Deux fontaines versent uniformément leur eau 
dans le même bassin, et l’on connaît le temps que chacune, coulant 
seule, met à remplir ce bassin. Combien de temps faudrait-il pour 
le remplir, si elles coulaient ensemble?

.Je représente par a le nombre d’heures qu’il faut à la première 
fontaine, coulant seule, pour emplir le bassin; par b, celui qu’il 
faut à la seconde ; par x, celui qu’il faut aux deux fontaines cou
lant ensemble.

Pour vérifier le temps x, s’il était donné, je chercherais la 
partie du bassin que remplit la première fontaine pendant ce 
temps, celle que remplit la seconde pendant ce même temps; et 
les deux parties réunies devraient donner la capacité entière du 
bassin.

Or, en prenant celle capacité pour unité, les parties de cette 
capacité, que fournissent les deux fontaines dans le tempsx, sont 
les quatrièmes termes des proportions 

a x
1'

donc, puisque ces parties réunies doivent donner le bassin entier, 
on aura l’équation

Si on chasse les dénominateurs, il vient
bx -j- ax — ab, d’où x — - a^-r-

a-\-b
l'our prendre un cas particulier, supposons que la première
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fontaine mette l1'| à remplir le bassin, et que la seconde mette 
21' 1.11 faudra, dans la valeur de x, faire a = 1| et b = 2|. Alors 
celle valeur devient

l|X2i_jX|_27 9
a~iJ + 2|-i+(~3O-io'

94. 1 ‘robléme 111. Un pcrc ordonne par 'son testament que l'ainé 
de ses enfants prenne, sur le bien qu’il laisse, une somme a, plus 
la n1"' partie du reste; que le prenne, après que l’aîné aura pré
levé sa part, une somme 2a plus la n“' partie du reste; que le 3° 
prenne, après le prélèvement de ces deux parts, la somme 3a plus 
la n"'c partie du reste; et ainsi de suite. Or, il arrive que tous les 
enfants se trouvent également partagés, et que le bien du père est tout 
à fait épuisé. Quel est le bien du père, la part de chaque enfant, et 
le nombre des enfants '!

Si le bien du père était connu, on pourrait aisément former la 
part du 1er enfant, et puisqu’ils sont également partagés, elle serait 
celle de tous les autres. Ensuite, en divisant le bien du père par 
celle part, on aurait le nombre des enfants. C’est pourquoi je 
prendrai pour inconnue le bien du père.

Si cette inconnue était donnée, pour la vérifier, on formerait 
la part de chaque enfant, d’après la loi qu’indique l’énoncé; et 
quand on arriverait à celle du dernier enfant, le bien du père 
devrait être entièrement épuisé, cl toutes les autres parts devraient 
cire égales. Mais il est évident «pic la seule condition d’égalité 
entre la 1” part et la 2e suffira pour déterminer la valeur de l’in
connue, il restera donc encore, après l’avoir trouvée, a examiner 
si les autres conditions sont remplies.

Comme la solution du problème, considéré dans toute sa géné
ralité, pourrait paraître difficile, je l’expliquerai d’abord sur des 
nombres particuliers. Par exemple, je supposerai que le 1" enfant 
prenne sur le bien du père une somme de 1000 fr., plus le 5e de ce 
qui reste, que le 2' enfant prenne, après que la lre part aura été pré
levée, une somme de 2000fr., plus le 5' du reste, ainsi de suite.

Soit a;le bien du père. Après avoir prélevé 1000 fr., le reste est 
x — 1000; par conséquent la part du 1" enfant est

En ôtant celle part du bien total .r, il reste à partager entre les 
autres enfants

4000 4- x 4.r — 4000x--------—— ou------ -------.
5 5

Sur cela le 2e enfant doit prendre 2000 fr., plus le 5e du reste. Or, 
après avoir pris 2000 fr., le reste est

4x— 4000 4x—14000.
——=--------- 2000 ou ------- -t------ >

i) c)

par conséquent, en ajoutant à 2000 le 5e de ce reste, on aura la 
part du 2e enfant, savoir :

2000 4 éx—14000
25 ou 36C00 -j- éx

25
2” part.

Sans s’occuper des autres enfants, on peut dès à présent for
mer l’équation du problème. En effet, l’énoncé indiquant qu’ils 
sont tous également partagés, il faut que les deux premières paris 
soient égales ; et de là résulte l’équation

4000 4- x _ 36000 4- éx
L’J 5 ~ 25

En chassant les dénominateurs, il vient

ou 4000 + x
5 .... ln pari.

20000 4- 5x = 36000 4- 4.r,
d’où x — 16000.

Si on remplace x par cette valeur dans l’expression de la lre part, 
on aura la valeur de cette part

1222±I2222 = 4000;
5

et, puisque toutes les parts doivent être égales, en divisant le bien 
du père par cette part, le quotient 4 sera le nombre des enfants

Donc le bien du père =16000 fr., la pari de chaque en
fant = 4000 fr., et le nombre des enfants = 4.

Il se présente ici une observai ion importante. La valeur de x .1 
été déduite de l’équation [1], qui exprime seulement l’égalité 
de la 2e part à la 1" : il reste donc encore à examiner si les deux 
autres parts lui sont aussi égales. Or, en défalquant de l’héritage 
entier les deux premières parts, qui font ensemble 8000 fr., il 
reste 8000 fr. ; et, surces SOOOfr., le 3- enfant doit prendre 3000 fr., 
plus le 5e du reste : donc il aura

3000 + 8000-31"111 =?2™» = «00.
5 5

1000 5
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Ensuite, celte part étant ôtée de 8000 fr., il reste 4000 fr., sur 
quoi le 4' enfant doit prendre 4000 fr. et le 5e du reste. 11 aura 
donc aussi 4000 fr., et l’héritage sera épuisé. Ainsi, toutes les vé
rifications sont satisfaisantes.

Exposons maintenant la solution générale. En nommant tou
jours x le bien du père, on aura

1" part = a-4-^——5
1 n

et, après le prélèvement de cette part, ce qui reste du bien est 
x— a —l)(æ — a) ..x— a—------  ou-------------------. Par suite, on auran n

2' part = 2a + (n—1) (*  — «) —2a»
1 n’

Donc, en égalant la lrc part à la 2', on aura l’équation
. x—a _ . (n — l)(x— a) — 2ana H---------= 2a -k  ------- ——;— --------- .n 1 nï

Après l’évanouissement des dénominateurs, elle devient celle-ci 
an2 4- nx — an = 2an*  -j-nx — x — an-\-a — 2an, 

d’où le bien du père x — anï — 2an-j-a, a; = a(n —l)2.
Au moyen de cette valeur, on peut calculer la 1" part, qui sera 
aussi celle de chaque enfant. On a donc

part d’un enfant = a
an*  — 2an -f- a — a 

n
= a-\-an — 2a — a(n — 1).

Enfin, en divisant le bien total par cette part, on trouve
le nombre des enfants = n — 1.

Mais l’observation laite plus haut se reproduit ici. Par la ma
nière dont on a établi l’équation du problème, on est bien sûr 
que la 2e part sera égale à la 1"; mais il reste à vérifier s’il en est 
de même de toutes les autres.

Du bien entier a{n— 1)*  ôtez la part du 1er enfant, il reste 
a(n — l)2— a(n — V) — a(n— l)(n — 1 — l) — a(n— l)(n — 2). 
La part du 2' enfant sera donc

a(n—l)(n — 2) — 2a a(n— l)(n — 2)4-2«tn—1) 
2a 4“-----------------------------------------------------------------nn

= a(n-1)<»-2 + 2)=
n

Elle est égale à la première, ainsi qu’on devait s’v attendre.
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Si du bien entier on ôte les deux premières parts, il restera 

a(?t — 1)’ — 2a(n — 1) — a{n — 1) (n — 1 — 2) = a(n — 1) (n — 3). 

Par suite, la part du 3” enfant sera
I n'n— !)(” —3) —3a _a(n—!)(» — 3)-p-3a(n—1)

a' n ~ n

= = 0(n _ 1)
n

Elle est égale aux précédentes, et par conséquent le reste du bien, 
en défalquant les trois premières parts, sera

«(»—• 1)*  — 3 a (n — 1) = a(n — 1) (n — 1 — 3) = a(n — 1) (n — 4).

'En continuant ainsi, on voit clairement que les calculs s’effec
tueront toujours de telle sorte que toutes les parts seront égales 
à a(n — 1). Par conséquent, il est clair aussi qu’après avoir formé 
n — 1 parts, le bien sera totalement épuisé : car la somme de 
toutes ces parts sera a(n — 1) x (n — 1), ou a(n — 1 )8, ce qui est 
la valeur du bien à partager.

11 peut se faire qu’on éprouve de la difficulté à comprendre que 
les calculs doivent toujours amener des parts égales; mais en cal
culant encore quelques parts, les lois selon lesquelles s’effectuent 
les réductions ne pourront point échapper.

Au reste, voici un raisonnement qui ne peut laisser aucun 
doute. Admettons qu’après avoir calculé un certain nombre de 
parts on les ait toujours trouvées égales entre elles, et examinons 
si la part suivante leur sera encore égale. Soit k le nombre des 
parts déjà calculées, lesquelles sont toutes égales à a(n — 1). Ce 
qui reste du bien total, en défalquant toutes ces parts, est

a(n— 1)’—Aa(n —l) = a(n —l)(n—1 —A).
La part suivante sera

(A+l)a4- «(»—!)(«—!-A)—(A-j-Da
n

_ a(n 1 )(»— 1—^)4~ a ( A 1 ) (n — 1)
n

a(n—l)(»z —1 —A4-A4-1)=---------------- - !----------- !—- =a(n—l),n '
et l’on voit que cette part est égale aux précédentes.

Remarquez maintenant que A est nu nombre entier quelconque; 
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donc si on fait k= 1, on conclura que la 2' part est égale à la 1 "; 
si on fait A=2, on conclura que la 3' pari est égale aux deux pre
mières, et ainsi de suite. Donc toutes les parts seront égales.

Exemples de problèmes à plusieurs inconnues.

93. Problème IV. Un entrepreneur a payé 105 fr. pour 17 jour
nées de maçon et 10 journées de manœuvre ; et plus tard, sans que le 
travail ait changé de prix, il a payé 84 fr. pour 10 journées de 
maçon et 17 journées de manœuvre. Combien gagnait par jour le 
maçon, et combien le manœuvre?

Appelons x le gain du maçon, cl y celui du manœuvre. Pour 
17 journées de maçon et 10 journées de manœuvre,l'entrepreneur 
doit 17x-j-10y; donc, d’après l’énoncé, on a 17a?-|-10y=105.

Pour 10 journées de maçon et 17 journées de manœuvre, il 
doit 10x-j-17y; donc, d’après l’énoncé, on a 10a?4-17y=84.

Ainsi, les deux équations à résoudre sont

17a?4-10y= 105,
10a?4-17y=84 ;

et pour cela on emploiera celle des trois méthodes qu’on voudra.
1° Si on emploie l’e'hwiînafïon comparaison, on aura

105 —17a? 84 —10a?
y=—W—’y=—Ï7“’

105 — 17a? _ 84 — 10a:
10 — 17 ’

1785 — 289a: = 840 — 100a?,
lOOx—289a; =840—1785,

— 189a: = — 945,

En portant cette valeur dans la 1" valeur de y, il vient

Donc, le maçon gagnait 5 fr., et le manœuvre 2 fr.

2.

5.
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2“ Si on fait \' élimination par substitution, on a, en tirant de 

la l" équation la valeur de y,
„__105—17a:,
?/ 10

10a:+-1^1O5-1^- = 84,
1 10

100a- -j-1785— 289a; = 840,
— 189a;=—945,

945
®~189 —

par suite on a encore, comme tout à l’heure,
105 — 85

y~ 10

3° Enfin servons-nous de l'élimination par réduction. Pour 
éliminer y, on multipliera les équations respectivement par 17 et 
par 10, puis on retranchera la 2e de la 1”, ce qui donne

289a: — 100a? = 1785 — 840,
189a? = 945,

945 r
X ~ 189 ’‘

Pour éliminer x, on multipliera la lre équation par 10, la 2' par 17; 
et par la soustraction, on aura

289y — 1 OOy = 1428 — 1050,
189y = 378,

_378
y~~ 189

On aurait pu encore trouver y en substituant la valeur a?=5 
dans l’une des équations du problème, dans la 1", par exemple. 
On a ainsi 85-|-10y=105, d’où y=2, comme ci-dessus.

96. Problème V. Une personne possède un capital qu’elle fait 
valoir à un certain intérêt. Une autre personne, qui possède 10000 fr. 
de plus que la première, et qui fait valoir son capital à 1 de plus 
pour 100, a un revenu plus grand de 800 fr. Une troisième, qui 
possède 15000/r. de plus que la première, et qui fait valoir son bien 
à 2 de plus pour 100, a un revenu plus grand de 1500 fr. On de
mande les biens des trois personnes, et à quel intérêt chacune fait 
valoir son bien ?

Nommons a? le capital de la première personne, et y l’intérêt
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pour 100 qu elle en relire. D’après l’énoncé même, la seconde 
personne aurait un capital égal à x-\- 10000, qu’elle ferait valoir 
à l’intérêt de y-j-1 pour 100; et la troisième, un capital égal à 
x -f- 15000, qu’elle ferait valoir à l’intérêt de y 4"2 Pour 100.

Les revenus que ces trois personnes tirent de leurs capitaux se 
trouveraient par les proportions

100 : X 4-10000 : : y 4-1 : fo+1°ooW+1),

1 oo : x 4-15000■ : : y 4- 2 : (£+159^(,/+-2).
Mais, d’après l’énoncé, la seconde personne reçoit 800 fr. de 
revenu de plus que la première, et la troisième 1500 fr. de plus; 
donc on a les deux équations

(a?4-iooooxy4-i)_ xy_ ,
100 100'“800 ’

fo4-15000Xy4-2)_ xy j5()()0
100

Je chasse les dénominateurs, j’effectue les multiplications/je 
supprime le terme xy qui y est commun aux deux membres de 
chaque équation, et je fais passer tous les termes connus dans les 
seconds membres. Alors ces équations deviennent

x4-10000y= 70000, 
2x 4- 15000y= 120000.

Pour éliminer x, du double de la 1” équation je retranche 
la 2e : il vient

5000y = 20000, d’où y — 4.
Puis, pour avoir x, je substitue cette valeur dans la 1" équation, 
ce qui donne

x 4- 40000=70000, d’où a; = 30000.
Donc, la première personne possède un capital de 30000 fr., 

qu'elle fait valoir à 4 pour 100 ; la deuxième, im capital de 
40000 fr., qu elle fait valoir à 5 pour 100; et la troisième, un ca
pital de 45000 fr., qu elle fait valoir à 6 pour 100.

97. Problème VI. On a acheté séparément les charges de trois 
voitures. La première, qui contenait 30 mesures de seigle, 20 d'orge 
et 10 de froment, a coûté 230 fr. La seconde, qui contenait 15 me
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sures de seigle, G d’orge et 12 de froment, a coûté 138 fr. La troi
sième, qui contenait 10 mesures de seigle, 5 d'orge et 4 de froment, 
a coûté 75 fr. On demande combien coûte la mesure de seigle, celle 
d’orge et celle de froment ?

En nommant x, y, z, les trois inconnues, il est clair que les 
équations du problème seront

30^4-20^4-102=230, 
15^4- 6y4-12s=138, 
10ar—|— 5y-j- 4z— 75.

On peut simplifier la 1" équation en divisant tous ses termes par 10, 
et la seconde en divisant tous ses termes par 3. En conséquence, 
au lieu des trois équations ci-dessus, on aura celles-ci 

3x-\-2y-\- 3=23, 
5x-j-2y-[-4z=46,

10a? 4-5y 4-45=75.
En éliminant, par réduction, s entre la 1” équation et les deux 
autres, il vient

7x-j-6y—46, 
2a?4-3y=17. 

En éliminant de la même manière y entre ces dernières, on a 
3a;=12, d’où x=4.

Si on met cette valeur dans l’équation 2x-f-3y—17, elle devient 
8-j-3y=17, d’où y=3.

Enfin, en substituant les valeurs connues de x et de y dans l’équa
tion 3x-}-2ÿ 4-2=23, on trouve

124-64-2 = 23, d’où 2=5.
Donc, la mesure de seigle vaut 4 fr., celle d’orge 3 fr., et celle 

de froment 5 fr.
90. Problème VII. Un officier qui commande à trois compagnies 

de soldats, l’une de Suisses, l’autre de Souabes, et la troisième de 
Saxons, veut donner un assaut avec une partie de ses troupes. Il est 
chargé de partager 901 écus entre les soldats des trois compagnies-, 
mais ceux-ci consentent qu’il soit donné un écu à chaque soldat qui 
montera à l’assaut, et que le reste soit distribué également entre 
tous les autres. Or il se trouve que si les Suisses donnent l’assaut, 
chaque soldat des autres compagnies reçoit un demi-écu; que si les 
Souabes vont à l’assaut, chacun des autres reçoit un tiers d’écu; et 
que si les Saxons donnent l’assaut, chacun des autres reçoit un quart
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d’écu. On demande de combien d’hommes était chaque compagnie!

Soit x le nombre des Suisses, y celui des Souabes, z celui des 
Saxons.

Si les Suisses vont à l’assaut, chacun d’eux recevant un écu, le 
nombre d’écus qui resterait à distribuer entre les autres serait 
901 —x, et par conséquent ce que chacun de ceux-ci recevrait se- 

<)Q | _ x
l’ait -—j—. Si les Souabes montent à l’assaut, ce qui reviendrait à 

y "b" 901_ y
chacun des hommes restants, serait -—;—-. Enfin, si les Saxonsx-\-z
vont à l'assaut, chaque homme restant recevrait

,, , v- r x+y
Or, d apres 1 énoncé, ces trois quotients devraient être respec

tivement égaux aux fractions |, |, f ; donc les équations du pro
blème sont

901—x_l 901—y_l 901-3 1
y + - “2’ x-\-z —3’ %-\-y 4’

En chassant les dénominateurs cl transposant, elles deviennent 
2x+ y+ 3 = 1802,
x 3y -|- 3 = 2703, 
«+ y 4-43 = 3604.

Par l’élimination de z on trouve
x — 2y — — 901, 

7a;4-3y=4-3604.
L’élimination de y entre ces deux équations donne

4f>of>
17# = 4505, d’où ir=-^-=265.

Cette valeur étant mise dans l’équation x—2y =—901, on a

265 —2y = —901, d’où y=—^- = 583.

Enfin, en remplaçant, dans l’équation 2.r4-y4-3=1802, x cl y 
par leurs valeurs, on a

530 4- 583 4- 3 = 1802, d’où z = 689.
Donc il y avait 265 hommes dans la compagnie suisse, 583 dans 

la compagnie souabe, el 689 dans la saxonne.

Énoncés de problèmes.

99; Comme exercice, je place ici quelques problèmes à résou
dre. Jusqu’au XIX*,  ils n’exigent qu’une seule inconnue.
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Problème VIII. Un maître promet à son domestique, en le prenant 

à son service, 200 fr. par an et un habit. Il le renvoie au bout de 
10 mois, lui donne 160 fr. et lui laisse l’habit. On demande le prix 
de l’habit! Réponse : 40 fr.

Problème IX. Diophante, l’auteur du plus ancien livre d’algèbre 
qui nous reste, passa dans sa jeunesse le sixième du temps qu’il 
vécut, un douzième dans l’adolescence, ensuite il se maria, et passa 
dans cette union le septième de sa vie augmenté de 5 ans, avant 
d’avoir un fils auquel il survécut de 4 ans, et qui n’atteignit que la 
moitié de l’âge où son père est parvenu. Quel âge avait Diophante 
lorsqu'il mourut! Réponse : 84 ans.

Problème X. Un père a 49 ans et son fils en a 11. Quand l’âge du 
père ne sera-t-il plus que le triple de celui de son fils! Réponse: 
Dans 8 ans.

Problème XI. Un père laisse quatre fils et 8600 /r. Dans son tes
tament il ordonne que la part de l’aine soit double de celle du second 
moins 100 fr., que le second ail trois fois autant que le troisième 
moins 200 fr., et que le troisième ait quatre fois autant que le qua
trième moins 300 fr. Quelles sont les parts des quatre fils! Réponse: 
Le 1" fils, 4900 fr. ; le 2*,  2500 fr. ; le 3”, 900 fr. ; le 4e, 300 fr.

Problème XII. Un père veut, par son testament, que ses trois fils 
partagent son bien de la manière suivante : L’ainé, 3000 fr. de 
moins que la moitié de tout l'héritage; le second, 2400 /?. de moins 
que le tiers de tout le bien; le troisième, 1800 fr. de moins que le 
quart du bien. Quel était le bien du père et quelle est la part de 
chaque heritier! Réponse : Le père laisse 86400 fr. ; le 1er fils 
reçoit 40200 fr. ; le 2', 26400 fr. ; le 3', 19800.

Problème XIII. Un courrier faisant 5 lieues en 2 heures était parti 
de Paris depuis 9 heures lorsqu’on a envoyé après lui un autre 
courrier, qui. faisait 11 lieues en 3 heures. On demande â quelle 
distance celui-ci a joint le premier! Réponse : 70 lieues y.

Problème XIV. Une montre marquant midi, l’aiguille des mi
nutes se trouve sur celle des heures; à quelle heure se fera la pro
chaine rencontre! Réponse : A l115' f-,.

Problème XV. Un nombre est composé de trois chiffres; la somme 
des chiffres est 13; le chiffre des unités est triple de celui des cen
taines; el quand on ajoute 396 à ce nombre, on obtient une somme 
qui esl ce nombre renversé. Quel esl ce nombre! Réponse : 256.

Problème XVI. Une personne ayant des jetons dans les deux
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mains, en prend un de la droite pour rajouter à ceux de la gauche, 
et par là il s’en trouve autant dans l’une que dans l’autre. Si elle en 
eût fait passer deux de la gauche dans la droite, celte dernière main 
en aurait contenu le double de ce qui serait resté dans l’autre. Com
bien y avait-il d’abord de jetons dans chaque main? Réponse : 8 je
tons dans la gauche et 10 dans la droite.

Problème XVII. Un renard poursuivi par un lévrier a 60 sauts 
d'avance. U en fait 9 pendant que le lévrier n’en fait que 6 ; mais 
3 sauts du lévrier en valent 7 du renard. On demande combien le 
lévrier doit faire de sauts pour atteindre le renard? Réponse: 
72 sauts.

Problème .XVIII. On a 32 kilog. d’eau de mer, qui contiennent 
16 hectog. de sel ; combien faut-il ajouter d’eau douce pour que 
32 kilog. du nouveau mélange ne contiennent plus que 2 hectog. de 
sel? Réponse : 224 kilog.

Problème XIX. Un réservoir, qui est plein d’eau, peut se vider 
par deux robinets de grandeurs inégales. On ouvre l’un d’eux et on 
fait couler le quart de l’eau; puis alors on ouvre l’autre et on les 
laisse couler tous les deux. Le réservoir achève de se vider, et em
ploie pour cela | d’heure de plus qu’il n’a fallu au premier robinet 
pour vider le quart de l’eau. Si on eût ouvert les deux robinets dès le 
commencement, le réservoir se serait vidé un quart d’heure plus 
tôt. Combien faudrait-il au premier robinet, s’il coulait constamment 
seul, pour vider le réservoir? Réponse : 4 heures.

Problème XX. Un mulet et un âne portent des charges de quelques 
quintaux. L’âne se plaint de la sienne, et dit au mulet : Il ne me 
manque que de porter encore un quintal de ta charge pour que la 
mienne soit double de la tienne. Le mulet répond: Et moi, si je 
prends un quintal de ta charge, la mienne sera triple de la tienne. 
On demande combien de quintaux ils portent chacun ? Réponse : Le 
mulet porte 2 quintaux f, et l’âne 2 quintaux |.

Problème XXI. Deux personnes doivent ensemble 870 fr. Elles ont 
de l’argent toutes deux, mais pas assez chacune pour acquitter 
seule cette dette commune. Le premier débiteur dit donc au second : 
Si vous me donnez les | de votre argent, je payerai seul la dette sur- 
le-champ. Le second lui répond : Je pourrais aussi acquitter seul la 
dette, si vous me donniez les | du vôtre. On demande combien ils 
ont l’un et l’autre? Réponse:Le 1" débiteur a 580 fr., et le 2' 
a 435 fr.
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Problème XXII. Une personne charitable rencontre des pauvres, et 

veut donner 25 centimes à chacun ; mais il lui manque pour cela
10 centimes. Alors elle ne donne que 20 centimes à chaque pauvre, et
11 lui reste 25 centimes. Combien avait-elle de monnaie, et quel 
était le nombre des pauvres? Réponse : Elle avait 1 fr. 65 c., et il y 
avait 7 pauvres.

Problème XXIII. Le testament d’un oncle porte que chacun de ses 
neveux aura 12000 fr., et chacune de ses nièces 9000 fr., sur la 
somme de 120000 fr. qu’il leur laisse après sa mort. Par cette dis
position il ne reste rien de cette somme. Si au contraire chaque nièce 
eût eu 12000 fr. et chaque neveu 9000 fr., il serait resté 9000 fr. 
Trouver le nombre des neveux et des nièces ? Réponse ‘ 7 neveux 
et 4 nièces.

Problème XXIV. Trois frères ont acheté une vigne pour 2000 fr. 
Le troisième dit qu’il pourrait la payer seul, si le second lui donnait 
ta moitié de son argent; le second dit que si l’ainé lui donnait seule
ment le tiers du sien, il payerait seul la vigne; enfin, l’ainé ne de
mande que le quart de l’argent du troisième pour payer seul la vigne,. 
Combien chacun avait-il d’argent ? Réponse : L’aîné avait 1680 lr.; 
le 2', 1440 fr.; le 3e, 1280 fr.

Problème XXV. Un homme, qui s’est chargé de transporter des 
vases de porcelaine de différentes grandeurs, est convenu de payer 
pour chaque vase qu’il cassera autant qu'il recevra pour chaque vase 
qu’il rendra en bon état.

On lui donne d’abord 2 petits vases, 4 moyens et 9 grands; il 
casse les moyens, rend les autres en bon état, et reçoit 28 fr.

On lui donne ensuite 7 petits vases, 3 moyens et 5 grands; cette 
fois il rend les petits et les moyens en bon état, mais il casse les 
grands, et il reçoit seulement 3 fr.

Enfin, on lui remet 9 petits vases, 10 moyens et 11 grands; il 
casse tous ces derniers, et ne reçoit en conséquence que 4 /r.

Quel est le prix du transport d'un vase de chaque grandeur?
Réponse : Le prix est de 2 fr. pour les petits, de 3 fr. pour les 

moyens, et de 4 fr. pour les grands.
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CHAPITRE V.
INTERPRÉTATION ET USAGE DES QUANTITÉS NÉGATIVES DANS LES PRO

BLÈMES. — DE L’IMPOSSIBILITÉ ET DE L’INDÉTERMINATION DANS LE 
1" DEGRÉ. — DISCUSSION DES PROBLÈMES. — DES SYMBOLES £ ET £. 
— REMARQUES SUR LES ÉQUATIONS OU IL Y A DES DÉNOMINATEURS 
CONTENANT L’iNCONNUE.

Interprétation et usage des quantités négatives dans les problèmes.

100. Pour ne point embarrasser les commençants, j’ai laissé de 
côté certaines particularités fort remarquables qui peuvent se ren
contrer dans les équations et dans les problèmes du premier degré, 
.le me propose de les faire connaître dans ce chapitre; et d’abord 
je parlerai de l’interprétation et de l’usage des quantités négatives 
dans les problèmes en général. Pour être bien comprise, cette im
portante théorie doit être expliquée sur des exemples.

101. Problème. Un particulier a employé dans l’été un ouvrier 
pendant 13 journées ; et dans l’hiver pendant 17 journées, pour 
chacune desquelles il lui donnait 2 francs de moins que pour une 
journée d'élé. La première fois l’ouvrier a subi une diminution de 
22 fr.pour quelques dégâts qu’il avait causés; la seconde fois il a 
mérité par son zèle une gratification de 28 fr.; et cependant il a 
reçu chaque fois la même somme. Quel est le prix d’une journée d’été?

Soit x le prix d’une journée d’été. La somme que l’ouvrier a dû 
recevoir la première fois sera exprimée par 13x—22. Comme il a 
par journée d’hiver 2fr. de moins que par journée d'élé, la somme 
qu’il a dû recevoir la seconde fois sera exprimée par 17{x— 2)4- 28. 
Or, d’après l’énoncé, il reçoit chaque fois la même somme; donc 
on doit avoir

[1] 17 (x—2)4-28 = 13x— 22.
De là on déduit successivement

I7x—34-j-28= 13x —22,
17x—13x=34 —28—22,

4x =—16,
x = — 4.
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Ainsi, pour répondre à la question, il faudrait dire que le gain de 
l’ouvrier, pendant un jour d’élé, est —4 fr., ce qui n’offre abso
lument aucun sens. Il faut donc conclure que l’énoncé renferme 
des conditions impossibles.

Pour mettre cette conséquence dans tout son jour, remarquons 
d’abord que les changements opérés sur l’équation [1], pour arri
ver à l’équation x=—4, n’altèrent point l’inconnue. Or, la der
nière est vérifiée en remplaçant x par —4, et ne peut pas l’être 
autrement ; donc il doit en être de même de l’équation [1].

En second lieu, remarquons encore que, s’il existe une valeur 
de x qui convienne à la question, elle doit nécessairement vérifier 
1 équation [1], Donc, puisque celte vérification ne peut s’opérer 
que par une valeur négative, on a raison de conclure que la ques
tion est impossible.

Mais une observation qui est bien importante, c’est que la valeur 
négalivex=—4, devant vérifier l’équation [1], qui est l’expression 
immédiate des conditions du problème, indique par cela même 
comment on peut modifier l’énoncé en un autre qui lie renfermera 
plus aucune impossibilité, et qui, après cette rectification, admet
tra pour solution la valeur de x déjà trouvée, mais prise positi
vement. C’est ce qu’on va expliquer.

Dans l’équation [1] remplacez x par —x, elle devient

[2] 17(—x — 2)4-28 = — 13x — 22.

Or, soit qu’on mette — 4 dans la première, ou 4 dans la se
conde, il est évident que les deux substitutions doivent donner 
exactement le même résultat ; donc, puisque la première équation 
doit être vérifiée par la valeur x = — 4, la deuxième le sera par 
la valeur x = 4. Ainsi toute question dont l’énoncé sera exprimé 
par l’équation [2] aura pour solution x = 4. Mais comme il n’en 
existe aucune qui puisse conduire à ne mettre dans le second 
membre que des termes négatifs, je changerai tous les signes de 
cette équation, et je l’écrirai ainsi

[3] 17(x 4-2) —28=13x4-22.

Alors, pour que la question proposée admette la solution x = 4, 
on voit qu’il suffit de modifier son énoncé de telle manière que 
le prix de la journée d'hiver surpasse de 2 fr. celui de la journée 
d’été; que la somme gagnée dans les 13 jours d’été soit augmentée 

6 
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de 22 fr., au lieu d’être diminuée; et qu’au contraire la somme 
gagnée pendant les 17 jours d’hiver subisse une retenue de 28 fr. au 
lieu d’un accroissement. l>c cette manière, le nouvel énoncé sera 
celui-ci :

Un particulier a employé dans l'été un ouvrier pendant 13 jour
nées; et dans l’hiver pendant 17 journées, pour chacune desquelles 
il recevait Ifr. déplus que pour une journée d’été. La première fois, 
l’ouvrier a mérité en outre par son zèle une gratification de 22 fr.; 
mais, la seconde fois, il a subi une retenue de 28 fr. à. raison de 
quelques dégâts qu’il avait causés. Il a reçu chaque fois la même 
somme, et l’on veut connaître le prix de la journée d’été.

Ainsi rectifiée, il est de toute évidence que la question conduit 
à l’éq. [3], qui admet la même valeur « = 4 que l’éq. [2], Par 
conséquent celte valeur résout la question dans le sens précis du 
nouvel énoncé. On doit remarquer surtout que les quantités don
nées dans l’énoncé primitif, sont restées sans altération dans le 
nouveau. Seulement quelques-unes d’entre elles, qui étaient dé
signées d’abord comme soustractives, sont devenues addilives ou 
vice verset.

102. En général, si l’énoncé d’un problème exige que l’incon
nue a" soit positive, et si l’équation donne une valeur négative 
x — — a, on doit conclure que le problème est impossible. Pour 
rectifier l’énoncé, on remplace dans l’équation x par — x, ce qui 
change les signes de certains termes; puis, sans altérer les quan
tités données, on modifie l’acception sous lesquelles elles sont 
considérées, de telle sorte que les changements de signes de l’é
quation correspondent exactement à ce changement d’acception. 
Alors, on sera sur, sans résoudre aucune nouvelle équation, que 
la valeur positive x—a conviendra au dernier énoncé; à moins 
toutefois qu’il ne renferme encore quelques conditions qu’on 
n’aurait pas pu exprimer dans l'équation : comme si, par exem
ple, il exigeait que l’inconnue fût un nombre entier.

Au reste, on conçoit que cette rectification peut se faire d’une 
infinité de manières différentes; mais il faut toujours, dans le 
nouvel énoncé, avoir soin de se tenir le plus près qu’on pourra 
de l’énoncé primitif.

105. Problème. Deux courriers partent de deux points A et B, 
situés sur la même route ABX, et vont dans la même direction vers 
un point C, placé au delà de B par rapport à A. On connaît les dis
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lances des points A et B au point C, savoir : AC = 110 kilomètres 
et BC = 50 kilomètres. De plus, on sait que la vitesse du courrier 
parti du point A est de 10 kilomètres par heure, et que celle du 
courrier parti du point B est de 6 kilomètres. On demande à quel 
point (le la route les courriers se joindront.

A B I> C IV X

Supposons que la jonction se fasse au point R, et soit la dis
tance CR = x. Les chemins parcourus par les deux courriers se
ront AR=no—a; etBR=50—a. Puisque le premier fait 10 kil. 
par heure, et le second G, les nombres d’heures employées par eux 

110 ~~~~ X 50 ■ yf 
pour parcourir AR et BR seront exprimés par ——— et —-—. 

Comme ils sont partis en même temps, ces nombres doivent être 
égaux ; donc l’équation du problème est

,, 110 — a? 50 — x
M -W- = —6—

En multipliant les deux membres par 30 pour chasser les diviseurs, 
puis continuant les calculs, il vient

330 — 3a? = 250 — 5x,
!)x — 3x = 250 — 330,

2 a? = — 80,
x = — 40.

Voilà encore une valeur négative, et cependant on aurait tort 
d’affirmer que la question est impossible. Il est évident, en effet, 
que le courrier qui, au départ, est derrière, allant plus vite que 
celui qui est devant, doit finir par l’atteindre. Mais nous avons 
supposé en formant l’équation [4] que la rencontre se faisait en R 
avant le point C, et rien n’autorisait une pareille supposition. Ainsi 
c’est dans cette supposition, et non dans l’énoncé, que se trouve 
l’absurdité accusée par la valeur négative.

Il faut donc faire une supposition contraire, c’est-à-dire placer 
la rencontre en quelque point tel que IV, au delà de C. Alors, en 
posant CIV=a?, l’équation à résoudre sera

110 -L x _ 50-j-.r
10 6 ’
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Mais aucun calcul nouveau n’est nécessaire. En effet, cette équa
tion n’est autre que l’équation [4], où l’on aurait mis—x au lieu 
tic x ; donc, puisque celle-ci est satisfaite par la valeur x =—40, 
l’équation ci-dessus doit l’être par la valeur positive a? = 40. De 
cette manière on apprend que la rencontre a véritablement lieu 
au delà du point C , à la distance de 40 kilom.

Il suit de là que l’équation [4] donnera toujours la solution du 
problème, pourvu qu’on regarde la valeur négative de x comme 
devant être portée à droite du point C, c’est-à-dire du côté opposé 
à celui où on l’avait supposée située.

104. L’exemple que je viens de traiter, montre clairement 
qu’une valeur négative de l’inconnue peut aussi, dans certains 
cas, provenir d’une fausse supposition qui a été faite pour arriver 
à l’équation du problème. Et en même temps on doit soigneuse
ment remarquer que non-seulement le signe—, qui se trouve 
devant la valeur de l’inconnue, indique de quelle manière l’erreur 
doit être rectifiée, mais encore que la valeur de cette inconnue, 
en faisant abstraction du signe, donne la vraie solution du 
problème.

Remarque. On aurait pu résoudre le dernier problème en 
prenant la distance BR pour inconnue; et ensuite, pour con
naître la distance du point C au point de rencontre, on aurait 
retranché BR de BC. Alors on voit bien que si le reste est né
gatif, c’est que la rencontre a eu lieu en un point R' situé au 
delà de C, et à une distance CR' précisément égale à cc reste 
pris positivement.

106. I ’roblème. Deux courriers sont partis en même temps de 
deux villes différentes et parcourent la même ligne. On connaît la 
distance des deux villes, ainsi que la vitesse de chaque courrier, 
c’est-à-dire le nombre de kilomètres que chacun d’eux fait en une 
heure. On demande en quel point de la route ils se joindront.

A B R C

Ainsi courue en termes généraux , la question présente deux 
cas distincts : celui où les courriers vont dans le même sens, et 
celui où ils vont à la rencontre l’un de l’autre.

Premier cas. Je suppose que les deux courriers tendent vers le 
point C, situé au delà du point B par rapport au point A, et que R 

soit le point où ils se joignent. Je nommerai
f7 la distance des points de départ A et B, 
m la vitesse du courrier parti du point A, 
n la vitesse du courrier parti du point B,
x la distance inconnue AR, parcourue par le premier 

courrier au moment où il atteint l’autre.
Cela posé, le chemin BR fait par le second courrier sera AR—AB 

ou x — d. En divisant x par m on aura le temps que le premier 
courrier emploie à faire le chemin AR ; et en divisant x—d par n, 
on aura le temps employé par le second courrier à faire le che
min BR. Ces chemins doivent être parcourus dans le même temps; 
donc on a

[5]

De là on tire

x_ x — d
m n ‘

nx = mx — md, 
mx— nx — md, 

mdx —------- .m — n
Deuxième cas. Je suppose que les deux courriers aillent à la 

rencontre l’un de l’autre, et que leur jonction ait lieu au point R 
situé entre A et B, A-----------------------R---------------- B ; en conser
vant les mêmes dénominations que tout à l’heure, l’égalité entre 
les temps employés par les courriers pour faire, l’un le chemin AR, 
et l’autre le chemin BR, sera

Cette équation n’est autre que l’équation [5] dans laquelle on 
aurait remplacé n par —n; car alors le second membre devient 
a. —" d . (j , &
_ — cc T11 est la même chose que ———. De là on conclut que 

l’équation [5] suffira pour résoudre les deux cas du problème, 
pourvu que l’on convienne de regarder la vitesse du courrier parti 
du point B comme changeant de signe quand la direction de ce 
courrier vient à changer.

106. Par la question qui vient d’être traitée, on voit que les 
quantités négatives peuvent servir à renfermer dans une seule 
équation, et par conséquent aussi dans une seule formule, plu
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sieurs cas d’une même question, dont chacun semblerait, au 
premier aperçu, exiger une solution distincte.

C’est là aussi ce qui fait que ces quantités sont d’un usage pres
que continuel dans toutes les branches des mathématiques. 11 n’est 
pas possible de caractériser avec précision les questions dans les
quelles la solution d’un seul cas peut s’étendre ainsi à plusieurs 
autres, par de simples changements de signes ; cependant on doit 
comprendre dès à présent que cette extension a lieu surtout dans 
les questions générales, où il faut considérer plusieurs cas qui 11e 
diffèrent entre eux que par l’acception de certaines quantités, les
quelles sont addilives pour quelques cas, et soustractives pour les 
autres. Ainsi, la même lettre sera regardée comme représentant 
une quantité positive ou négative, selon qu’elle désignera un gain 
ou une perte, une vitesse dans un sens ou une vitesse de sens 
contraire, une distance située à droite d’un point, ou une distance 
située à gauche, etc.

107. Les remarques auxquelles ont donné lieu les trois pro
blèmes qu’on vient de traiter, s’appliquent à toute espèce de ques
tion, quels que soient le nombre des inconnues et le degré des 
équations. Elles se résument comme il suit :

1° La valeur négative d’une inconnue peut indiquer quelquefois 
une condition impossible dans l’énoncé d’un problème. Alors il 
suffit de donner, dans cet énoncé, à quelques quantités des accep
tions contraires, pour faire cesser toute impossibilité; et la valeur 
négative qui a été trouvée d’abord, étant prise positivement, 
donnera la solution de la question ainsi rectifiée (102).

2° La valeur négative de l’inconnue peut aussi indiquer, non 
une absurdité, mais une supposition erronée; et, dans ce cas, elle 
donne toujours la solution du problème, pourvu qu’on prenne la 
quantité qu elle représente dans un sens contraire à celui qu'on 
lui a d’abord attribué (104).

3° Enfin, en considérant certaines quantités comme positives ou 
négatives, selon qu’on les envisage sous certaines acceptions, ou 
sous des acceptions contraires, on peut réunir en une seule équa
tion ou en une seule formule les différents cas d’une même ques
tion (10G).

108. Après ces remarques, le lecteur traitera lui-même sans 
difficulté la question suivante :

Problème. Un aubergiste fait avec un chasseur ce marché : Tous
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les jours où le chasseur apportera une pièce de gibier, il recevra de 
l’aubergiste une somme a ; mais il lui rendra une somme b tous les 
jours où il n’en apportera point. Après un nombre n de jours, il 
peut arriver que l’aubergiste et le chasseur ne se doivent rien, ou 
que le premier doive au second, ou le second au premier, une 
somme c. Trouver une formule qui fasse connaître dans les trois 
cas le nombre de jours où le chasseur a apporté du gibier. Ré

ponse : x = ~ c-,
(l -j- l)

Cas d’impossibilité et d’indétermination dans les équations et dans les problèmes 

du 1er degré.

109. Problème. Trouver un nombre dont le tiers augmenté 
de 7ô, et les cinq douzièmes diminués de 35, fassent autant que 
ses trois quarts ajoutés à 49.

On voit immédiatement que l’équation du problème est
[U | + 75 + ^_35 = ^ + 49.

En transposant les termes convenablement et en chassant les 
dénominateurs, il vient

x , 5x Ax_
3 + Ï2 — T ~ 9 ’

4x -j- 5x — 9x — 108 ,
0= 108.

Ici l’on parvient à une absurdité évidente, 0 = 108. Il n’y a donc 
aucune valeur de x qui puisse vérifier l’équation [1], cl par suite 
il n’en existe pas non plus qui satisfasse à la question. C’est pour
quoi l’on applique alors la dénomination dé absurde ou d’»»y?os- 
sîôZe à l’équation et à la question.

L’impossibilité peut se rendre sensible sur l’équation [1], en 
faisant, dans son 1er membre, la réduction des termes semblables. 
Par là elle devient

et dès lors il est évident que les deux membres auront toujours 
entre eux une différence de 9 unités, quelque valeur (pion mette 
à la place de x.

Celte impossibilité est bien différente de celle qui avait lieu 
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dans le n° 101. Si alors le problème était impossible, ce n’était 
point parce qu’il n’existait aucune quantité qui pût se prêter aux 
vérifications de calcul exigées par l’énoncé, mais bien parce que 
la valeur de x était négative, el que l’énoncé repoussait toute 
valeur de celte espèce. Dans le problème qui vient de nous occu
per, l’impossibilité est absolue, c’est-à-dire qu’aucune quantité, 
de quelque nature qu’elle soit, ne peut donner l’égalité établie 
dans son énoncé.

110. Problème. Trouver un nombre tel qu’en ajoutant la moitié 
de ce nombre augmenté de 10, les de ce même nombre augmenté 
de 20, et encore les § de ce nombre diminué de 34, on ait une 
somme égale à deux fois l’excès de ce nombre sur 5.

Ici l’équation du problème est

[2]
* +10 , 2(a;-|-20) , 5(tf — 34)_nz„ 
—2“ H 3 H 6 — - 2+ - ÔJ

En chassant les dénominateurs, réduisant el transposant, il vient
3x + 30 + + 80 + — 170 = 12x — 60,
3x -j- \x + 5x — 12x = 170 — 30 — 80 — 60,

0 = 0.
Comme on arrive à deux membres qui sont identiques, on en 

conclut que l’inconnue x doit rester tout à fait indéterminée : 
c’est-à-dire qu’on peut prendre x égal à 2, ou à 3, ou à tel autre 
nombre qu’on voudra.

Et en effet, si on remonte à l’équation [2], et si l'on effectue les 
calculs indiqués dans son 1er membre, on trouve qu’il équivaut à 
te+30+to + SO + ta-17O Oü cn ré,h,isani;,

6 o
ou bien encore, en simplifiant, à 2x—10. Ce résultat étant 
précisément égal au 2e membre 2(x— 5), il s’ensuit que l’équa
tion [2] n’est autre chose qu’une véritable égalité, qui a lieu quel 
que soit x. Dans tous les cas analogues, l’équation et la question 
sont dites indéterminées.

fil. Problème. Avez-vous abattu beaucoup de pièces de gibier '! 
(lemande-t-on à un chasseur. Celui-ci répond : Il faudrait en ajou
ter 5 au tiers de celles que j’ai tuées l’an passé, pour avoir la moitié 
de ce que j’ai tué cette année; mais si, du triple de cette dernière 
moitié, vous ôtez 5, vous aurez juste ce que j’ai tué l’an passé. 
Combien le chasseur a-t-il abattu de gibier chaque année’l
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En nommant x le nombre de pièces tuées celte année, et y 

celui des pièces tuées l’année précédente, on a les équations
® y , - 3x .2 = H5’ y = T“5-

En mettant dans la 1” la valeur de y donnée par la 2’, il vient

x x 5 i r
2 = 2“ 3 + 5’

3x — 3#=30 — 10,
0 = 20 :

égalité absurde, de laquelle on conclut qu’il n’existe pas de va
leurs de x et y qui satisfassent aux deux équations. Par consé
quent le problème renferme des conditions impossibles à remplir.

On peut d’ailleurs rendre l’impossibilité sensible sur les équa
tions mêmes: car, en chassant les dénominateurs el transposant, 
elles deviennent

3x — 2y = 3O, 3a? — 2y = 10;
et alors on voit que les deux premiers membres sont les mêmes, 
tandis que les seconds sont des nombres différents.

Remarquez bien que chacune des deux équations, si on la 
prend isolément, est possible, et que même elle admet une infi
nité de solutions. L’impossibilité consiste donc en ce que les deux 
équations ne peuvent avoir aucune solution commune, ou, ce 
qui est la même chose, en ce que les deux conditions du problème 
ne peuvent jamais avoir lieu ensemble. C’est pourquoi l’on dit de 
ces conditions, et aussi des équations qui les expriment, qu’elles 
sont contradictoires ou incompatibles.

112. Supposons que la première condition du problème restant 
la même, on change seulement la seconde, et qu’on y remplace 
le nombre 5 par 15. Alors les équations du problème seraient

- = 1 + 5, y=y-15,

et, en mettant dans la 1" la valeur de y donnée par la 2e, il vient 
O? X _ , e i, .
2 = 2~& + •’, don 0 = 0.

Oc là on conclut qu’on peut attribuer à x telle valeur qu’on vou
dra, et qu’en lui adjoignant la valeur correspondante de y, déduite 
de l’une des deux équations, on satisfera toujours à l’autre.
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On rendra ceci évident sur les équations mêmes en chassant 

les dénominateurs et en transposant les termes : car on les ramène 
ainsi toutes deux à l’équation unique 3x—2y=30, ce qui prouve 
que les deux conditions indiquées dans l’énoncé ne sont diffé
rentes qu’en apparence. Alors les deux équations, aussi bien que 
la question dont elles sont la traduction, sont indéterminées, at
tendu qu’on peut y satisfaire d’une infinité de manières.

115. J’ai énoncé comme règle générale, n° 90, que des équa
tions du 1er degré, en nombre égal aux inconnues, déterminent 
un système de valeurs pour ces inconnues, et n’en déterminent 
qu’un seul. Mais en même temps j’ai prévenu que cette règle était 
sujette à quelques exceptions. Les exemples précédents ont montré 
en effet qu’il pouvait y avoir dans les équations impossibilité ou 
indétermination. De plus, je vais montrer que dans tous les cas 
où il y aura exception, ce sera toujours F impossibilité ou indé
termination qu’on devra rencontrer.

Par les procédés de calcul, qui servent à effectuer les élimina
tions, il est clair qu’il ne peut arriver que trois cas :

1° On peut parvenir à une équation unique du 1er degré à une 
seule inconnue. Dans ce cas, qui est le plus ordinaire, on déter
mine pour l’inconnue restante une valeur unique, puis en remon
tant aux équations précédentes, on détermine aussi une valeur 
unique pour chacune des autres inconnues.

2° On peut trouver, dans le cours des opérations, une équation 
dans laquelle les termes inconnus se détruisent entre eux, et où 
les deux membres soient des quantités données différentes Tune 
de l’autre. Il y a alors absurdité évidente, et l’on doit conclure que 
quelques valeurs qu’on attribue aux inconnues (je suppose qu’il 
y en ail plusieurs), on ne pourra point satisfaire aux équations 
primitives, ni par conséquent à la question dont elles dérivent.

3° Si aucun de ces deux cas n’a lieu, on doit trouver une ou 
plusieurs équations dans lesquelles les inconnues disparaissent, 
et dont les deux membres soient égaux à la même quantité. On 
reconnaît alors qu'on peut donner à ces inconnues telles valeurs 
qu’on voudra, et qu’ensuite, au moyen de ces valeurs, on pourra 
calculer les autres inconnues. 11 y a donc ici une véritable indé
termination dans les équations primitives, et par conséquent aussi 
dans le problème dont elles expriment les conditions.

114. Quand on ne considère que deux équations à deux incon
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nues, si on arrive à une égalité absurde, comme il est évident 
que chaque équation prise séparément est possible, on doit con
clure, comme au n" 111, que les deux équations sont contradic
toires ou incompatibles; cl, si on arrive à une égalité évidente, 
on conclut que l’une des équations est toujours vérifiée quand 
l’autre l’est, ce qui revient à dire qu’elle en est une conséquence.

Mais quand on a plus de deux équations (cependant toujours en 
nombre égal aux inconnues), l’impossibilité et l’indétermination 
peuvent tenir à des causes plus variées. Par exemple, lorsqu’on a 
trois équations à trois inconnues, il y aura impossibilité si une 
équation est incompatible avec chacune des deux autres, ou bien 
seulement avec leur ensemble sans l’ctre avec aucune d’elles sépa
rément. Et pareillement il y aura indétermination, si une équation 
est une conséquence de l’une des deux autres, ou si deux équa
tions sont des conséquences de la troisième, ou encore si l’une 
des équations est une conséquence de l’ensemble des deux autres, 
sans l’être d’aucune d’elles prise séparément.

En général, quand on voudra savoir si une équation est incom
patible avec l’ensemble de plusieurs équations, ou bien si elle en 
est une conséquence, on considérera dans ces équations des in
connues en nombre égal à ces équations, on en tirera les valeurs 
de ces inconnues en fonction des autres inconnues, puis on sub
stituera ces valeurs dans la première équation. Si alors on tombe 
sur une égalité absurde, la première équation sera incompatible 
avec le système des autres équations; et au contraire elle en sera 
une conséquence, si on tombe sur une égalité identique.

41o. Voici deux exemples sur 1esquelsle lcclciir peut s’exercer

( x + 3y - 6s— 6a = 7, / x + 3y — 63 — 6a = 8
U*4- y — 43 — 2a = 15, j 2x -|- 5y — 103 — 9a = 12
i \x— y— 5s 4- 5a = 30, 12x4- 4y — 83 — 9a = 14.
\5a? + 10y — 223 —20a = 39. \ 5x 4*  12y — 243 — 24a = 34

Le premier exemple conduit à une absurdité, et l’on reconnaîtra 
qu’en effet la 4° équation est incompatible avec l’ensemble des 
deux premières.

Le second exemple conduit à une identité, et il sera facile de 
reconnaître que la 4e équation est une conséquence des trois autres 
prises ensemble, taudis qu elle ne lest d’aucune d’elles prise 
isolément, ni même de la réunion de deux quelconques d’entre 
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clics. Pour satisfaire à ces équations, on trouve u =— 2,^ — 2, 
y = 2z— 2; l’inconnue z reste arbitraire.

116. ,1e terminerai cet article en remarquant que les cas d’im
possibilité dont j’ai parlé sont bien les seuls qui puissent se pré
senter dans les équations, mais que dans les problèmes il peut y 
en avoir beaucoup d’autres. Par exemple, il se pourra que d’après 
l’énoncé du problème une inconnue doive être un nombre entier, 
et qu’on trouve une fraction ; ou bien qu’elle doive être moindre 
qu’un certain nombre, et qu’on trouve une valeur plus grande, etc.

En général, l’énoncé d’un problème peut imposera une incon
nue, ou à plusieurs, des restrictions qu’il est impossible d’expri
mer par des équations; et, dans ces cas, après qu'on a trouvé les 
valeurs des inconnues, il reste encore à vérifier si elles satisfont à 
toutes ces restrictions. C’est ainsi que, dans le problème III, 
p. 68, quelques conditions n’ont pas été introduites dans l’équa
tion, et que nous avons dû reconnaître à la fin si elles étaient 
remplies par la solution déduite de cette équation.

Discussion des problèmes.

117. Lorsqu’on a résolu un problème dans lequel les quantités 
données sont représentées par des lettres, la valeur de l’inconnue 
(je suppose, pour fixer les idées, qu’il n’y en a qu’une) est expri
mée par une formule qui indique les opérations à exécuter sur les 
données. Or, on peut concevoir que ces données reçoivent toutes 
tes valeurs possibles, et examiner s’il en résulte quelques cas qui 
offrent des particularités remarquables : c’est là ce qui s’appelle 
discuter le problème. L’exemple suivant montrera comment on 
doit se diriger dans ces discussions.

118. Problème. Deux mobiles M et M’ se meuvent uniformément 
sur la droite indéfinie XY, avec des vitesses données a et b, tous 
deux dans ta direction XY. On sait que le mobile M est arrivé au 
point A un certain nombre d'heures h avant que le mobile M' soit 
parvenu en B, et l’on connaît la distance d des points A et B. On 
demande en quel point de la droite XY se fait la rencontre des deux 
mobiles.

pM OM'
1 1 1 I I 1 1

X K' À 1 1
R" B R Y
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Supposons que la rencontre soit en R du côté BY; je nomme

rai x la distance inconnue BR. La distance AR sera d-\-x, et les 
temps employés par les mobiles M et M', pour parcourir respecti

vement les distances AR et BR, seront - et Or, d’après a b 1
l’énoncé, le mobile M est arrivé en A, un nombre h d heures avant 
que M lut parvenu en B; donc le premier temps doit surpasser le 
second de la quantité 7i, et par conséquent on a l’équation

[1] d + x x^_k.
a b

De là on tire facilement
bd -j- bx — ax~ abh, 
ax — bx—b{d — ah),

[2] x=^d-ah)
a — b

Discussion. Il peut se faire que la rencontre des mobiles ait lieu 
après ou avant le point B, et la solution ci-dessus a été établie 
comme si c’était le premier cas qui dût avoir lieu. Mais en inter
prétant les résultats conformément aux remarques résumées dans 
le n° 107, on va voir qu elle a toute la généralité désirable.

1° Le numérateur et le dénominateur de a; seront tous deux 
positifs lorsqu’on aura à la fois

a > b et d~2> ah.
Alors la valeur de x est positive, par conséquent il y a véritable
ment rencontre des mobiles du côté BY, ainsi qu’on l’a supposé. 
Celte conclusion est conforme à celle qui se tire immédiatement 
de la question elle-même. En effet, observons que ah est le che
min parcouru par le mobile M pendant le temps h, qui s’écoule 
entre l’arrivée de ce mobile au point A et celle de M' au point B. 
Ainsi, supposer a> b et d~>ah, c’est admettre que le mobile M 
va plus vite que M', et qu’il n’est pas encore en B quand M'y arrive ; 
donc il devra atteindre M' du coté BY. Quand on a à la fois

a<Zb et d<_ah,
la valeur de x est encore positive, par conséquent les mobiles se 
rencontrent encore du côlé BY. Et en effet, il est clair qu’alors le 
mobile M a un mouvement moins rapide que M', et qu’il a dépassé 
le point B quand M' y arrive. 11 ne peut donc pas manquer d’être 
atteint par lui du côté BY.
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2° Quand ou a à la fois

a<Zb ci dZ>dh, ou a>6 et
la valeur de x est négative. Cette circonstance indique que la ren
contre des mobiles a eu lieu du côté opposé à celui où on l’avait 
placée, c’est-à-dire qu’elle se fait du côté BX, et à la distance 
marquée par la valeur de x, abstraction faite du signe (107, 2°).

En remontant à la question, comme on l’a fait tout à l’heure, on 
aperçoit facilement ici qu’au moment oùM' arrive en B, celui des 
deux mobiles qui a la plus grande vitesse se trouve alors devant 
l’autre. Aucune rencontre ne peut donc avoir lieu du côté BY, et 
il est évident au contraire que les deux mobiles ont dû sc ren
contrer du côté BX.

Que si on veut démontrer la justesse de l’interprétation donnée 
à la valeur négative, on le fera comme il suit. D’abord, comme 
on a supposé que les mobiles devaient se rencontrer du côté BY, 
la valeur négative prouve seulement que cette supposition est 
inadmissible. Mais il est possible que la rencontre ait lieu du côté 
BX, soit avant le point A, soit dans l’intervalle AB.

Si la rencontre a eu lieu en R' avant le point A, en faisant l’in
connue BR' = x, les temps employés par le mobile M pour venir 
de R' en A, et par le mobile M' pour venir de R' en B, seront 
•X’ dx- -----  et -7. Le tennis écoulé entre l’arrivée de M au point A et celle a b

X X cl
de M' au point B sera donc la différence-^— " -î et comme 

l’énoncé exige que ce temps soit égal à A, on aura l’équation

[31 *_^  = A.

Si la rencontre a eu lieu en R", dans l’intervalle AB, et qu’on 
fasse toujours l’inconnue BR" = x, le temps employé par le mo- 

(Z xbile M pour aller de A en R" sera------- , et celui qu’emploie le

mobile M' pour aller de R" en B sera donc le temps écoulé 

entre l’arrivée du mobile M au point A et celle de M' au point B 
d - x œsera--------- f-v, et l’on aura l’équation« b

d — x , x .
[fl ~+l,=h-
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Maintenant remarquons que les éq. [3] et [4] étant exactement 

les mêmes, la dernière devra déterminer le point de rencontre, 
quelle que soit sa position dans la région BX. Remarquons en
core que l’éq. [1] devient l’éq. [4] en y changeant x en— x; et 
de là on conclura que toute valeur positive qui satisfait à la der
nière sera donnée, mais avec le signe —, par la première.

Ainsi l’équation [1] suffit à elle seule pour déterminer dans tous 
les cas les points de rencontre des mobiles, en ayant soin de porter 
les valeurs négatives de x à gauche du point B.

3° Supposons qu’on ait 6=a sans avoir d — ah. La valeur de x 
devient

_a(d — ah)X — .
0

ou, plus simplement, en posant a(d— ah) = m,
m

Que signifie une pareille expression? Pour l’interpréter, imaginons 
qu’au lieu de 0 on donne à m des diviseurs de plus en plus petits, 
par exemple, 1, ... les quotients seraicnls»i, 10m, 100m, ...
et iraient en croissant de telle sorte qu’on ne conçoit aucune quan
tité, quelque grande qu’elle soit, qu’on ne puisse surpasser en 
prenant un diviseur assez petit. C’est là ce qu’on exprime en di
sant que le quotient d’une quantité divisée par zéro est infini. On 
indique l’infini par le signe ce.

L’expression =, considérée en elle-même, montre donc qu’il 
n’existe aucune distance assez considérable pour représenter celle 
à laquelle les mobiles doivent se rencontrer, ce qui équivaut évi
demment à dire qu’ils ne se rencontrent pas.

Et, en effet, de ce que d est différent de ah, il s’ensuit que le 
mobile M ne se trouve pas au point B en même temps que le mo
bile M'; et de ce que b —a, il s’ensuit que les deux mobiles ont la 
même v ilessc : donc ils doivent toujours être à la même distance 
l’un de l’autre; donc aucune rencontre n’est possible.

4° Supposons en même temps b = a et d — ah. Il viendra

et l’interprétation immédiate de cette expression sera facile. 
Comme dans toute division le produit du quotient multiplié par
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le diviseur doit reproduire le dividende, il faut ici que le quotient 
soit tel qu’en le multipliant par zéro on trouve zéro ; donc on peut 
prendre ce quotient égal à tel nombre qu’on voudra : c’est ce 
qu’on exprime en d’autres termes, en disant que g représente 
une grandeur indéterminée.

De cette explication on doit conclure que les mobiles ne sont 
jamais séparés. Et, en effet, puisqu’on suppose b = a et d = ah, 
les mobiles ont la même vitesse, et se trouvent ensemble au 
point B; donc ils ont toujours dû être ensemble et doivent tou
jours rester ensemble.

Les autres particularités qu’on pourrait remarquer sont trop 
minutieuses pour s’y arrêter. Je terminerai donc cette discussion 
en observant que les principes établis n° 1OG permettent d’étendre 
la formule [2] aux problèmes dont les énoncés ne diffèrent de celui 
qui a donné cette formule que par l’acception de quelques quan
tités. Ainsi, on pourra supposer que le mobile M' aille dans le 
sens YX, et alors il faudra changer b en — b dans la formule. Si 
c’est le mobile M qui change de direction, on changera « en — « ; 
et si M et M' changent tous deux de direction, on changera à la 
fois a en —a cl b en —b. Enfin, si l’arrivée du mobile M au 
point A, au lieu de précéder celle de M' au point B, n’avait lieu 
qu’après, on changerait h en —h.

Ces conséquences sont bien propres à faire ressortir toute l’im
portance des quantités négatives; et, pour cette raison, je con
seille au lecteur de chercher par lui-même à’les mettre en évi
dence, en suivant la marche tracée dans le n° 105.

Sur les symboles g el g. — Remarques sur les équations dans lesquelles
il y a des dénominateurs qui contiennent l’inconnue.

119. Les symboles g et g, qui se sont présentés dans la discus
sion précédente (3° et 4°), méritent de fixer l’attention.

Lorsque dans les équations il y a des quantités données repré
sentées par des lettres, el qu’on a tiré de ces équations les for
mules qui expriment les inconnues, si l’on fait des hypothèses 
sur ces lettres et qu’on les introduise dans les formules, on doit 
obtenir pour les inconnues des valeurs particulières correspon
dantes à ces hypothèses. Or, il peut arriver que ces hypothèses 
fassent tomber les équations dans un cas d’impossibilité ou d'* ’n- 
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détermination, et alors il est facile de s’assurer qu’une des for
mules au moins deviendra g ou g.

Concevons que les hypothèses soient introduites dans les 
équations elles-mêmes, et qu’alors on répète les calculs faits pour 
parvenir aux formules générales. Si les équations tombent dans 
un cas d’impossibilité, il faudra qu’en cherchant une inconnue, 
f élimination conduise à une équation absurde, dans laquelle cette 
inconnue ne se trouvera plus, et dont les deux membres seront 
des quantités différentes. Supposons que celte équation, avant 
les hypothèses, soit

Pz = (J,
P etQ représentant des expressions littérales composées de quan
tités données : la valeur générale de x sera

(h-, dans les hypothèses qui amènent fimpossibilité, il faut que x 
disparaisse de l’équation l‘a; = 0, et que les deux membres ren
ferment des quantités inégales; donc P doit être zéro sans que Q 
le soit; donc en désignant par m ce que devient Q, la valeur gé
nérale de x doit donner x — g.

Maintenant supposons que les hjpolbèses doivent amener un 
cas d’indétermination. Les calculs d’élimination, au lieu de con
duire à une équation d'où l'on puisse tirer la valeur d’une incon
nue, doivent donner une équation dont les deux membres soient 
identiques. Donc, si avant les hypothèses cette équation est 

= il faudra, après les hypothèses, que 1‘ et Q soient tous 
deux zéro ; donc la valeur générale de x se réduira à x — g.

Il peut se faire qu’il y ait plusieurs inconnues dont les expres
sions deviennent g ou g. Ce (pii précède montre seulement qu’il 
doit y en avoir au moins une qui devienne g dans les cas d’impos
sibilité, el g dans les cas d’indétermination.

120. On a vu, n° 118 (3°), que l’expression g doit être consi
dérée comme représentant une valeur infinie. Ici j'ajouterai que 
cette valeur infinie peut être quelquefois positive, quelquefois né
gative, et quelquefois indifféremment positive ou négative.

1° Soit la formule
Wl

dans laquelle m cl n sont deux

nombres invariables qu’on suppose positifs et différents de zéro,
7
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tandis que z peut avoir toutes les valeurs possibles. En faisant 
z — n il vient x — %. Mais comme le dénominateur (n—z)’ est tou
jours positif quel que soit z, attendu que le carré de n — z est 
toujours positif, on doit regarder ici l’expression g comme dési
gnant l’infini positif, et l’on écrira x — 4- 00 .

2° Avec des raisonnements analogues, on voit que si on a la

formule cl qu’on(n —z/’
avoir l’infini négatif x =— 00 .

y fasse encore z = n, on devra

3“ Soit la formule x — L’hypothèse z = n donne encore 

a?=g, mais ici l’infini aura un signe ambigu. Supposons d’abord 
z<n et faisons croître z, la formule donnera des valeurs crois
santes qui seront toutes positives. Au contraire, en prenant z>n, 
puis diminuant z jusqu’à le rendre égal à n, la formule donne des 
valeurs croissantes qui sont toutes négatives. Il suit de là que la 
valeur infinie, correspondante àz=n, appartient également à une 
suite de quantités positives croissantes, et à une suite de quantités 
négatives croissantes. Pour celte raison l’hypothèse z = n doit 
être considérée comme faisant prendre à la formule deux valeurs 
infinies, l’une positive et l’autre négative. C’est ce qu’on indique 
d’une manière abrégée en écrivant x = ± co .

121. Lorsqu’une formule fractionnaire renferme un dénomina
teur qui peut devenir infini sans que le numérateur le soit, il est 
clair qu’à cette limite la valeur numérique de la fraction doit être 
moindre que toute quantité, quelque petite qu elle soit.ee qui re
vient à dire qu elle est égale à zéro. Ainsi, le numérateur étant 

désigné par m, on aura — — 0.

122. Lorsqu’une quantité va en décroissant jusqu’à zéro, sans 
changer de signe, on pourrait conserver la trace du signe, en le 
laissant subsister devant la limite zéro. Alors on aurait

m

-^- = -0.
— 00

m
+0 = +* ’

qr- =+o,
-f- CD 1 ’

12Ô. 11 y a aussi plusieurs observations à faire sur le symbole g.
Le raisonnement du n° 118 (4°) prouve qu’en le considérant en 
lui-même il représente une quantité tout à fait indéterminée. Mais 

l’indétermination peut encore se montrer sous d’autres formes. 
En effet, par les règles du calcul, on a

1
I.X1-1’ et = P

Q’ 1 Ü
P

Or, quand P et Q deviennent zéro, les quantités p et devien

nent infinies; donc les expressions
oo

0 X « et —
CD

doivent recevoir la même interprétation que g, c’est-à-dire qu elles 
sont aussi des symboles d’indétermination.

124. Il y a cependant des cas où l’expression g est considérée 
sous un autre point de vue. Soit la formule

[1]

Si on suppose z=2, il vienta?=g; et, d’après ce qui précède, 
cette valeur devrait être indéterminée. Mais si, avant de faire z=2, 
011 simplifie la fraction, en ôtant le facteur z—2, commun à ses 
deux termes, ou a

[2J 

.et alors en faisant z==2 on trouve a: = 6, qui est la vraie valeur 
correspondante à cette hypothèse.

Pour bien comprendre ceci, au lieu de supposer tout d’abord 
z=2, imaginons que z—2 diminue graduellement. La formule [1] 
donnera pour a? différentes valeurs, toutes déterminées et égales 
à celles que donnerait la formule [2]. Ces valeurs peuvent donc 
cire regardées comme tendant graduellement vers la valeur 6 ; et, 
parcelle raison, on regarde la valeur x = 6 comme étant celle 
qui répond à l’hypothèse z = 2. Mais comme l’indétermination 
qui résulte de la première formule empêche de reconnaître cette 
valeur, c’est à la seconde qu’il faut recourir. De là cette règle:

Si, pour une certaine hypothèse, une expression fractionnaire 
devient g, on ne dira point qu’elle est indéterminée, mais on recher
chera avec soin quel est le facteur commun à son numérateur et à 
son dénominateur qui, en devenant zéro, fait prendre à la fraction

soit.ee
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la forme ■}, et dont la suppression laisse apercevoir la vraie valeur 
de cette fraction.

Appliquons celte règle aux trois fractions
3=‘ —3 2*  —23 4-1 32* —3
22 —2’ 32*  —3 ’ 2* —2s4-l’

qui deviennent J} par l’hypothèse 2 = 1. On les écrira ainsi 
3(s4-l)(z—1) (2-1)’ 3(z+1)(2-1)

2(2-1) ’ 3(2+l)(2-l)’ (2-1)*  •
On supprimera partout le facteur commun 2— 1; puis, en faisant 
2 = 1, on trouvera les valeurs 3,0, ± 00.

12B. Une fraction pouvant devenir zéro quand son numérateur 
est nul ou quand son dénominateur est infini, il s’ensuit que si 
une équation a des dénominateurs qui contiennent l’inconnue x, 
et qu’011 la ramène à la forme fractionnaire
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puis, en remarquant que les valeurs x^=-j-x et x——ce rendent 
milles - et 011 v0^ quelle se réduit a —-— ou 1 ; cest-

X x ---- OC -f-oo

à-dire à zéro : donc les valeurs x=-|-a> et x=— conviennent 
à l’équation proposée.

Le plus ordinairement, quand 011 fait évanouir des dénomina
teurs qui contiennent l’inconnue, on 11e tient aucun compte des 
valeurs infinies, parce qu’en effet elles ne conviennent presque ja
mais aux problèmes que les équations servent à résoudre : mais 
cette omission est toujours volontaire, et les explications que je 
viens de donner montrent assez comment elle doit être réparée.

CHAPITRE VI.
RÉSOLUTION DE PLUSIEURS ÉQUATIONS GÉNÉRALES DU l,r DEGRÉ , 

EN NOMBRE ÉGAL AUX INCONNUES.
il faudra, pour la résoudre complètement, chercher non-seule
ment les valeurs de x pour lesquelles on a M = 0, mais encore 
celles qui donnent N = a>.

Toutefois on devra considérer si, par ces valeurs, la fraction ne 
devient pas J} ou car, si cela arrive, il se pourra que sa vraie 
valeur ne soit pas zéro, et alors l’équation ne sera pas satisfaite.

Dans l’exemple du n° 78, l’équation a été ramenée à celle-ci 
£±â=:0-
1 —x*

et comme la valeur x——3 rend le numérateur nul sans rendre 
nul le dénominateur, on a pu conclure que celte valeur satisfait 
véritablement à l’équation.

Mais quoique le dénominateur 1 — x*  devienne infini en faisant 
x — -(- <x> et x = — 00, comme ces valeurs rendent aussi le numé
rateur infini, on tombe dans une indétermination apparente. Pour 
la faire disparaître, on met la fraction sous une forme où le nu
mérateur ne devienne plus infini, ce qui se fera en divisant par x 
les deux termes de la fraction. De celte manière elle devient

Formules générales. — Règles d’après lesquelles elles se composent.

126. Quelque diverses que puissent être des équations du 
V degré, 011 peut toujours les ramener à des formes générales qui 
permettent d’obtenir pour les inconnues des formules dans les
quelles sont compris tous les cas particuliers qui peuvent se pré
senter. Ce sont ces formules que je 111c propose de chercher main
tenant. O11 pourrait y parvenir par les méthodes expliquées 
chapitre III; mais je me servirai préférablement de celle qui esl 
comme sous le nom de Méthode des indéterminées, cl qui a été 
employée par Bezout. Les considérations sur lesquelles elle re
pose méritent une grande attention, à cause des applications 
qu’elles reçoivent dans les recherches élevées de l’analyse.

Prenons d’abord deux équations entre deux inconnues x et y. 
Par des préparations convenables, 011 saura toujours les ramener 
à la forme

LC ax-|-ôy = A,
a'x -j- b'y = k'.

k, a', b', k', représentent des quantités connues qui peu
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vent être positives ou négatives. En mettant a, b', k', dans la 
seconde équation, pour désigner les quantités analogues aux 
quantités a, b, k, de la première, on se rappelle plus facilement 
la signification de toutes ces lettres.

Désignons par m une quantité tout à fait indéterminée, dont 
on pourra disposer comme on voudra, multiplions la Inéquation 
j ar m, et ensuite retranchons-en la seconde : il viendra

{am — a')x-\-{bm — b') y — km — k' ;
et comme la quantité m est arbitraire, on la choisira de manière 
qu elle réduise à zéro le multiplicateur de l’inconnue qu’on veut 
éliminer.

Si c’est y qu’on fait disparaître, on posera bm—b', d’où — ; 

l’équation ne contiendra plus y, et en y remplaçant m par celte 
valeur, on aura

kb' — bli' 
ab' — ba''

bx —

Mais si c’est x qu’on veut faire disparaître, il faudra poser

<m = a', d’où «i =—; et l’équation donnera

Aa/_
a _ka'—ak. 

y~M__b,~ba' — ab''
a

Les dénominateurs de x et de y sont égaux, mais de signes 
contraires. Pour les rendre tout à fait semblables, je changerai les 
signes du numérateur et du dénominateur de y, et alors les valeurs 
générales de x et de y seront

___ kb' — bk' _ ak' — ka'
X ab' — ba" -1 ab'—ba'‘

Chacune d’elles peut immédiatement se déduire de l’autre. En 
effet, il est évident que les mêmes calculs qui font trouvera?, 
doivent donner y en changeant partout a en b et b en a, sans 
d’ailleurs toucher aux accents. Donc, en effectuant ces change
ments dans la valeur de x, on doit trouver celle de y. Une re
marque analogue s’applique aux cas que je traiterai tout à l’heure.
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Si l’on veut vérifier ces valeurs, il suffit de les substituer dans 

les deux équations. Par exemple, en effectuant celte substitution 
dansja première, il vient

«W — bk') + b{ak' — ka') 
ab'—ba’ “

{ab' — ba') k + {ab— ba) k'_ ,
ab' — ba' ’

k = k.
127. Considérons maintenant trois équations générales entre 

trois inconnues. On peut les représenter ainsi
ax -f- by -j- cz — k, 
a'x -\-b'y -j-c's =k', 
a"x + b"y + c"z = A".

Après avoir multiplié la 1" par une indéterminée m, et la 2e par 
une indéterminée n, ajoutons-lcs; puis, de la somme, retranchons 
la 3e. Dans l’équation résultante, on pourra faire disparaître deux 
inconnues, en disposant des deux indéterminées de manière que 
les multiplicateurs de ces inconnues deviennent zéro; et ensuite 
on en tirera la valeur de l’inconnue restante. L’équation résul
tante dont il s’agit est

{am -|- a'n — a!') x -j- {bm -j- ô’n — b") y -j- {cm -f- c'n — c") z
= km A'n — A".

Si on veut faire disparaître y et -, il faudra déterminer m et n 
par les deux équations

bm -f- b'n = b", cm + c'n = c" ;
et l’on aura

km 4- k'n — A"——- 1________ ,
am -|- an — a"

Les deux équations qui déterminent m et n se déduisent évidem
ment des deux équations générales traitées dans le numéro pré
cédent, en y remplaçant

les lettres x, y, a, b, k, a', b', k', 
par m, n, b, b', b", c, c', c";

donc, pour avoir m et n, il suffit d’opérer les mêmes changements 
dans les formules qui terminent le numéro cité. De cette manière 
on a

c'b' — b'd' bc" — cb".
m— bc' — cb' ’ n~~ bc' — cb' ’
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et en mettant ces valeurs de m et de n dans celle de x, il vient

k (c'b" — b'c'') + // (bc" — cb") — kJ' (bc' — cb') 
X~ a (c'b" — b'c") + a' (bc" — cb") — a!' (bc' — cb')'

Pour trouver y on fera disparaître x et z en posant

am + a'n = a", cm. -f- en — c".

La comparaison de ces deux équations avec celles du numéro 
précédent donne 

c’a" — a'c"
ac'— ca' ’

ac" — ca" 
ae' — ca'nm =

et par suite on trouve
_ k (c'a!' — aie") 4- k' (ac" — ca") — k" (ac' — ca’) 

b (c'a" — a'c") -f- b' (ac" — ca") — b" (ac1 — ca')'
Enfin pour connaître.z, on posera 

am -J- a'n = a", bm b'n — b" ;
de là on tirera

ab" — ba". 
ab'— ba! ’

et par suite il viendra
___k (b'a" — a'b") + k' (ab" — ba") — k"(ab' — ba') 
“ c(b'a" — a'b") + c' (ab" — ba") — c" (ab' — ba')

En effectuant les multiplications indiquées dans les valeurs de 
x, y, z, et en changeant les signes du numérateur et du dénomi
nateur dans la première et dans la dernière, on pourra écrire ces 
trois valeurs comme il suit :

r = kb'C"~ kc'b" + Ck'b" ~ bk'C” + bc''"' ~ Cb'k"
— ab'c" — ae'b" -f- ca'b" — ba'd' bc'a!' — cb'a" ’

; _ ak'c" — ae'k" 4~ ca'k" — ka'c" -|- kc'd' — ck'a"
J ab'c" — ae'b" -f- ca!b" — ba c" -f- bc'a" — cb'a" ’

_ _ a b'/!' — ak'b" -j- ka'b" — ba'k" -f- bk'a" - kb'a 
ab'c" — ae'b" -f- ca'b" — ba'c" bc'a" — cb'a "'

Pour vérifier ces valeurs, il sera plus commode de les prendre 
telles qu’elles étaient d’abord, avant d’effectuer lesmultiplications. 
Si, par exemple, on fait les substitutions dans la première équa
tion, et qu’on ait soin de changer les signes de la valeur de y, 
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afin d’avoir un même dénominateur pour les trois inconnues, il 
vient

\a(c'b"— b’c") — b(c'a! — a'c") 4- c(b'a!'— a'b"fik
4- — cb" ) — b(ac" — ca!' ) + c(ab" — ba!' )]//
— [«(6c' — cb' ) — b(ac' — ca' ) + c(ab' — ba' )]/,:" 

a(c'b"— b'c") + a'(bc"— cb" ) — a"(bc'— cb' = D’

Dans celte égalité on reconnaît, à la simple inspection, que les 
multiplicateurs de k' et de k" se réduisent à zéro, et que celui 
de k n’est autre que le dénominateur même; donc l égalité se 
réduit à k—k, et la vérification est opérée. Celle des deux autres 
équations se ferait d’une manière toute semblable.

Ces vérifications ne sont pas ici sans importance : car, pour 
arriver aux valeurs générales de x, y, z, on a employé des va
leurs de m et n qui renferment des dénominateurs; et par con
séquent on pourrait craindre que, dans les cas où ces dénomina
teurs deviendraient nuis, les valeurs de x, y, z-, ne fussent en 
défaut. Mais la vérification écarte tous les doutes.

128. Considérons encore les quatre équations générales

ax -|- by -f- ez 4~ du = k, 
a'x 4- b'y -|- c'z 4- d'u = k', 
«’4 4- b"y 4- c" z 4- d"u = k", 
a"’x -f-b'"y -j- e'"z 4- d'"il — k"'.

En multipliant les trois premières par trois indéterminées 
m, n, p, puis les ajoutant, et retranchant la quatrième, on a une 
équation de laquelle on fera disparaître trois inconnues en égalant 
à zéro les multiplicateurs de ces inconnues. Il vient ainsi trois 
équations pour déterminer les valeurs de m, n, p; et alors au 
moyen de ces valeurs on aura celle de l’inconnue restante.

129. Ces calculs ne sauraient offrir aucune difficulté et peuvent 
s’étendre à tant d’équations qu’on voudra. Mais en observant avec 
attention la composition des formules trouvées précédemment 
pour deux ou pour trois équations, on a découvert des règles 
générales au moyen desquelles on peut obtenir sans calcul les 
formules qui conviennent à un nombre quelconque d’équations.

Première règle. Avec les deux lettres a et b formez les arrange
ments ab et ba, puis interposez le signe — entre eux, on aura

ab — ba.
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S’il n’y avait que deux équations à résoudre, on mettrait un ac
cent à la deuxième lettre de chaque terme, et le résultat ab'—ba' 
serait le dénominateur commun des valeurs de x et de y.

S’il y a trois équations, on fera passer la troisième lettre c à 
toutes les places dans chaque terme de l’expression ab — ba. En 
ayant soin d’alterner les signes, ab donnera abc — acbcab; de 
même —ba donnera — bac-\-bca—cba: par conséquent il viendra 

abc — acb -|- cab — bac -j- bca — cba.
Alors on mettra un accent à la 2e lettre de chaque terme, et deux 
à la 3’ : on aura ainsi le dénominateur commun de x, y, z.

S’il y a quatre équations, on prendra la lettre d, qui sert de 
coefficient à la quatrième inconnue u, et on la fera passer à toutes 
les places dans chaque terme du sextinome ci-dessus; on aura 
soin d’alterner les signes dans les termes fournis par chacun 
d’eux, en commençant par -f- pour ceux qui viennent d’un terme 
précédé du signe -j-, et par — pour ceux qui viennent d’un terme 
précédé du signe — ; enfin on mettra un accent à la 2e lettre, 
<leux à la 3', et trois à la 4“. On aura ainsi le dénominateur 
commun des quatre inconnues x, y, z, u.

S’il y a un plus grand nombre d’équations, on continuera de 
la même manière.

Deuxième règle. Quel que soit le nombre des équations, les 
numérateurs des inconnues pourront se déduire de leur déno
minateur commun; et, à cet effet, il suffira d’y remplacer, sans 
loucher aux accents, la lettre qui, dans les équations, sert de 
coefficient à l’inconnue qu’on veut trouver, par la lettre k qui 
représente le terme connu placé dans le second membre. Ainsi, 
on changera a en k pour avoir le numérateur de x; b en k pour 
avoir celui de y, etc.

Les deux règles que je viens d’exposer se vérifient sur les for
mules trouvées pour deux et pour trois équations; mais une dé
monstration est nécessaire pour prouver qu elles s’étendent à 
tous les autres cas. Je vais rapporter, à quelques changements 
près, celle qu’a donnée Laplace, Mémoires de l’Académie des 
Sciences, année 1771.

Démonstration des règles précédentes.

150. Je supposerai qu’on ait n équations du 1" degré à n incon

nues; et, suivant la notation employée jusqu’ici, je représenterai 
ces équations ainsi :

ax -f- by cz -|- du +. 
a'x -j- b'y -J- c'z -}- d'u -f-. 
a"x+ 6"y-|-c'ù-|-d"w+.

= *',
= **',
= *",

Les points placés après un terme tiennent lieu des termes qui doi
vent venir après lui ; et pareillement les points écrits au-dessous 
de la 4e équation remplacent celles dont elle doit être suivie.

Je nommerai R la quantité qu’on forme d’après la première 
règle, dans le cas de ces équations ; el je vais présenter à l’égard 
<le cette fonction plusieurs remarques sur lesquelles repose la 
démonstration.

1° Par la manière même dont la fonction R est composée, il 
est évident que l’ensemble de ses termes, abstraction faite des 
signes et des accents, renferme les différents arrangements 
qu’on peut former avec les n lettres a, b, c, d,... qui servent 
de coefficients aux inconnues x, y, z, u..., en écrivant ces n 
lettres les unes à la suite des autres, et en les changeant d’ordre 
de toutes les manières possibles.

2° 11 est évident aussi que dans chaque terme de R il y a une 
lettre sans accent, une lettre avec un accent, une lettre avec deux 
accents, et ainsi de suite.

3° Les termes affectés du signe + sont ceux où, en compa
rant chaque lettre avec chacune de celles dont elle est suivie, on 
trouvera que les inversions alphabétiques sont en nombre pair; 
el les termes affectés du signe — sont ceux où le nombre de ces 
inversions est impair. Par exemple, si un terme contenait quatre 
lettres rangées dans l’ordre dacb, comme il renferme trois inver
sions par rapport à d, et une par rapport à c, ce qui fait quatre 
inversions en tout, il devrait avoir le signe -f-.

Lorsqu’il n’y a que deux inconnues, la vérité de cette remarque 
esl évidente : car alors, en faisant abstraction des accents, R est 
ab — ba. Si on fait passer la lettre c à toutes les places dans ab, 
le 1" terme abc n’aura point d’inversion, le 2' acb en aura une, 
et le 3e cab en aura deux : aussi le 1er est-il précédé de -j-, le 2e 
<le —, elle 3" de +• Quant à — ba, le 1" terme qu’il fournira 
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n’aura pas plus d’inversions que ba, le 2e en aura une de plus, 
cl le 3e en aura deux : aussi le 1er esl-il précédé de —, le 2e de 
et le 3” de —. Si on fait encore passer la lettre fl à toutes les 
places dans chacun des six termes qu’on vient de former,comme 
chacun de ceux-ci est composé des lettres a, b, c, qui précèdent d 
dans l’alphabet, on ne changera pas le nombre des inversions en 
mettant d à la fin d’un terme: aussi alors le signe reste-t-il le 
même. En avançant d d’un rang vers la gauche, il y aura une 
inversion de plus : aussi le signe change-t-il. En l’avançant en
core d'une place, il s'introduit une nouvelle inversion, et il vient 
un nouveau changement de signe. Ainsi de suite.

4° Dans la fonction R, deux termes qui, abstraction faite des 
accents, ne diffèrent l’un de l’autre que par un simple échange 
entre deux lettres, doivent avoir des signes contraires. En effet, 
supposons que ces deux termes ne soient différents que par 
l’échange de a et c, tels que sont les termes ad'b"c"’ et cd'b"d" : 
pour déduire le second du premier, on peut imaginer que la 
lettre a passe successivement après chacune des lettres qui la 
suivent pour venir se placer après c, et qu’alors la lettre c à son 
tour remonte successivement jusqu’à la place qu’occupait a. Par 
là l’échange des deux lettres « et c se trouvera effectué. Or, 
chaque déplacement successif amène évidemment une inversion 
de plus ou de moins, et par conséquent aussi un changement de 
signe; d’un autre côté, la lettre qui descend doit parcourir une 
place de plus que celle qui remonte : donc, définitivement, les 
deux termes doivent être de signes contraires.

5° Si, dans la fonction R, l'on ajoute ou I on supprime un égal 
nombre d'accents à toutes les lettres semblablement accentuées , 
la fonction R deviendra nulle d’elle-même. Pour fixer les idées, 
supposons qu'on remplace partout b', c',... paru'", à'", c",... 
et que l'on considère en particulier le terme qui contient «'et c'". 
Puisque Ions les arrangements qu’on peut faire entre lesn lettres 
«, b, c,... se trouvent dans R , il doit y en avoir un qui ne diffère 
de celui que nous considérons que par le changement de a' en c' 
et de c'" en a'"; donc, lorsque dans R on remplace «', b', c’,... 
para'", b’", c"’,... ces deux termes deviennent égaux. Mais, en 
vertu de la remarque précédente, ils doivent avoir des signes con
traires; donc ils se détruisent. Le même raisonnement s’applique 
à chaque terme de R ; donc R doit devenir zéro.
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Maintenant revenons aux équations [1], Comme toutes les let

tres «, b, c,... se trouvent dans chaque terme de R, et chacune 
avec un nombre différent d’accents, on pourra mettre R sous ces 
différentes formes

R=A« + A'a' + A"a"+...,
R = B&4-B'à' + B'7/ + ...,
R = (>-]_ C'a' -j-CV-f-...,

A, A, A",... désignant des quantités qui ne contiennent plus la 
lettre a; B, B', B",... désignant des quantités qui ne contiennent 
plus la lettre Z»; C, C', C",... désignant des quantités qui ne con
tiennent plus c; et ainsi de suite. Il résulte de là qu’en formant, 
d’après les règles énoncées, les valeurs de a*,  y, z, on devra avoir

_ Mc -]- A'A' + AV +... BZ- + B'Z:' + BV +...
R , !/— ~ r
_CZ: + C7.:' + C"Z"4- ...

— R ’ .......
Toute la question se réduit donc à démontrer que ces valeurs sa
tisfont aux éq. [IJ.

Substituons-les d’abord dans la première : elle devient

,.an A«4-Bà-H> + ... , , A'«4-B’6 + C'c + ... „L2J R----------- Z, +------------ ïï------------ Z-

+ AM-B"à + C"c + ...^ + et(.=^

Observons que Aa contient tous les termes de R où se trouve 
le facteur a, que Bô contient tous ceux où se trouve b, que Ce 
contient tous ceux où se trouvée, etc., donc R=Aa-j-Bè-j-Cc-f-... 
En répétant un semblable raisonnement, on reconnaît que la fonc
tion R peut encore s’écrire sous ces différentes formes,

R = Aa -{- B b -f- Ce —...,
R =A'a' 4-B'à’ 4-C’c' + ...,
R = A"a" -J- BV H- C"c" + ..., 
etc.

Cela posé, il est évident que, dans l’éq. [2], le premier numé
rateur est égal à R, et que les suivants ne sont autre chose que la 
quantité R où l’on aurait mis a, b, c,... à la place de a', b', c', ou 
<le a", ô*,  c"..., etc. Donc, en vertu de la 5e remarque, ces derniers 
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numérateurs sont nuis d’eux-mêmes; el par suite l’éq. [2] se ré
duit à k = k. Donc les valeurs de x, y, z,... satisfont à la lre des 
éq. [1]. Il est clair que la même vérification a lieu sur les autres 
équations; et l’exactitude de ces valeurs est ainsi démontrée.

Discussion des formules fournies par les équations générales du 1er degré.

151. Dans les cas où le dénominateur commun des valeurs gé
nérales des inconnues se réduit à zéro, on ne voit plus comment 
les équations données peuvent être vérifiées : je me propose d’exa
miner ici ces cas particuliers.

Reprenons les deux équations
[1] ax -f- by ~ k,
[2] a'x + b'y=k', 

d’où l’on tire les formules
_ kb' — bk' _ ak' — ka' 

X ~ ab' — ba'' y ~ âb~ba''
1

Premier cas particulier. Supposons que le dénominateur soit 
zéro, sans qu’aucun des numérateurs le soit. Alors on a

ab' — ba' = O, kb' — bk'
0 ?/ =

ak' — ka'
0

x

Les valeurs de x et de y sont donc infinies : c’est-à-dire que, pour 
satisfaire aux deux équations données, elles doivent surpasser 
toute grandeur assignable.

° ab'
I)c l égalité ab' — ba' == 0, on lire a' = — ; et par suite l'équa

tion [2], en y mettant cette valeur, devient

d’où b\ax -f- by) = bk'.

Le premier membre n’est autre que celui de l’éq. [1] multiplié 
par b'\ donc il faudrait que la même relation eût lieu entre les se
conds membres, pour que des valeurs de x et de y pussent véri
fier à la fois les éq. [1] et [2]. Donc on devrait avoir bk' = kb' ou 
kb' — bk' = 0 ; donc le numérateur de x serait égal à zéro, ce qui 
est contraire aux hypothèses.

De cette manière, l’impossibilité de trouver des valeurs de x cl 
de y qui satisfassent aux deux équations à la fois est bien en évi
dence; mais elle est encore mieux caractérisée par les valeurs in
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finies, lesquelles, tout en montrant cette impossibilité , font voir 
de plus qu’elle vient de ce que les valeurs des inconnues sont trop 
grandes pour être assignées. Et, en effet, on peut imaginer que 
ab'— ba' soit d’abord une très-petite quantité. Alors les valeurs 
de x et de y seraient très-grandes, mais elles satisferaient toujours 
aux équations, donc, au moment où ab' — ba' devient zéro, si 
on ne peut plus opérer directement de vérification sur les équa
tions, c’est uniquement parce qu’alors x et y surpassent toutes les 
grandeurs assignables (*).

Deuxième cas particulier. Supposons que le dénominateur soit 
nul en même temps que l’un des numérateurs : par exemple, 
qu’on ail

ab' — ba' — 0, kb' — bk' = 0.
Je dis d’abord que l’autre numérateur ak' — ka' est aussi égal à 
zéro. En effet, les deux égalités ci-dessus donnent 

et par suite il vient, pour l’autre numérateur,

ak' — ka' akb' akb' 
~b b~

Si d’abord on avait supposé ce numérateur égal à zéro, on aurait 
prouvé semblablement que celui de x doit aussi êlrc zéro.

De là il suit que, dans les hypothèses où nous sommes, on doit 
avoir

0 0
X = Q> y = ô'

Par eux-mêmes, ces symboles indiquent des quantités indéter
minées; je vais prouver, en remontant aux équations, qu’il doit 
en effet y avoir indétermination.

Substituons dans l’équation [2] les valeurs de a' et kJ trouvées 
plus haut, elle devient

ab' i v kb' „ , b' . . , x b' ,-x-\-by — —, d ou y(te-|-6y) = —A.

Alors on voit qu’elle peut se former en multipliant les deux mem-

(*)  Considérées par rapport à la question dont les équations expriment les con
ditions , les valeurs infinies sont quelquefois une véritable solution de celte ques
tion. L’application de l’algèbre à la géométrie en fournit des preuves nombreuses : 
entre autres exemples, je citerai celui où un angle est inconnu, et où l’on trouve 
pour sa tangente une valeur infinie ; il est clair qu’alors l’angle sera droit.
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lires de l’éq. [1] par donc tonies les valeurs de x et y qui sa

tisfont à l’une des deux équations doivent aussi convenir à l’autre. 
Or, si on donne à x successivement telles valeurs qu’on voudra 
et qu’on les substitue dans l’éq. [1], on pourra, de cette équation, 
tirer les valeurs correspondantes de y; et de cette manière on 
aura toujours des solutions qui conviendront à cette équation. 
Donc, puisqu’elles doivent aussi convenir à la seconde, on est en 
droit de conclure que les équations proposées admettent une in
imité de solutions. Ainsi, c’est avec raison que les formules de 
l’algèbre donnent alors des valeurs indéterminées.

Toutefois il faut' bien remarquer que l'indétermination ne va 
pas jusqu’à permettre de prendre telle valeur de x et telle valeur 
de y qu’on veut : car l’explication précédente montre que l’une 
des inconnues doit toujours se calculer au moyen de l’autre.

Le cas actuel comprend celui où l’on aurait k = O, k' = o, 
ab' — ba' — O : car alors a? et y deviennent g. Si l’on remonte aux 
équations proposées, elles se réduisent à celles-ci,

ax -j- by — 0, a'x b'y — O.
Elles donnent respectivement

a a'y = -6x, y^-¥x.

Or, de l’hypothèse «6' — 6a'==0, on tire = y ; donc les deux 

valeurs de y sont égales quel que soit x, cl par conséquent il y a 
véritablement indétermination.

Cependant il est à remarquer que si on prend le rapport de y 
à x il sera déterminé : car on a

y  a __ a
x b b''

Sans la condition = les valeurs de y n’eussent été égales 

qu’en faisant x — 0 ; par suite on aurait eu y — 0, et le rapport 
de v à x n’aurait plus été déterminé.

. , , . , , , «6'
Dans ce qui précédé, on s est servi des valeurs « = -y >k — ■>

et par conséquent on a admis tacitement que le coefficient b était 
différent de zéro. On pourrait aussi considérer les cas où il est nul ; 
mais je laisserai ces détails de côté.
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132. Dans la discussion précédente j’ai considéré certaines for

mes singulières que prennent les valeurs générales de x et y, et 
je me suis attaché à rendre évidents, sur les équations proposées 
elles-mêmes, les résultats indiqués par une exacte interprétation 
de ces formes. Une discussion analogue peut s’établir pour les for
mules relatives à plus de deux équations; mais, quand on cherche 
à mettre en évidence, dans les équations proposées, les cas d’im
possibilité ou d’indétermination indiqués par les formules, on 
rencontre des calculs plus difficiles, auxquels je crois peu utile de 
m’arrêter. Je me bornerai à placer ici des observations dont l’ob
jet est de prémunir contre quelques fausses conclusions dans les
quelles un jugement précipité pourrait peut-être entraîner.

Dans le numéro précédent, on a pu remarquer que les incon
nues x et y devenaient à la fois toutes deux infinies, ou toutes 
deux indéterminées. Or, une première erreur que l’on pourrait 
commettre serait de juger par analogie que, si au lieu de deux 
équations on en avait plusieurs, les valeurs des inconnues de
vraient aussi devenir à la fois toutes infinies, ou toutes indéter
minées. Supposons, par exemple, qu’il s’agisse des trois équations 

ax -j- by -j-cz — k, 
a'x -j- b'y -j- c'z — k', 
a!'x-\-b"y-\-c"z.^k".

Le dénominateur commun de x, y, s, est R =ab'c"—ac'b"-j- ca'b" 
— ba'c"-j- bc'a'— cb'a"-, et il peut s’écrire de ces trois manières,

R = a {b' c" — c'b") -j- a' {cb" — bc") -j- a" (6c' — c6'), 
R = b {c'a" — a'c") 4- b' {ac" — ca") 4- 6" {ca' — ac'), 
R = c{a’b"—b'a") 4- c' {ba"—ab") 4- c"{ab' — 6a').

Posons
6'c" = c'6", c6"=6c".

De ces égalités on déduit bc' = cb', et par conséquent R devient 
zéro. Alors le numérateur de x, qui se forme de R en changeant
а, a', a", en k, k', k", devient zéro aussi. Mais comme le numé
rateur de y se forme en mettant k, k', k", dans R, à la place de
б, 6', 6", il n’y a aucune raison pour que ce numérateur devienne 
zéro, à moins qu’on n’établisse quelque nouvelle hypothèse. La 
même chose peut se dire de celui de z. Ainsi la valeur de x peu! 
prendre la forme indéterminée tandis que les valeurs de y et = 
seront infinies.

8
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Mais, relativement à cette forme indéterminée, une autre erreur 

est encore à éviter : car il peut se faire (124) que l’indétermina- 
lion ne soit qu’apparente. Pour en mieux juger, on n’aura d’abord 
égard qu’à la seule relation

b'c" = c'V, d’où c" = ^.

A cet effet, on substituera cette valeur de c" dans la valeur géné
rale de x. Alors on reconnaîtra que le facteur bc' — cb', est com
mun au numérateur et au dénominateur. Or, par les hypothèses, 
ce facteur est zéro ; c’est donc sa présence qui produit l’indéter
mination, et en le supprimant, on aura la vraie valeur de x, la
quelle cessera d’être indéterminée, à moins qu’on ne joigne quel
ques nouvelles hypothèses aux hypothèses déjà faites.

CHAPITRE VIF.
ANALYSE INDÉTERMINÉE DU 1" DEGRÉ.

Résolution de l’équation ur + by — c en nombres entiers.

155. Si on propose de résoudre une équation du 1er degré à 
deux inconnues x et y, on peut donner à l’une d’elles telle valeur 
qu’on veut, et l’équation fait connaître une valeur correspondante 
de l’autre inconnue. Par là on voit que l’équation admet un nom
bre infini de solutions; et, pour cette raison, les deux inconnues 
prennent alors assez ordinairement le nom indéterminées. Le 
nombre des solutions ne sera plus autant illimité, si on exige que 
les valeurs de x et de y soient entières ; et il le sera moins encore 
si on veut qu elles soient à la fois entières et positives. Des condi
tions de cc genre ne peuvent pas s’exprimer par des équations : 
je vais montrer comment on y a égard.

154. Je ramènerai d’abord l’équation à la forme
ax -j- by = c,

a, b, c étant des nombres entiers quelconques, positifs ou néga
tifs; et comme les facteurs communs à la fois à ces trois nombres 
pourraient être supprimés, je supposerai qu’ils l’ont déjà été.

Cela posé, je ferai remarquer dès à présent un cas où il est im

possible de satisfaire à l’équation avec des valeurs entières de x et 
de y : c’est celui où, après la suppression dont on vient de parler, 
a et b auraient encore un facteur commun. En effet, quelques 
valeurs entières de a; et de y qu’on substitue alors, le premier 
membre sera divisible par le facteur commun à a et à b, tandis 
que le second ne le sera point; par conséquent l’égalité est impos
sible. C’est pourquoi je regarderai toujours dans la suite « et b 
comme premiers entre eux. On n’exigera pas d’abord que x et y 
soient entiers positifs, mais entiers seulement.

155. Pour le moment, la question est donc celle-ci : Étant 
donnée l’équation

[1] ax-\-by = c,
dans laquelle a, b, c sont des nombres entiers quelconques dont 
les deux premiers n’ont aucun facteur commun, on demande, 
pour a: et y, tous les systèmes de valeurs entières qui satisfont à l’é
quation. Je ferai le raisonnement comme si a et 6 étaient positifs, 
mais on apercevra sans peine qu’il s’applique aux autres cas.

La question serait sans difficulté si le coefficient d’une incon
nue, de y, par exemple, était égal à l’unité. L’équation donnerait 
sur-le-champ y = c — ax, et il est évident qu’en prenant pour x 
un nombre entier quelconque, la valeur correspondante de y se
rait aussi entière.

Supposons que ni a ni b ne soit égal à 1, et que b soit <«. De 
l’équation on tire d’abord

c — ax

Divisons a par b, nommons q le quotient, et r le reste; on aura 
a = bq + r, et par suite

y —------d~—•• ' = — ?•» +
c — rx

b
On veut que x et y soient des nombres entiers ; or, en donnant 
îix une valeur entière quelconque, la partie —qx sera entière; 
donc, pour que y ait aussi une valeur entière, il faut chercher 

les valeurs entières de x propres à rendre - ~ rx égal à un nom

bre entier. A cet effet, posons l’équation

[2] L—_—=t ou rx + bt = c,

t désignant une nouvelle indéterminée; la question sera réduite à
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résoudre celle équation par des valeurs entières de x et de /. Si 
le reste r était égal à l’unité, la recherche serait donc terminée.

Supposons r > 1 : on résoudra l’équation ci-dessus par rapport 
à x, dont le coefficient est moindre que celui de t, et on aura 

c — btx =------- .r
En nommant q' le quotient de b par r, et r' le reste, il viendra

c —+ , c — r't.
-------- - --------=—+

et comme l doit être un nombre entier, on voit qu’il faut choisir 

ce nombre de manière que 
pourquoi l’on pose 

c — r't
r

Q___
------- soit un nombre entier. C’estr

t' ou r't — c,[3]

t' étant une nom elle indéterminée; et la question est réduite à 
résoudre cette équation par des valeurs entières de t et l'. Toute 
recherche serait donc terminée si l’on avait r' = 1.

Mais soit r'> 1 : la dernière équation donnera
_ c — rt'l -- .r

d’où, en nommant q" le quotient de r par r', et r"le reste, on aura 
t = =_ ,t. , c-r'r

r' r'
On posera de nouveau

[4] c—M_ _ („ ou
r

t" étant encore une nouvelle indéterminée; et l’on aura à cher
cher les solutions entières de cette dernière équation.

La marche du calcul est maintenant assez claire ; on voit que la 
question devra être regardée comme résolue dès qu’on parvien
dra à une équation dans laquelle une indéterminée aura pour coef
ficient l’unité. Or, c’est ce qui ne peut manquer d’arriver : car les 
coefficients r, r', r",... qui entrent dans les équations auxiliaires 
[2], [3], [4],... sont les restes successifs qu’on obtient en opérant 
comme si on cherchait le plus grand commun diviseur de a et b.

Pour fixer les idées, supposons r"= 1 : l’éq. [4] donne
[5] /' = —r7"-|-c.
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Les raisonnements par lesquels on est passé ont montré que t, t', t", 
devaient être des nombres entiers. Ici on voit qu’en donnant à t" 
telles valeurs entières qu’on voudra, t'sera toujours entier; et dès 
lors il est clair que les indéterminées précédentes, en remontant 
jusqu’à x et y, seront aussi entières. Ainsi l’équation proposée 
admet une infinité de solutions en nombres entiers (*).

Mais on peut se dispenser de calculer les indéterminées inter
médiaires t et t' ; car il est facile d’avoir des formules générales 
qui expriment immédiatement en fonction de t " les indéterminées 
primitives x et y. Pour y parvenir, remarquez que les valeurs de 
x, y, t et t’, à cause des éq. [2], [3], [4], [5], peinent s’écrire ainsi, 

y = — qx + t, 
X~ — qt, +<’, 
l =-q"t'-\-t", 
t' — — r't"-\-c;

et alors on voit qu i! faut substituer la valeur de t'dans celle de t ; 
puis celles de t et t', exprimées en t,", dans celle âex; puis enfin 
celles de x et t, aussi exprimées en t", dans celle de y.

Le succès de la méthode précédente est fondé sur la diminution 
progressive que la division opère dans les coefficients des indéter
minées; mais rien n’empêche de diviser aussi le terme constant 
qui se trouve dans les équations successives, lte cette manière, le 
calcul renfermera des nombres moins considérables, et cet avan
tage n’est pas à négliger.

156. Pour exemple, soit l’équation 
3#—8y = 43.

Comme le multiplicateur de x est ici moindre que celui de y, 
c’est par rapport à x que je résous l’équation : il vient

8? + 43

(*)Si  a el b n’élaieul point premiers entre eux, l’impossibilité d’avoir des va
leurs entières pour x el y serait mise en évidence par la méthode même. En 
effet, alors dans la suite des restes r, /, r",.... il y en a un qui divise exacte
ment le précédent, et qui est le plus grand commun diviseur de a el b : suppo
sons que ce soit r", et qu’on ail r'^fcr". L’éq. [4] donnera 

el de là on conclut qu’il n’existe aucune valeur entière de t" qui rende t' entier, 
à moins que r" ne divise aussi c. C’est précisément le cas d'impossibilité qui a 

déjà été remarqué (434).
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En divisant 8 par 3 on trouve le quotient 2 avec le reste 2, et en 
divisant 43 par 3, on trouve le quotient 14 avec le reste 1 ; donc 
on a

« = 2?/+14 + ^t2 = 22/ + 14 + r,

en posant 2y 4-1 = 31
De celte équation on tire 

en remarquant que 3 = 2x14-1, et en posant
t — \=z1t".

Comme dans cette équation le coefficient de t est l’unité, on aura 
t = 1t’ 4-1,

et l’on pourra donner à t'toutes les valeurs entières possibles.
Au moyen de cette valeur on trouve 

y=«4-f=2;'4-i4-f=3<'4-i; 
puis, en remontant à x, il vient

37 — 2y4-144- t = 2(3<'4- 1)4- 14 4- 2<'4- l=8i'4-17. 
Ainsi, les formules qui expriment y et x, en fonction de f, sont 

y = 3f4-l, a? = 8f'4-17.
En donnant à t'les valeurs t' = O, 1, 2,3,... on trouvera

y = 1, 4, 7,10, etc.
x =17,25,33,41, etc.

On peut aussi donner à /'les valeurs négatives —1, —2, —3, etc.
157. Dans l’exemple ci-dessus, les valeurs de y et de x for

ment deux progressions arithmétiques, dont la première a pour 
raison le nombre 3, coefficient de x dans l’équation proposée; et 
dont la seconde a pour raison le nombre 8, qui est le coefficient 
de y pris avec un signe contraire. On pourrait reconnaître que 
cette proposition est générale, en effectuant les substitutions suc
cessives dont il a été parlé à la fin du n° 133; mais la démonstra
tion suivante est préférable.

Par l’analyse du numéro cité, on est certain que l’équation
[1] ax-\-by — c

doit admettre une infinité de solutions entières, quels que soient 
les signes et les grandeurs des nombres a et b, pourvu qu’ils 
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soient premiers entre eux. Supposons qu’une de ces solutions 
soit x = A, y — B-

Ces nombres devant satisfaire à l’équation [1], on aura
«A 4- 6B = c.

En retranchant cette égalité de l’équation [1], il vient
a(x — A) 4*  b(y — B) = 0;

(*) Si un nombre divise un produit de deux facteurs, et s’il est premier par 
rapport ù l'un d’eux, il devra diviser l’autre. On peut regarder cette proposi
tion connue connue par l’arithmétique; et d’ailleurs elle sera démontrée plus 
loin, chapitre XII.

et de là on tire y = B 4- a^A~—

Les valeurs de x doivent être entières, et telles que y soit aussi 
un nombre entier; donc le produit a(A — x) doit être divisible 
par b. Or a esl premier avec b ; donc A — x doit être un multiple, 
de b (*).  On posera donc

A—x = bt,
t désignant un nombre entier quelconque; et par suite on aura

a? = A— bt, y = ]5-\-at.
Ces formules mettent en évidence la loi des valeurs qu’on ob

tient pour x el y, quand on donne à t successivement toutes les 
valeurs entières. Si on prend t = 0, 1,2, 3,... il vient

a? = A, A — b, A—26, A — 36, etc., 
y — B, B -J— a, B 4- 2 a, B 4- 3a, etc., 

et si l’on prend t = — 1, — 2, — 3,... il vient
jc = A-|-6, A4-26, A4-36, etc., 
y = B— a, B—2a, B — 3a, etc.

En général quand l croit d’une unité, y augmente de a, el x 
augmente de —6. Donc les solutions entières de l’équationta.-^bj=c 
sont les termes correspondants de deux progressions arithmétiques. 
Dans la progression relative à chacune des indéterminées x et y, la 
raison est égale au coefficient de l’autre indéterminée. Mais il faut 
avoir soin de prendre l'un de ces coefficients avec le signe qu’il a 
dans l’équation, et l'autre avec un signe contraire.

Il est d’ailleurs tout à fait indifférent que ce soit le coefficient
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(le x ou celui de y qu’on prenne avec un signe contraire; car, 
clans les formules qui expriment a; et y, on peut changer les signes 
des termes -\-bl et —at, attendu que l’indéterminée t peut rece
voir toutes les valeurs possibles, positives et négatives.

158. La proposition qu’on vient de démontrer donne le moyen 
d'obtenir sur-le-champ toutes les solutions entières d’une équa
tion de la forme ax-\-by = c, dès qu’on en connaît une seule. 
Ainsi, l’équation

7a; —5y = 9
étant proposée, on reconnaît, après quelques tâtonnements, 
qu’elle est satisfaite par a;=2, y = l; et dès lors en observantque 
4-7 et —5 sont les coefficients de a? et de y dans l’équation, on 
pourra poser les formules générales

a? = 2-f-5Z, y = l-|-7L
En faisant Z = 0, 1,2, 3, ... et t = — 1, — 2, — 3,... on aura les 
solutions de l’équation.

139. Dans l’équation générale supposons c = 0, elle devient 
ax by = 0 ;

et comme alors elle admet évidemmenl la solution x=0 et y=0, 
les formules générales seront

x = bt, y =— al.
Si on veut trouver directement ces résultats, on tirera de l’équa

tion la valeur y =---- ; puis on remarquera que « et b étant

premiers entre eux, les valeurs entières de x qui rendent y entier 
doivent être multiples de b. Donc, t désignant un nombre entier 
quelconque, on doit avoir x — bt, et par suite y =— at.

Exemple: 31a;— 22y = 0;
on aura a. —22/, y = 31/.

140. Supposons c multiple de a ou de b. Soit c — bd : l’équa
tion à résoudre sera

ax -\-by = bd.
Elle a évidemment pour solution x = 0, y = d', donc les valeurs 
générales seront

a; = 6/, y = d—at.

De l’équation on peut tirer x = b(d—y) et de là on conclut
a
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que d — y doit être un multiple de «. On posera donc d — y — at, 
et par suite on retrouve les formules y = d — at, x = bt.

Exemple, soit l’éq. 5a;— 7y = 21 : ici la solution évidente de 
f équation est x — 0, y = — 3 ; et en conséquence les valeurs gé
nérales sont a; = 7/, y = — 3 —|— 5#.

141. .t’indiquerai encore deux simplifications qui se rencon- 
I rent quelquefois dans les calculs. Un exemple les fera comprendre. 
Soit l’équation.

80a:—17y = 39.
On en tire d’abord

80 a; —39 y —------------ .

Si on divise 80 par 17, on a 80= 17 x 4 + 12; mais comme le 
reste 12 surpasse la moitié du diviseur 17, je ferai remarquer 
qu’on peut écrire 80= 17 X (4 + 1) -f- 12 —17= 17 X 5 — 5. 
C’est-à-dire qu’en augmentant le quotient d’une unité, on aura 
un reste négatif moindre que la moitié du diviseur, ce qui opère 
dans les nombres une réduction plus rapide. Quant à la division 
de 39 par 17, elle donne 39= 17 X 2 -j-5, et il n’y a point lieu à 
changer le reste 5. En conséquence on aura

(17X5 — 5)x — 17X2 — 5 t „ 5a?4-5
’= ---------------- Î7---------------- =&C-2--------Î7-

Mais il se présente encore une autre simplification, laquelle ré
sulte de ce que 6 est facteur dans 5x -f- 5. En effet, ce numérateur 
se décompose en 5(x -j-1), et comme le dénominateur 17 n’a au
cun facteur commun avec 5, il s’ensuit que pour rendre le produit 
5(a;4- 1) divisible par 17, il faut prendre a; -j- 1 égal à un multiple 
quelconque de 17. C’est pourquoi l’on posera l’équation auxiliaire 

a; 4-1 = 17/;
et par suite on trouvera, x — Vit — 1, y = 80/—7.

Résolution de l’équation ax + bj/=c en nombres entiers positifs. — Application 
à des problèmes. — Remarques sur les inégalités.

142. Quand on veut résoudre l’équation ax -\-by — c en nom
bres entiers positifs, on commence par faire les calculs comme si 
les nombres devaient être entiers seulement ; et, d’après ce qui 
précède, on a pour x et y, des expressions de la forme

X = A — bt, y = ft-\-at.
Mais alors, au lieu d’attribuer à t toutes les valeurs entières
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possibles, on ne doit plus choisir que celles qui rendent a? et y po
sitifs. De là résulte pour t certaines limitations qui sont toujours 
faciles à déterminer.

En premier lieu, considérons le cas où « et b sont de même 
signe dans l’équation

ax f- by=.c.
•le les supposerai positifs, parce que, s’ils étaient négatifs, on pour
rait les rendre positifs en changeant tous les signes de l’équation. 
Je supposerai aussi c positif : autrement l’équation serait impos
sible en nombres positifs.

Écrivons les valeurs générales de a: et y sous cette forme,

pour rendre x positif, il faut et il suffit qu’on prenne t ; et 

pareillement, pour rendre y positif, il faut et il suffit qu’on 

prenne *> —• Donc, pour n’avoir que des solutions positives 

et entières, on ne devra attribuer à t que les valeurs entières 
comprises entre les deux limites 

z>=± t<~
t7> a ' C<~ b’

Toutefois il faut remarquer que les signes > et ■< n’excluent pas 
l égalité : c’est-à-dire que si la première limite, par exemple, était 
un nombre entier n, on pourrait faire t — n. La valeur correspon
dante de x serait x = 0.

De ce que t doit être entier et choisi entre deux limites, il s’en
suit que le nombre des solutions de l’équation doit être limité; et 
c’est ce qui est évident sur l’équation même. En effet, a et b étant 
positifs, si on substitue pour a; et y des nombres positifs, les deux 
termes ax-fby seront toujours positifs, et comme leur somme doit 
rester constamment égale à c, il est impossible qu’aucun des deux 
termes augmente indéfiniment.

Il se peut qu’il n’y ait aucun nombre entier entre les limites 
trouvées pour t : alors on conclura que l’équation est impossible. 
C’est ce qui arriverait si ces limites étaient resserrées entre deux 
nombres entiers consécutifs, comme sont celles-ci, et 
D ailleurs, elles ne pourront pas être contradictoires, comme, par 

exemple, 1>4| et l<3j:car il faudrait qu’on eût
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or, de là on tire aA-f- Z»B<0, et d’un autre côté, A et B doivent 
satisfaire à la relation «A + àB = c, dans laquelle c est positif.

En second lieu, considérons le cas où a et b ont des signes 
contraires. Supposons qu’il s’agisse de l’équation

ax — by = c, 
dans laquelle a cl b représentent deux nombres positifs. Alors les 
valeurs générales de x et de y sont de la forme

x — A.-^bt, y = B-\-at.
Or, on peut les écrire ainsi 

a7=6(/-=Tï)’ 

et sur-le-champ on reconnaît que, pour rendre x et y posilils, il 
faut avoir à la fois 

c’est-à-dire qu’on peut attribuer à t toutes les valeurs entières au- 
dessus de la plus grande de ces limites (sans exclure l’égalité, si 
cette limite est un nombre entier).

Par là on voit que l’équation ax — by=c, admet toujours un 
nombre infini de solutions entières et positives, tandis que l’équa
tion ax-\-by — c n’en a jamais qu’un nombre limité, et même 
peut n’en pas avoir du tout.

Appliquons ce qui précède à quelques problèmes.
145. Problème I. Une société d’hommes et de femmes a dépensé 

dans une fête 1000 fr. Les hommes ont payé 19 fr. et les femmes 
11 fr. Combien y avait-il d’hommes et de femmes?

Soit x le nombre des hommes et y celui des femmes : il faudra 
résoudre en nombres entiers positifs l’équation

[1] 19a?-f-lly = 1000.
En faisant les calculs comme dans le n° 156, et en profitant aussi 
des simplifications indiquées par le n° 141, j’ai successivement

1000 — 19a:
11 = 91— 1x i 3a: —1 „

j---- yj— =91 — Ix 1,
3a? —1 = 111,

x = 3
î—t=3r,
1 = 1 — 3/',
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Parvenu à ce point, je remonterai à a; et y, et il viendra
x = 4t-f-t' = 4(l — 3t')-ft' = 4—llt',

y = 91 — 2a? —{— # = 91 — 2 (4 — 11 # ') —|— ( l — 3 # ') = 8 4 +-19 # '.
Ainsi tes formules générales, qui expriment a? et y en #', sont 

a;=4 —11#', y = 84 + 19#'.
Pour que x soit positif, il faut et il suffit qu’on ait 11 #'<4 ou 

#'< + ; et pour que y soit aussi positif, il faut et il suffit qu’on ait 
19#' > — 84 ou #' > — 4-fs. Donc on devra prendre pour t'l une 
des valeurs suivantes :

#' = O, -1, —2, —3, — 4.
A ces valeurs correspondent

a;= 4, 15 , 26 , 37 , 48;
. ?/ = 84, 65, 46, 27, 8.

Le nombre des solutions est limité, et l’on devait s’y attendre, 
puisque dans l’équation [1] les termes en x et y sont de même 
signe. 11 y en a cinq en tout, savoir :

lresolution.. 4 hommes et 84 femmes,
2«
3e
4e

15 hommes el 65 femmes,
26 hommes et 46 femmes,
37 hommes et 27 femmes,
48 hommes et 8 femmes.

Remarque. D’après ce qui a été dit n° 158, il suffit de se pro
curer une seule solution de l’équation [1] pour former à l’instant 
les valeurs générales de x et y. Or si, après avoir trouvé plus haut 
t — 1 —3#', on fait #' = 0, et si on calcule les valeurs correspon
dantes # = 1, x = 4, y = 84, il est évident que les valeurs x—4, 
y = 84 doivent former une solution de l’équation; donc alors on 
pourrait poser immédiatement x — 4 —11#', y = 84 + 19#'.

144. Problème IL Avec des règles inégales, les unes de 5 déci
mètres et les autres de 7, on propose de faire, en les plaçant les unes 
à la suite des autres, une longueur de 23 décimètres.

Ce problème revient à résoudre en nombres entiers positifs 
l’équation

5a? + 7y = 23.
On en tire successivement

2 + 2y
5

= 5 —y —2Z.

1 + y — 5#, y — 5# — 1, x — 6 7 /. 
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Pour que y soit positif on doit faire #>{, et pour que x soit aussi 
positif il faut faire #<7. Comme il ne tombe aucun nombre entier 
entre | et on doit en conclure que le problème est impossible.

Remarque. L’équation aurait une infinité de solutions si l’on 
admettait des valeurs négatives pour l’une des inconnues. Par 
exemple, si on fait # = 0, on aura a? = 6, y —— 1. Celle solu
tion indique qu’en plaçant les unes à la suite des autres 6 
règles de 5 décim., el en portant ensuite sur la ligne ainsi 
formée une règle de 7 décim., il restera la longueur demandée 
23 décim. Cette interprétation rentre dans les règles générales 
déjà établies (102).

145. Problème III. Quelqu’un achète des chèvres et des moutons. 
Chaque chèvre lui coûte 8 fr., et chaque mouton fr. Il se trouve 
qu’il paye pour les chèvres 97 fr. de plus que pour les moutons. 
Combien y a-t-il de chèvres et combien de moutons?

Soit x le nombre des chèvres et y celui des moutons. Il faudra 
résoudre en nombres entiers positifs l’équation

8a? —27y = 97.
On en tire

3y + i
8

3y+ 1— 8#,

= 3y + 12 + #,

# + 1 = 3#', # = 3#'— 1.
En faisant #' = 0, il vient #=—1, y =— 3, a? = 2. Par suite, les 
valeurs générales de a; et de y sont a? = 27#' + 2, y = 8#' — 3.

Les valeurs de a; et de y devant être positives, ces formules 
montrent que #' doit être lui-même positif, et assez grand pour 
qu’on ait 8#'>3 ou #'>g. On peut donc donner à #' toutes les 
valeurs #'=1,2,3, etc., jusqu’à l’infini, et par conséquent on 
formera ce tableau

#'= 1, 2, 3, 4, etc.
a; = 29, 56, 83, 110, etc. 
y= 5, 13, 21, 29, etc.

Le problème admet, comme on voit, une infinité de solutions; 
et l’on doit répondre qu’il y avait 29 chèvres et 5 moutons, ou 
56 chèvres et 13 moulons, ou 83 chèvres cl 21 moutons, etc.
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146. Problème IV. Trouver un nombre tel qu'en le divisant 
par 11 il reste 3, et qu'en le divisant par 17 il reste 10.

En donnant à x des valeurs entières positives quelconques, 
tous les nombres dont la division par 11 laisse le reste 3 sont évi
demment compris dans la formule N=ll# -{-3.

Semblablement, en prenant y entier et positif, les nombres 
qui, divisés par 17, donnent le reste 10, sont compris dans la 
formule N = 17y + 10.

Par conséquent, la question consiste à résoudre en nombres 
entiers et positifs l’équation

[2] llo? + 3 = 17y +10.
En opérant comme dans le problème précédent, il vient

_ 17?/ + 7
~ 11

6y + 7
11

x

/ + 1 = 6/', t=St' — 1.
L’hypothèse f = 0 donne /=—1, y =—3, x =—4; et alors on 
conclut sur-le-champ,

x=17/' —4, y = ll/' —3.
On ne doit pas faire t’négatif, ni même t’ =0 : car x et y devien

draient négatifs. Mais on pourra faire t‘—\, 2,3, etc. jusqu’à l’infini.
Si l’on veut avoir des formules dans lesquelles on puisse donner 

à l’indéterminée toutes les valeurs entières positives à partir de 
zéro, il suffira évidemment de changer t’ en 1 + 0, 0 étant la nou
velle indéterminée. Alors on aura

x= 13176, y = 8—110.
Au moyen de ces valeurs on trouve

N=ll# + 3 = 11(13+170)+ 3 = 146+1870, 
N=17y+ 10 = 17( 8+ 110)+ 10= 146 +1870.

Ces deux expressions sont égales, et l’on devait s’y attendre, 
puisque l’éq. [2] a été formée en égalant les valeurs de N.

On voit qu’il y a une infinité de nombres qui remplissent lesdeux 
condit ionsde l’énoncé, et qu’ils sont tous représentés par la formule 

N = 146+ 1870, 
dans laquelle 0 est une indéterminée qui peut recevoir toutes les 
valeurs entières positives, en commençant par zéro.
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11 est d’ailleurs facile de s'assurer qu’elle satisfait à l’énoncé : 
c’est-à-dire que si on la divise par 11 le reste sera 3, et que si on 
la divise par 17 le reste sera 10. En effet, on a

^ = 170 + 13+1 et ^=110 + 8 + 12.

147. Problème V. Trouver un nombre tel qu’en le divisant 
par 11 il reste 3, qu’en le divisant par 17 reste 10, et qu'en te 
divisant par 37 il reste 13.

Dans le problème précédent, on a trouvé la formule des nom
bres qui remplissent les deux premières conditions. En mettant x 
au lieu de 0, cette formule est.... [3] N = 146 + 187#.

Mais pour que le nombre N remplisse la troisième condition , il 
doit être de la forme N = 37 y + 13 ; donc on a l’équation

37y+13 = 146+187#.
11 est bien entendu que x et y doivent être entiers et positifs.

Il viendra d’abord

#+11=37/, # = 37/ —11.
Pour que # soit positif, on ne doit donner à t que des valeurs po
sitives au-dessus de zéro. Mais en faisant /= 1 + 0, on pourra attri
buer à o toutes les valeurs entières positives, en commençant par 
zéro. Par ce changement, #.devient

# = 26 + 370;
et en substituant cette valeur dans la formule [3] on obtient

N = 5008+ 69190.
Telle est la formule générale des nombres qui satisfont aux trois 
conditions de l’énoncé.

148. La détermination des limites a conduit (142) à rechercher 
quelles sont les valeurs de l’indéterminée finale /, qui rendent po
sitives des expressions de la forme A + bt, ou, en d’autres termes, 
qui sont telles qu’on ait

A + 6/>O.
ün peut d’abord transposer le terme A comme s’il s'agissait 

d’une équation, ce qui donne bt^> — A.
Puis si b est positif, on pourra diviser de part et d’autre par à;

__A
et on aura /> ——.
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Mais si b est négatif, la division par b changera les signes des deux 
membres de l’inégalité, et par conséquent, d’après le langage 
adopté (20), le membre qui était le plus petit devient le plus grand.

Alors on doit conclure

Supposons plus généralement qu'on ait l’inégalité
at + b~>ct-\- d.

Par la transposition des termes on a
(a — c)/>d— b.

Puis de là, suivant que a—c est une quantité positive ou négative, 

on tirera t"> —-----, ou /<------, C’est là ce qu’on appelle ré-

soudre une inégalité.
.le n’entrerai pas dans plus de détails sur les inégalités. Les trans

formations qu’on peut avoir à leur faire subir ont une telle ana
logie avec celles qu’on fait sur les équations, qu’il sera toujours 
facile de les apercevoir. La seule précaution à prendre, c’est 
d’éviter les erreurs de signes; et pour cela il suffit de se rappeler 
les conventions établies sur l’ordre des grandeurs (20).

Résolution, en nombres entiers, de plusieurs équations du 1" degré, dont 
le nombre est moindre qye celui des inconnues.

149. Soit proposé de résoudre, en nombres entiers positifs, 
les deux équations

[1] 2x-f- 14y — 7s = 341,
[2] 10x4- 4y4-9z = 473.

Si on multiplie la lre équation par 5, et qu’ensuite on en retranche 
la 2', x sera éliminé et l’on aura

66y —445 = 1232,
ou, en divisant les deux membres par 22,

[3] 3y —25 = 56.
Or, les valeurs entières de y et 5, qui conviennent aux équations 

proposées, doivent convenir aussi à celle-ci : en conséquence je 
lui applique la méthode connue, et j’en tire

y = 2f, 5 = 3/ —28.
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S’il ne s’agissait que de l’éq. [3], on aurait ses solutions entières, 
en attribuant à t toutes les valeurs entières possibles. Mais cette 
équation tient lieu seulement d’une des proposées (83), et il faut 
encore que les valeurs de y et 5 soient telles qu’en leur adjoignant 
certaines valeurs de x, qui doivent aussi être entières, l’une de 
ces équations soit vérifiée. C’est pourquoi je vais substituer les 
valeurs précédentes de y et 5 dans l’éq. [1], et chercher les Au
teurs entières de x et t qui conviennent à l’équation résultante.

La substitution donne 2x 4-7/ = 145; et de là on tire, en dé
signant par t' un nombre entier quelconque ,

x = 694-7f, 1=1— 21'.
Alors je porte la valeur 1 = 1 — 21' dans celles de y et 5, et je 

trouve les inconnues x, y, 5 exprimées en t', savoir :
x = 694-7/', y = 2 —4/', 5 = —25 —6/'.

Ces formules font connaître toutes les valeurs entières qui con
viennent aux proposées.

Si l’on veut en outre que ces valeurs soient positives, il faut 
choisir t', de manière qu’on ait

694-7f>0 d’où /’> — 9£, 
2—4/>0 d’où /'<|,

— 25 — 6/’>0 d’où t'<Z—4 g.
Par là on v oit que les seules valeurs qu’on doive attribuer à l'sont 
/' =— 5, —6, —7, —8, —9. En substituant ces nombres, on 
aura cinq solutions entières et positives :

x = 34, 27, 20, 13, 6;
y = 22, 26, 30, 34, 38;
- = 5, 11, 17, 23, 29.

130. L’exemple précédent montre assez la méthode qu'il faut 
suivre toutes les fois qu’on veut résoudre, en nombres entiers po
sitifs, des équations du 1" degré, qui contiennent une inconnue 
de plus qu’il n’y a d’équations. Mais pour ne rien laisser à désirer, 
je l’appliquerai encore au cas de trois équations.

Soient donc, entre les inconnues x, y, 5, w, trois équations du 
1" degré, que je nommerai collectivement les équations [AJ.

Par l’élimination de x, on trouvera, entre y, 5 etw, Jeux 
équations du 1er : je les nommerai [B].

Par l’élimination de y, on déduira de ces dernières une équa
tion du 1" degré entre 5 et u : je la nommerai [CJ.
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I)e l’équation [C] on tire z élu, exprimées en fonction d'une 
indéterminée auxiliaire t.

Ces valeurs étant substituées dans l’une des équations [B], on 
en aura une entre y cl t, d’où l’on tirera les valeurs de y et t en 
fonction d’une nouvelle indéterminée Z'; et par suite on pourra 
aussi exprimer z et u en t'.

Enfin, ces valeurs de y, z, u, étant portées dans l’une des équa
tions [A], il en résulte une équation entre x et t', laquelle fera 
trouver x el t', el par suite aussi y, z et u, en fonction d’une nou
velle indéterminée t".

Quand les équations doivent être résolues en nombres entiers 
de signes quelconques, on pourra attribuer à l’indéterminée finale 
t" toutes les valeurs entières possibles. Mais lorsqu’on restreint les 
solutions à celles qui sont à la fois entières et positives, il existera 
pour t" des limitations qu’il sera toujours facile d’assigner.

151. Lorsqu’on a deux inconnues de plus que d’équations, ou 
davantage, l’indétermination est encore plus grande ; mais la con
dition d’avoir des valeurs qui soient à la fois entières et positives 
peut limiter considérablement le nombre des solutions. Je me 
bornerai à deux exemples : ils suffiront pour montrer comment 
la méthode exposée plus liant doit alors se modifier.

On veut résoudre en nombres entiers positifs l’équation
[4] 10x-|-9y-|-7- = 58.

Comme l’inconnue z a le plus petit coefficient, j’en tirerai
58 — 9y— 10j:

7
et, en effectuant la division autant que possible, il vient

= = 8 — y — x-j- 2 — 1y — 3x
7

Le numérateur 2— 2y— 3x doit être un nombre entier divisible 
par 7 : en conséquence, je pose

2 —2y —3x = 7Z,
d’où

Et x 4-/ devant aussi être un nombre entier divisible par 2, je 
pose encore

x-f-Z = 2Z', d’où « = — Z-f-2/'.
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En remontant à y et à 5, on exprimera ces inconnues en fonction 
de t et t'. On aura ainsi les trois formules

[5] «; = —Z-f-2Z', y = l — 2t — 3Z', z = 7 + 4t+t'.

Pour avoir toutes les solutions entières el positives de l’équa
tion proposée [4], on doit donner ù t et t' toutes les valeurs en
tières qui satisferont à la fois aux trois conditions

[G] — Z + 2Z'>0, 1— 2Z — 3f>0, 7-p>k-M'>0.

De là résultent pour t et Z' des limitations qu’on apercevra en pra
tiquant pour ces inégalités des opérations tout à fait analogues à 
celles de l’élimination. Pour plus de netteté, je supposerai que les 
signes > excluent l’égalité, ce qui revient à dire qu’aucune des 
trois inconnues x, y, z, ne doit être zéro.

D’abord, si on multiplie la lre par 3, et la 2e par 2, il vient
— 3Z-|-6Z'>0, 2— 4Z — 6/'>0.

Les deux premiers membres étant >0, à plus forte raison leur 
somme doit-elle être > 0. Par cette addition t' disparaît, et l’on a 

2 — 71 >0, d’où Z<«.
i 11e semblable élimination, entre la 2‘ inégalité et la 3", donne 

22-J-10f>0, d’où Z> —2{.
On voit que l’indéterminée t esl resserrée entre les limites 

— 2 J, et donc on doit prendre seulement t ——2, —1. 0.
Considérons successivement chacune de ces valeurs. •
1° Si l’on fait Z =— 2 dans les trois inégalités [G], elles devien

dront
2-j-2Z'>0, 5 — 3Z'>0, — 14-Z'>0,

d’où
t’>— 1, z'<ij, z'>i.

Comme il n’y a aucun nombre entier entre 1 et 1 j, il s’ensuit que 
la valeur 1 = — 2 doit être rejetée.

2° Si 011 fait t =— 1, les trois inégalités [6] deviennent 
l-j-2r>0, 3 — 3/’>0, 3-H'>0, 

d’où
t'> — i <'<+1, t'> — 3.

Entre — | et -j- 1 il n’y a pas d’autre nombre entier que 0 ; donc 
un pourra prendre t = — 1 et t' = 0.
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3° Si on fait £ = 0, les trois inégalités deviennent

2Z'>0, 1— 3^>0, 7 + Z>0, 
d’où

t’>0, t'<i, t’> — 7.
Entre 0 et 3 il n’y a aucun nombre entier ; par conséquent la va
leur l = 0 doit aussi être rejetée

Les seules valeurs de t et t', auxquelles correspondent des va
leurs entières et positives dex, y,z sont donc t — — 1 el t' = 0. E11 
les substituant dans les formules [5] on obtient x = 1, y =3, 
3 = 3; el celte solution est la seule qu’on doive admettre.

132. Pour second exemple, je proposerai les deux équations
6 a?-j- 7y + 3s4-2a= 100, 

24a?-|-12y4-754-3w = 20O. •
En éliminant w, on a

30a; 4-3y-|-5; = 100.
Comme dans celte équation les termes 30a; et 100 sont divisibles 
par 5, le mieux sera de prendre la valeur de 3 : elle sera

Alors on voit que y doit être un multiple de 5. Par conséquent, 
on aura

3 = 20 — Gx— 3i;
puis, en substituant ces valeurs dans la 1" des deux équations 
proposées, il vient

6a?4-35«4-60—18a; —9<4-2w=100,
ou bien —12a?4-26/4-2w = 40,
d’où w = 20 4-6a; —13 L
Les trois inconnues y, z, u, se trouvent ainsi exprimées en fonc
tion de x et de l’indéterminée auxiliaire t.

Pour résoudre les deux équations proposées en nombres posi
tifs, il faut évidemment prendre x et t positifs, puisque x est une 
des inconnues primitives, et que y = 5L Mais il faut satisfaire 
aussi aux inégalités

20 — 6x — 3<>o, 20 4-Gar—13Z>0.
En les ajoutant x disparaît, et il reste 40 —161 > 0, d’où t < 2| ; 
donc les seules valeurs qu’on doive donner à Z sont t = 0, 1, 2. 
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Avec la valeur t = 0, on aurait

y = 0, 3 = 20 —6a;, u = 2O-j-6x;
et l’on voit qu’on peut faire x = 0, 1, 2, 3. De là résultent, pour 
les équations proposées, les quatre solutions suivantes :

!
a;= 0 fx = 1
y= 0 ] y= 0

3 = 20 13 = 14
w = 20, (w = 26,

Avec la valeur t = 1, on aurait

(x — 2
I y= 0 
1 3= 8
' w = 32,

/ x = 3
1 y= 0
1 3= 2
( u = 38.

y = 5, 3 = 17 — 6a;, u = 7 -j-6x;
et les seules valeurs admissibles de x sont x = 0, 1,2. De là résul
tent les trois solutions

\u= 7, \w = 13, \w = 19.

Enfin, avec la valeur t = 2 on aurait

(x= 0 ( ' X= 1 /■
y= 5 1 y = 5 j

3=17 .,3=1! 1

y = 10, 3 = 14 — 6x, u —— 6 4-6a;.
Les seules valeurs admissibles de x sont x = 1, 2 ; et de là résul
tent encore les deux solutions

(
x— 1 l’x= 2
y = 10 J y = 10

u = 0, u— G.
En tout, neuf solutions. Il n’y en aurait plus que trois si on 

excluait celles dans lesquelles une inconnue est zéro.
435. Comme exercice, je placerai ici les énoncés suivants :
Problème. Deux paysannes ont ensemble 100 œufs. L’une dit à 

l’autre : Quand je compte mes œufs par huitaines, il y a un surplus 
de 7. La seconde lui répond : Si je compte les miens par dizaines, 
je trouve aussi le même surplus de 7. Combien chaque paysanne 
avait-elle d’œufs ?

Réponse : Nombre des œufs de la 1" = 63, 23 ;
Nombre des œufs de la 2' = 37, 77.

Problème. Trouver trois nombres entiers tels que si on multiplie 
le l* r par 3, le 2' par 5, et le 3e par 7, la somme des produits
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soit 560 ; et tels encore que si on multiplie le 1" par 9, le <2rpar 25, 
et le 3*  par 49, la somme des produits soit 2920.

Réponse: 1er nombre = 15, 50;
2' nombre = 82, 40 ; 
3e nombre = 15, 30.

Problème. Quelqu’un achète 100 pièces de bétail pour 100 louis, 
savoir : des porcs à 3 louis * la pièce, des chèvres à 1 louis et des 
moutons à | louis. Combien y avait-il d’animaux de chaque espèce?

Réponse: Nombre des porcs = 5, 10, 15;
Nombre des chèvres =42, 24, 6;
Nombre des moutons = 53, 60, 79.

Problème. Un orfèvre a trois sortes d'argent; le marc de la pre
mière contient ~ onces d'argent fin, le marc de la seconde 5|; /e 
marc de la troisième 4|. Il veut composer un alliage dont le marc 
contienne 6 onces d’argent fin. Combien doit-il prendre, en nombres 
entiers, de marcs de chaque sorte pour que le nouvel alliage fasse un 
poids de 30 marcs?

Réponse : Nomb. des marcs delà l”sorte= 10, 12, 14, 16, 18; 
Nomb. des marcs de la 2" =20, 15, 10, 5, 0;
Nomb. dès marcs de la 3' = 0, 3, 6, 9, 12.

Problème. Un fermier a acheté 100 pièces de bétail pour AMfàfr., 
savoir : des boeufs à 400 fr. la pièce, des vaches à HOOjr., des veaux 
à 80 fr., et des moutons à 20 fr. Combien y avait-il d’animaux de 
chaque espèce?

Réponse. En excluant les solutions qui renferment un zéro, 
le problème admet les dix suivantes :

Bœufs........ 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 4, 4;
Vaches.... 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 1, 2;
Veaux....... 24, 21, 18, 15, 12, 9, 6, 3, 5, 2;
Moutons... 74, 76, 78, 80, 82, 84, 86, 88, 90, 92.

CHAPITRE VIII.
DU CARRÉ ET DE LA RACINE CARRÉE DES QUANTITÉS ALGÉBRIQUES.

— CALCUL DES RADICAUX DU SECOND DEGRÉ.

Valeur ambiguë de la racine carrée. — Quantités imaginaires.

134. La quantité qui, élevée au carré, reproduit une quantité 
donnée, se nomme la racine carrée de cette quantité. En arithmé
tique, où il n’y a point de quantités négatives et où l’on né con
sidère que les valeurs absolues des nombres, une racine carrée 
ne peut avoir qu’une seule valeur. 11 est évident, par exemple, 
qSe la racine carrée de 4 ne peut pas être autre que 2. Il en est 
encore de même en géométrie lorsqu’on demande quel est le 
côté du carré dont la surface est donnée.

Mais il en est autrement par rapport à l’algèbre, qui admet éga • 
lement, dans ses calculs, el les quantités positives, et les quantités 
négatives, et d’autres encore que nous ferons bientôt connaître. 
Il est clair en effet que 4 est aussi bien le carré de — 2 que celui 
de 2 ; et en général, si l’on convient de désigner par ç/A une 
quantité dont le carré soit A, la racine carrée de A sera aussi 
bien —ç/A que + ç/A. On représente ces deux valeurs d’une 
manière abrégée en écrivant ±ç/A.

Une proposition importante doit être démontrée ici : c’est que 
la quantité A n’a pas d’autre racine carrée que ces dcux-Ià. En 
effet, les différentes racines carrées de A ne sont autres que les 
valeurs de x qui satisfont à l’équation xt — A, ou, ce qui est la 
même chose, à celle-ci

a* —A = 0.
Au lieu de x* — A, on peut écrire x1 — puis, en décom
posant cette différence de carrés en deux facteurs (41), on a 

x' — h.= (x — ç/A) (x -f- ç-'À).
Sous cette forme, on voit que toute valeur de x qui ne serait 
ni +ç/Â, ni —çzA, ne rendrait nul aucun des deux facteurs; 
donc elle ne saurait rendre nul le produit x* —A; donc la quan
tité A n’a point d’autre racine carrée que ±ç/Â.

Ainsi la racine carrée d’une quantité a deux valeurs qui sont 
égales et de signes contraires, et elle n’en a pas davantage.
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135. A parler rigoureusement, l’expression y/1 sulit sans le 

signe ±, pour représenter les deux racines carrées de A : car 
elle désigne indifféremment toute quantité dont le carré est A. 
Lors donc que, pour indiquer ces deux racines, on écrit ±/A, 
le radical est pris dans un sens restreint, lequel consiste à sup
poser que v^A ne désigne plus que l’une des deux valeurs.

136. 11 peut arriver que la quantilé placée sous le radical carré 
soit négative, comme dans l’expression yz— 4 Or, il n’existe 
aucune grandeur positive ou négative dont le carré soit négatif; 
c’est pourquoi l’on dit alors que les valeurs du radical sont ima
ginaires. A proprement parler, ce ne sont plus des quantités : 
cependant, comme on les soumet aux règles du calcul algébrique, 
on leur conserve celle dénomination; mais la qualification 
d’wntiyiwaim suffit pour ôter toute équivoque. Par apposition, 
on appelle réelles les quantités positives ou négatives.

157. Tout radical carré imaginaire peut se transformer en un 
produit de deux fadeurs, l’un réel, et l’autre égal à \f—i. Soit 
le radical imaginaire vz—A. La quantité A étant positive par 
elle-même, elle doit avoir deux racines carrées qui soient réelles. 
Nommons a l une d'elles, celle qui est positive par exemple, on 
pourra toujours représenter A par ay, pourvu qu’on déter
mine y de manière qu’on ait (ay)’=—A. Cette condition revient 
à —A; ou bien, puisque A est le carré de a, à A?/*=  —A;
ou bien encore, en divisant par A, à

y‘=—1, d’où ÿ=±y—1.

Or, pour avoir les valeurs de —A, il faut multiplier a parcelles 
de y; donc les valeurs de y/—A peuvent s’exprimer par ±ayj—1.

158. Par ce qui précède, on est conduit naturellement à dis
tinguer, parmi les résultats qui se déduisent du calcul, deux 
espèces de valeurs ou déterminations : les unes, qu’on nomme 
arithmétiques, parce qu’elles sont tout à fait de la nature de celles 
qu’on trouve par les opérations de l’arithmétique, c’est-à-dire 
essentiellement réelles et positives; les autres, qu’on nomme 
algébriques, parce qu’elles comprennent les valeurs négatives et 
les imaginaires, qui ne doivent leur existence qu’aux combinai
sons des signes de l’algèbre. Ces dénominations ont le mérite 
d’avoir une conformité parfaite avec les idées qu elles sont desti
nées à rappeler.
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Carré et racine carrée des monomes.

159. Soit un produit quelconque^yr..., on a
fpqr...f =pqr... Xpqr... =p'tfr1... ; 

donc on fait le carré d'un produit en élevant les facteurs au carré.
Si on fait le carré d’un facteur an, qui a déjà un exposant, on 

a (a")s = a" X an—ain : c’est-à-dire qu’il suffit de doubler l’expo
sant- Donc on fait le carré d’un monome quelconque en devant son 
coefficient au carré et en doublant les exposants.

Suivant cette règle on aurait immédiatement

(60. Par une réciprocité évidente, on conclut des règles 
ci-dessus que la racine carrée d’un produit s’obtient en extrayant 
celle de tous les facteurs; et que la racine carrée d’un monome s’ob
tient en extrayant celle du coefficient et divisant les exposants par 2.

Ces nouvelles règles donnent
fpqr= fp \/q \fr, \i6éaibi = Sa2b.

161. Quand tous les facteurs d’un monome ou d’un produit 
ne sont point des carrés, on indique d’abord la racine carrée, et 
ensuite on simplifie le radical en mettant en dehors de la racine 
tous les facteurs carrés. Par exemple, s’il s’agit de yfbOaWc, on 
décompose la quantité placée sous le radical en 25aV>2 X 2ac; et 
alors on aura

y/50a’ô!c = y/25a462 X \/2«c = 5«26 fiac.
En général, pour simplifier un radical carré, on décompose la 

quantité placée sous le radical en deux produits, dont l’un ne con
tienne que des facteurs carrés, et dont l’autre n’en contienne aucun; 
puis on extrait la racine du premier produit, et on indique celle du 
second.

D’après cette règle, si on nomme a la racine carrée de A, on 
pourra, comme au n° 157, écrire — A = \/«’ x — 1 = a \z— 1.

162. Quels que soient « et b, on a

donc le carré d’une fraction algébrique s’obtient en élevant au 
carré son numérateur et son dénominateur.

Donc aussi, laracine carrée d’une fraction s’obtient en extrayant 
celle du numérateur et celle du dénominateur.
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Par celte règle on a
49a‘6‘
16c’d‘ AccP '

1G5. Quand le numérateur et le dénominateur ne sont point 
des carrés, on pourra indiquer la racine de chacun d’eux, et la 
simplifier ensuite s’il y a lieu ; mais plus ordinairement on fait en 
sorte qu’il n’y ait point de radical au dénominateur. A cet effet, 
on introduit dans les deux termes de la fraction les facteurs qui 
manquent au dénominateur pour être un carré, alors on peut en 
extraire la racine, et il ne reste de radical qu’au numérateur.

Ainsi, soit ’■ on remarquera que le nombre 50 devient

un carré en le multipliant par 2, et que le facteur c3 en sera 
un aussi en le multipliant par c. On multipliera donc les deux 
termes de la fraction par 2c, et on aura

6a* bc \'(j(èbe atybbc
100c' ~ I ()<• — ’ 10c2 ’

1G4. Je ne dis rien des signes ; mais il est toujours sous-entendu 
qu’une racine carrée doit être prise avec le signe ambigu ±.

Quand on simplifie une racine qui ne peut pas s’extraire, le 
radical qui reste alors, étant pris dans le sens le plus général, 
suffit pour donner à l’expression ses deux valeurs. Il est clair en 
effet qu’en le prenant en -f- et en —, ou aura les deux valeurs de 
la racine indiquée. Ainsi, par exemple, je puis, sans aucune res
triction, poser

\/3a45 = a2 ^35,
ces égalités auront tout à fait le même sens que si, distinguant 
les deux valeurs de chaque radical, j’eusse écrit

± ç/3a*6  = ± a’ v/36, —Aa'—±1a^—1:

Carré et racine carrée des polynômes.

1GB. Soit un polynôme
a -j- b -j- c 4~ d,

dans lequel a, b, c, d représentent des quantités quelconques.
Considérons tous les termes, excepté le dernier, comme n’en 

formant qu’un seul, et alors formons le carré de ce polynôme 
comme celui d’un binôme m -j- d : on aura

(a 4- b -f- c -4- df = (« + b -j- c)2 -f- 2 (a + b -f- c) d -j- d*.
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Eu formant de la même manière le carré de a 4- b 4- c, il vient

(a 4- 5 4" c 4~ ~ (a 4“ à)2 -f- 2 (a -j- b) c 4- c2
4-2 (a 4-5 4- c) d 4- d2.

Puis, en faisant le carré dea-j- 5,
(« 4-5 4-c 4-d)2 = aa 4-2aft 4-Z?

4-2 (a 4-5)c4-c2
4~ 2 (a 4" b 4" c) d 4- d‘.

De là on conclut que le carre d'un polynôme, quel que soit le nom
bre de ses termes, contient le carré du 1" terme, plus le double pro
duit du 1er par le 2”, plus le carré du 2e; et encore le double pro
duit des deux premiers par le 3e, plus le carré du 3”; et encore le 
double produit des trois premiers par le 4", plus le carré du 4' ; et 
ainsi de suite.

Remarquons en passant que si on effectue tous les doubles pro
duits énoncés dans cette règle, le produit du polynôme renfer
mera les carrés de tous les termes, plus tous les doubles produits 
de ces termes multipliés deux à deux.

IGG. Cette règle étant établie, proposons-nous d’extraire la 
racine carrée d’un polynôme quelconque, que je nommerai l(. 
Supposons que le polynôme P contienne la lettre x, qu’il ait été 
ordonné de manière que les exposants de la lettre x aillent en 
décroissant, et qu’alors ce polynôme soit

P = A + B4-C4-...
Désignons par a -j- b -f-c -j-... la racine ordonnée de la même 

manière. Son carré devra reproduire le polynôme P : or, d’après 
la règle ci-dessus, parmi les termes qui composent le carré de 
celte racine, celui dans lequel x a le plus haut exposant est évi
demment a2; donc A est le carré de a, donc le l'r terme de la 
racine s’obtient en extrayant la racine carrée du 1er terme du poly
nôme proposé.

Retranchons de P le carré de ce terme : le reste que je nom
merai R, sera

R —B-j-C-j-...;
et il devra contenir le double produit du 1" terme de la racine 
par le 2e, plus le carré du 2% etc. Or, il est facile de voir que le 
double produit du Ier terme par le 2e doit contenir x à un plus haut 
exposant que lesaulres parties de R ; donc B est ce double produit; 
donc le 2' terme de la racine se trouve en divisant le 1" terme du 
reste R par le double du 1" terme de la racine.
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Maintenant que les deux premiers termes de la racine sont 
connus, ajoutons b à 2« et multiplions la-\-b par b : le produit 
sera égal au double du 1er terme multiplie par le 2e, plus le carré 
du 2e. Si on retranche ce produit du reste R, on aura donc un 
nouveau reste R', lequel ne contiendra plus que le double produit 
des deux premiers termes de la racine par le 3e, plus le carré du 
3e, etc. En raisonnant ici comme tout à l’heure, on reconnaît d’a
bord que, dans ce reste, le terme où a; a le plus haut exposant est 
le double produit du 1" terme de la racine par le 3’; et par suite 
on conclut que Ze 3e terme <lc la racine se trouve en divisant le 
1er terme du reste R' par le double du 1" terme de la racine.

Les trois premiers termes a -|- 6 4*  c de la racine feront trouver 
le 4°, comme les deux premiers ont fait trouver le 3e. Ainsi, on 
ajoutera le terme c, qu’on vient de déterminer, au double 2«4-2Z> 
des deux premiers, on multipliera la somme 2a-|-26-]~c par c, puis 
on soustraira le produit du reste R', Par là on aura un nouveau 
reste R,z; et c’est encore en divisant le 1er terme de ce reste par le 
double du 1" terme de la racine qu’on obtiendra le 4' terme de 
cette racine.

En continuant ainsi, on est sûr, quand le polynôme P est un 
carré, de découvrir successivement tous les termes de la racine; 
car chaque division en fait trouver un.

On doit déjà reconnaître que la plus grande analogie existe entre 
la régie qui sert à extraire la racine carrée d’un polynôme et celle 
qu’on emploie pour les nombres. Mais l’analogie s’apercevra mieux 
encore sur un exemple.

Polynôme donné.
\x' -|- 12a? 4- 5a?’ — Gx -|-1 

— 4a?‘
1" reste... 4~ 12a?4-5a?’— 6a?-|-1

—12a’’’—9a?s

Racine.
2a?*  4- 3a? — 1

4a? 4- 3a;
4a;*6a? — 1

2' reste... — 4a? —fia? -j- 1
4-4a?’4-6®—1

3' reste... 000
On extrait la racine carrée du 1" terme 4a?, et on obtient ainsi 

le 1er terme 2a? de la racine.
Du polynôme donné on retranche le carré de ce terme, ce qui 

donne le 1er reste; puis on fait le double 4a? de ce terme, et l’on
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divise le 1er terme du reste par ce double, c’est-à-dire, 4- 12a? par 
4a?. Le quotient 4~ es^ terme de la racine.

A côté de 4a?, double du 1" terme de la racine, on ajoute le 
2' ternie 4-Sx, on multiplie la somme 4a?4-Sx par le 2e terme 3a?, 
puis on retranche le produit du 1" reste, ce qui donne un 2e reste. 
Ou divise encore le 1er terme —4a?2 de ce reste par le double 4a;2 
du 1" terme de la racine; et le quotient — 1 sera le 3' terme de 
la racine.

Au double des deux premiers termes de la racine on ajoute le 
3e, ce qui lait 4a?4~6a?— 1; on multiplie cette somme par le 
3’ ternie — 1, et on retranche le produit du 2' reste. On a zéro pour 
3e reste ; et de là on conclut que les termes trouvés 2a?*  4~ 3a? — 1 
composent la racine carrée du polynôme donné.

107. En général, ce qui avertira tout à la fois que le polynôme 
est un carré et que la racine est complète, c’est qu’alors on arrivera 
à un reste nul. En effet, par la manière même dont les calculs sont 
faits, chaque reste qu’on obtient n’est autre chose que le polynôme 
proposé, diminué de toutes les parties qui composent le carré de 
la quantité trouvée à la racine par les opérations qui ont précédé. 
Lors donc que la racine sera complète, on ne peut pas manquer 
d’avoir un reste nul; et, réciproquement, dès qu’on parvient à un 
tel reste, il est évident que les termes écrits à la racine composent 
la racine exacte du polynôme proposé.

D’un autre côté, quand le polynôme donné ne sera point un 
carré, il est très-important de remarquer que les calculs en aver
tiront encore. Supposons toujours, comme on l’a fait jusqu’ici, 
qu’on ordonne de manière que les exposants de x soient décrois
sants, et observons qu’à chaque soustraction le 1er terme de la 
quantité sur laquelle se fait la soustraction est détruit : de là il 
suit que l’exposant de x doit aller en diminuant dans le premier 
terme des restes successifs, et par conséquent aussi dans les termes 
de la racine.

Cela posé, nommons K le dernier terme du polynôme proposé P, 
c’est-à-dire le terme où x a le plus petit exposant; et soit k la ra
cine carrée de K. Il est aisé de reconnaître que si 1‘ est un carré, 
k devra être le dernier terme de la racine ; par conséquent la 
marche progressive du calcul devra le faire trouver. Or, si cela 
n’arrive pas, on est sûr que les calculs amèneront à la racine un 
terme de degré moindre que k ; donc alors il sera évident que P
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n'est point un carré. La conclusion serait la même si le calcul 
amenait le terme A et que le reste suivant ne fût pas nul.

468. Toutes les explications précédentes (166 et 167) semblent 
accommodées au cas où l’on ordonne les polynômes de manière 
que les exposants d’une lettre soient décroissants. Mais quand on 
adopte l’ordre contraire, elles subsistent encore, sauf une légère 
modification dans le caractère auquel on reconnaît que le poly
nôme n’est pas un carré.

D’abord ou aperçoit sans peine que la même marche de calcul 
fera encore connaître successivement tous les termes de la racine; 
et lorsqu’on parviendra à un reste nul, on pourra encore conclure 
que le polynôme est un carré, et que les termes trouvés sont ceux 
de sa racine.

Ensuite, pour modifier le caractère auquel on juge que le poly
nôme n’est point un carré, il suffit de remarquer que l’exposant 
delà lettre, d'après laquelle on ordonne, va en croissant dans les 
termes qu’on trouve successivement à la racine, et que dans le cas 
où le polynôme est un carré, le calcul doit amener un dernier 
terme égal à la racine carrée du dernier terme de ce polynôme ; 
donc, si en cflet on arrive à un pareil terme, sans trouver ensuite 
un reste nul, ou si on arrive à un terme de degré plus élevé, alors 
on pourra affirmer que le polynôme n’est pas un carré.

160. Quelquefois cette conclusion s’aperçoit à la simple inspec
tion du polynôme : car nous avons dit que, dans le cas où il serait 
un carré, la partie de ce polynôme qui renferme une lettre quel
conque au plus fort ou au plus faible exposant doit être un carré; 
par conséquent, dès que cette condition vient à manquer à l’égard 
de l’une des lettres, le polynôme ne saurait être un carré. Si cetle 
impossibilité ne se montre pas tout d'abord, elle peut encore se 
manifester dans le cours des opérations, quand il se trouve un 
reste dont le 1er ternie n’est pas divisible par le double du 1" terme 
de la racine.

170. Je terminerai par une observation que le lecteur a sans 
doute déjà faite. Quand on ordonne les polynômes par rapport à 
une lettre x, on peut rencontrer plusieurs termes où x ait le même 
exposant. Dans ce cas, on adoptera une des dispositions pres
crites pour la division (46), et il est clair que nos raisonnements 
subsisteront en entier, aussi bien que les règles qui en ont été 
déduites. On peut aussi considérer tous les termes qui contiennent 

une même puissance de a? comme s’ils n’en formaient qu’un seul, 
mais alors les opérations partielles, devant s’effectuer sur des po
lynômes, ne pourront plus se faire à simple vue, el il faudra les 
développer à part, comme dans l’exemple suivant :

Bacine.
f 

! 
(

(a — 2b}x> — ax -f- 26 — 3 
(2a — 46)o?2

(2a — 46)a? — ax 
^a—4b) x2— 2ax-]-2b — 3

(a1 — 4ab -f- 46!) a;4— (2a*  — 4a6) a?’ 
+ (a24-4aê —6a—8ô2-|- 12 6) a? 
— (4ab — 6a)x-\-4bi— 126-[-9 
—(a2—4a6-f-462)o:4

(—(2a2 — 4a6)a?

< 4-(a24-4a6 —6a —8ô!4- 126)a?
( — (4a6 — 6a) a?-|-4 — 126 + 9 
+ (2a2 — 4ab)x3 — a2x2

0 0

(4a6—6a — 862 -|- 12b)x~
|I — (4ab — 6a)x -}- 46’ — 126 -j- 9 
' ( — (4a6 — 6a — 862 4- 126)a?

I ~l~(4ab — 6a)x — 462 -|- 126 — 9

1" opération partielle. 2' opération partielle.
a2—4a6-|-462

a2
a—2b — 2a2 4a6

4*  2a2— 4a6

2a — 46

2a — 2b — a
— 4a b-j- 462 0 0
+ 4ab — 462

0 o
3’ opération partielle.

4ab— 6a — 86’ -f- 126 2a — 46

— 4a6-f-862 26 — 3

— 6a -{-126
6a —126

0 0

Calcul des radicaux du second degré.

171. Le plus souvent les racines, de quelque ordre qu’elles 
soient, ne peuvent pas s’exprimer exactement sans le secours des 
radicaux ; par conséquent les calculs dans lesquels ces racines doi
vent entrer se trouvent aussi compliqués de radicaux. Notre objet 
est ici d’exposer les différentes transformations ou réductions
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qu'on opère sur les radicaux carrés. Elles soûl, pour la plupart, 
déjà connues, et il suffira de les indiquer brièvement.

172. On a vu que la racine carrée d’un produit s’obtient en 
extrayant celle de chaque facteur (160); donc on a

y/asb = a \/b,
El réciproquement on a aussi 

a^b = \a‘b.
Par là on voit comment on passe un facteur hors d’un radical carré, 
el comment on le fait entrer sous ce radical lorsqu’il est en dehors.

175. Les règles ordinaires du calcul donnent

a _  a\J b _ a\/ b
\/b {yjb'f  b

a _  a(\/b— yjc} _
y/b + y/c {y/b-\/c)^y/b-\-y/c) 

a _ a(yJb-\-y/c)
/b—\Jc (y'à —^(y/ô-j-y/c)

a(y/è —y/c)

a(^b-\-y/c)
b-— c

b — c

Ces exemples apprennent comment on peut, dans certains cas, 
faire disparaître les radicaux carrés qui embarrassent le dénomi
nateur d’une fraction.

174. Soit l’expression 3«a—|— 5 y/a‘6’— 2 Simplifions
d’abord les radicaux : on aura _ _____

y/a’à3 = y/a’6! X b=aby/b, = ~b^b.

Par suite, l’expression proposée pourra d’abord s’écrire ainsi, 

3a* 4- 5«6 y/ft — T Pu’s sous une lorme équivalente,

3 «’ -j- (bab — y) y/à.

Dans cet exemple on a réduit à un seul plusieurs radicaux joints 
entre eux par-|- et par—, lesquels sont différents en apparence el 
se ramènent cependant à être semblables. On nomme ainsi ceux 
qui ne diffèrent que par les facteurs extérieurs.

173. Puisqu’on extrait la racine carrée d’un produit en ex
trayant celle de chaque facteur (160), on a \'ab = /a X y/3, ou, 
ce qui est la même chose,

y^ô X \[b — >Jab\ 
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et puisqu'on extrait la racine carrée d’une fraction en extrayant 
celle du numérateur et celle du dénominateur (162), on a aussi 

y^_ t /« 
y/6 V b-

Ainsi s’effectuent la multiplication et la division des radicaux 
carrés : c’est-à-dire qu’on multiplie ou qu’on divise l’une par 
l’autre les quantités qui sont sous les radicaux, et qu’ensuite on 
met le résultat sous un radical de même degré.

Je ne m’étendrai pas davantage sur les radicaux du second de
gré, attendu qu’ils sont compris parmi les radicaux à indice quel
conque, dont je m’occuperai dans le chapitre XI.

CHAPITRE IX.
ÉQUATIONS DU SECOND DEGRÉ ET QUESTIONS QUI EN DÉPENDENT.

Résolution des équations du second degré à une seule inconnue.

176. Lorsque, par l’évanouissement des dénominateurs, ou par 
toute autre préparation, une équation ne renferme plus que des 
termes connus et des termes affectés du carré de l’inconnue, on 
peut toujours la ramener à la forme

[1] a?’ = A,
et alors sa résolution esl facile. En effet, puisque le carré de as- 
doit reproduire A, il s’ensuit que x est une racine carrée de A : 
or, cette quantité a deux racines carrées représentées par ± y/A , 
el n’en a pas davantage (154) ; donc on aura toutes les solutions 
de l’éq. [1] dans les deux valeurs

x = ± y/A
Exemple I. Soit l’équation

On chasse d'abord les dénominateurs, et successivement il vient
2 te’ — 5 ali1 — aib -f- 3 ax\
(2 b — 3 a) x*  = 5 ab1 atb,

. ba^-^-a'b ____ t /5ab!-(-aib
X~~2b-3a’ ~~V 2b —3a'

10



Ç)x~ — 36 = 5*’, 4*’=36,
** = 9, * = ±3.
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Exemple II.
9* —18_ *

5*  *4-2 ’

x — ± — 36 = ± 6 \J— 1.

Exemple III. 3**4-17  = 5** -f-89,
2* ’= —72, **= —36,

177. Considérons maintenant l’équation la plus générale du 
2' degré. Elle doit renfermer trois sortes de termes : les uns affec
tés du carré *s de l’inconnue, d’autres affectés de x au premier 
degré, et d’autres entièrement connus. Après avoir transposé tous 
les termes dans le premier membre, on pourra réunir en un seul 
tous ceux qui contiennent *•*,  aussi en un seul ceux qui contien
nent x, et aussi en un seul ceux qui sont tous connus. Alors 
l’équation prendra la forme

ax11bx c — 0.

On fait encore subir à cette équation une simplification, qui con
siste à dégager le carré *2 de son multiplicateur a. A cet effet, on 
divise tous les termes par a et il vient

, . b cx*4 — x -I— = O.a 'a

Si le terme en x' avait le signe —, on changerait tous les signes ; 
de sorte qu’on peut toujours ramener le premier terme à être a?.

Soit fait, pour abréger, —p, ~ — q : on aura

x' -j- px 4- q = 0 ;

et telle est la forme générale à laquelle on réduit les'é<|uations 
du second degré, p et q étant des quantités connues.

Par exemple, si l’on propose l’équation 

on la changera successivement en celles-ci :
9*  —2 a?5 = 60 —24*,
— 2**4-33*  — 60 = 0, 

x1 — 4*4-  30=0.
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Cette dernière équation est évidemment comprise dans l’équa
tion x*  -}-px 4- q = 0, en faisant p=—^, ? = 30.

178. Occupons-nous donc de résoudre l’équation générale
[2] x! -j-px 4- q = o.
Cela serait facile si on pouvait lui donner la forme

(*  4~ WC2 — n >
m et n étant des quantités connues. En effet, dans celle-ci on voit 
qu’il faut choisir x de manière que le carré de x-\-m soit égal 
à m; donc x -|- m doit être une racine carrée de n. Or, il y a pour 
n deux racines carrées, qu’on désigne par ± \/n ; donc

x-}-m — ±\'n;
et par suite, en transposant m,

x = — m±\/n.
Revenons à l’équation [2], et cherchons à la mettre sous la forme 

(*  4-7w)2 = n. En transposant q dans le second membre, elle de
vient d’abord

*8 -\-px —— q.

Maintenant rappelons que le carré d’un bjnome se compose du 
carré du 1er terme, plus le double produit du 1" par le 2e, plus le 
carré du 2e. 11 suit de là qu’on peut regarder x'-^-px comme les 
deux premières parties du carré de x -f- ^p : car a? est le caiTé de 
x, ctpx est le double produit de x par %p. Le premier membre 
xt-j-px sera donc le carré de *4"  £?> s’ on lui ajoute le carré 
de %p ou {p1. Or, on peut en effet lui ajouter ce carré, pourvu 
qu’on l’ajoute aussi au second membre ; et de cette manière 
l'équation deviendra

(*4-^ s=iy—?•
Alors, en raisonnant comme pour l’équation (x-j-m)i = n, on en 
tire d’abord

[3] * 4- = zt ç ;
el par conséquent

[4] x = —^p± y/{ÿ—q.
On a ainsi deux valeurs pour x. Il n’v en a pas d’autre : car, pour 

que (*4-îp) a soit égal à —q, il faut que x-j-^p soit égal à la 
racine carrée de jp1—q; or, nous savons que celte racine n’a 
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que les deux valeurs désignées par ±\^p-—g', donc toutes les 
valeurs de x doivent se tirer de l’équation [3].

On nomme en général racines d’une équation toutes les valeurs 
de l’inconnue qui satisfont à celte équation. En conséquence, nous 
dirons que les valeurs [4] sont les racines de l’équation [2].

179. Si l’on veut vérifier ces valeurs, il suffit de les substituer 
tour à tour dans l’équation. En substituant la première, où le ra
dical a le signe -|-, il vient

(— 4 p+y/jP1—y)8 -\-p (— -î p + y/kp-—(i) + ?=«, 
r^ïP8—ç-Plj’8—<z—Ip’+pV'î?’—?+?=o;

et, réduction faite, on voit que le premier membre est identique
ment nul. La seconde valeur de x se vérifie semblablement, sans 
autre changement que celui du signe qui précède le radical.

180. On a fréquemment à résoudre des équations du 2' degré; 
pour cette raison, il est commode de traduire la formule [4] en 
langage ordinaire et d’établir ainsi une règle applicable à tous 
les cas. En observant que p est le coefficient de x pris avec le 
signe dont il est précédé dans l’équation [2], el que g est le terme 
tout connu écrit dans le premier membre, la règle sera celle-ci:

Lorsqu’une équation du second degré est ramenée à la forme 
x’-|-px4-q=0, l’inconnue est égale à la moitié du coefficient de x 
pris avec un signe contraire, plus ou moins la racine carrée de la 
somme qu'on obtient en ajoutant au carré de cette moitié le terme 
tout connu, pris aussi avec un signe contraire.

181. Appliquons cette règle à quelques exemples.
Exemple I. Soit l’équation

x’— 10x4-9 = 0.
11 faut remarquer : 1° qu elle a déjà la forme prescrite dans la 
règle; 2° que le coefficient de x est —10, dont la moitié, avec un 
signe contraire, est 5; 3“ que le terme tout connu est 4-9- Alors 
la règle donne sur-le-champ

x = 5±y/25— 9 = 5±4;
el les deux valeurs de x sont :

x = 5-|-4 = 9, et x = 5— 4=1- 
Exemple IL Soit l’équation

x i 3 _x4-13
2 ' x— 3x ’
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On la ramènera d’abord à la forme x2 -f-px 4- ÿ = 0- Pour chasser 
les dénominateurs, on multipliera tous les termes par 6x, puis, 
en continuant les calculs, il viendra

3xs4-18 = 2x-|-26,
3x* —2x — 8 = 0,
x2 — -sx_ 4 = 0,
* = 3 ±^+1,

x = 1 ±V|4-¥,

x = 3 ±3-

Ainsi, les valeurs de x sont x = | -j- f = 2, el x = |—3 = — s-

Exemple III. x—2 = ~ 9,
x

x2 — 2x = 4x — 9,
x2—6x4-9 =0,
x =3
x =3.

Dans ce cas, les deux valeurs de x se réduisent à une seule.
Exemple IV. 100x2 — lOOx 4-41 =0, 

T   y/ 1 41“
-----2 — ¥4_____ 100 >

X=j±y/^1,

X =l±y/—ï1^, 
X = A±|y/—1.

Les deux valeurs de x sont imaginaires, à cause du radical 
y/—-hHj- Profitant de la remarque faite dans le n° 187, j’ai extrait 
la racine carrée de sans faire attention au signe —, et j’ai 
remplacé ce radical par § y/—1.

Composition de l’équation du 2" degré et de ses coefficients. — Discussion 
des racines.

182. On a décomposé, n° 184, le premier membre de l’équa
tion x2—A = 0 en deux facteurs (x — y/A) (x-j-y/A) : une dé
composition analogue peut s’opérer dans l’équation générale

[2] x24-px4-î = 0.
Remplaçons x*  -\-px par l’expression équivalente (x 4- ïP8; 
on aura

x! 4-px 4- q = (x 4- ip)‘— (frf — ÿ) ;
et comme —g peut se changer en (v'ip’—<7?> 011 mettra en 
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évidence la différence des carrés de x-}-%p et de v/fp2—q. Or, 
cette différence est égale au produit de la somme de ces deux 
quantités par leur différence; donc

& + Px + q — (x -J- lp — v/|p2 —<7) (x 4-1 p 4- v/i/—?)• 

Telle est la décomposition que nous voulions faire connaître.
Elle fournit un nouveau procédé pour résoudre l’équation [2], 

En effet, elle montre que les valeurs de x doivent rendre nul le 
produit ci-dessus. Or, ce produit devient nul en égalant à zéro 
l’un ou l’autre des facteurs; et en outre il est évident qu’il ne sau
rait devenir nul si aucun des facteurs n’est zéro : donc les valeurs 
de x, qui conviennent à l’éq. [2], doivent se tirer des équations 

x-j-^p —^ip2—g = O, x + Ip + ^P2—<7 = 0, 
lesquelles donnent les racines, déjà connues (178),

[4] x = — |p4-v/|P2—?, X = — $p — q.
185. De nouvelles propriétés se présentent ici, qui recevront 

plus tard une grande extension, et qu’il importe de remarquer 
dès à présent.

1° Il est évident que les deux facteurs du premier membre de 
l’équation x2-|-px4-q = 0 sont les différences qu'on obtient en 
retranchant de x chacune des deux racines ; de sorte qu’en nom
mant x' et x" ces racines, on a

xi-f-pxf-q = (x — x') (gs—x").

2° Si on effectue la multiplication (x—x')(x— x"), on trouve 
x*  — (x' 4- x") x 4- x' x" ;

et comme ce produit doit être identiquement égal à x~-i-px-\-q, 
il s’ensuit qu’on a

p =— x' — a!', q — x'x’'.
Ces relations peuvent se vérifier immédiatement sur les va
leurs [4], Elles s’énoncent en ces termes : Dans toute équation du 
2e degré, ramenée en la forme xî4~px4~q=O, le coefficient p du 
2’ terme est égal à la somme des deux racines, prises avec des signes 
contraires, et le terme tout connu q est égal au produit de ces racines.

Quand on sait que les deux racines d’une équation du 2' degré 
sont réelles, les relations ci-dessus font connaître sur-le-champ 
la nature de ces racines. Par exemple, admettons que celles de 
l’équation xs — 2x—7=0 soient réelles: 011 conclura immédiale- 
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ment qu’elles sont de signes différents, car leur produit est égal 
au terme tout connu —7; et, en outre, que la plus grande est 
positive, car leur somme est égale à 4-2, coefficient de x pris 
avec un signe contraire.

184. Maintenant discutons les racines de l’équation [2], Les 
valeurs générales de ces racines sont

H} x = —* p±n/|p2—
et le terme {p’ est positif, quel que soit le signe de p.

Si q est négatif dans l’équation x1 -\-px -\-q = d, la quantité 
|p2 — q sera positive et >|p2; donc v'i p2 — <7 sera une quantité 
réelle et plus grande, en valeur absolue, que |p ; donc le terme 
— |p, placé devant le radical, ne changera point les signes des 
deux valeurs de ce radical ; donc les deux valeurs de x seront de 
signes contraires entre elles. Il est d’ailleurs évident que la plus 
grande est de même signe que —|p, et par conséquent de signe 
contraire à p.

Si l’on a <7 = 0, les deux valeurs de x sontx = 0 etx =—p. 
Alors l’équation générale se réduit à x2-f-px=0 ou x (x p)=0 ; 
et il est clair que ses racines sont en effet x — 0 et x——p.

Si q est positif et <{-ps, le radical f '^p'—q sera encore réel, 
mais <|p ; donc les deux valeurs de x seront de même signe que 
le terme —|p placé devant le radical : c’est-à-dire qu’elles sont 
toutes deux positives quand p est négatif, et toutes deux négatives 
quand p est positif.

Si l’on a q — { p2, les deux valeurs de x se réduisent à une seule, 
x = — \p. Dans ce cas, puisque <7 = |p2, l’équation devient 

xi4-px4-fp’=o ou («-HpM-
Le premier membre est donc un carré, et alors on voit clairement 
que l inconnuc n’a en effet que la seule valeur x — — jp ; car au
cune autre ne peut rendre ce carré égal à zéro.

Enfin, si g est positif et>|p’, la quantité |p’— q placée sous 
le radical est négative, et les deux valeurs de x sont imaginaires. 
Changeons le signe de la quantité {p1 — 7, et nommons r la ra
cine carrée de q — {p*.  On aura ÿp* —q — — 4; donc

± /ïp2—ÿ = ± y/^P = ± r 
donc les valeurs de x pourront s’écrire ainsi 

x—— |p ± r 1.
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De — ÿ = — r'- on tire <7 = f + r*,  et par suite l’équation 

générale devient
x1 -[-px + |jPs + r2 = 0 ou (« + |p)’4-rî=0.

Le premier membre est alors la somme de deux carrés, et, sous 
celte forme, on reconnaît pourquoi les deux valeurs de a; sont 
imaginaires : c’est qu’il n’existe évidemment aucune valeur, soit 
positive, soit négative, qui, mise à la place de x, puisse rendre 
nulle la somme de ces deux carrés.

Particularités à remarquer dans les équations de la forme ax2 + bx + c = 0.

183. Pour résoudre l’équation
ax1 -j- bx -|- c — 0,

on la divise d’abord par a, afin de lui donner la forme ordinaire

a a
puis on en tire, parla règle générale (180),

— _A-+-
x 2a~ ’

ou , en réduisant au même dénominateur sous le radical,

2a V la*
Les règles connues (173) donnent

/52 — 4 ac_ s/b*  — 4ac.
V 4a’ 2a ’

donc les valeurs de x peuvent s’écrire ainsi :
— b zt i/52 — 4 acx —--------- -------------2a

Suivant qu’on aura b* — 4ac>0 ou =0 ou <0, elles seront 
réelles et inégales, ou réelles et égales, ou bien imaginaires.

tSG. Mais le cas particulier que nous voulons remarquer ici, 
c’est celui où la quantité a, coefficient de x*  dans l’équation pro
posée, diminue jusqu’à être zéro. Soit donc fait a = 0 : les deux 
valeurs de x, prises séparément, deviendront

r—~ 6 + v'^_ —*■+  *_0
— —o’

— 25
0 ’

0 0
— b~y/^ —b—b

X = ---------------  —
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La première se présente sous la forme mais d’après les obser
vations du n° 124, il ne s’ensuit pas pour cela qu’elle soit indéter
minée, et même on va montrer qu’elle ne l’est point. Quant à la 
seconde, elle est infinie.

Reprenons la valeur générale de la première racine,
— Ù 4- v/6! — 4ac

X —- ~

Si a était facteur au numérateur et au dénominateur, on le sup
primerait, puis on poserait a = 0, et l’on aurait la vraie valeur 
de x. A la vérité, on ne peut pas mettre en évidence ce facteur; 
mais la difficulté est facile à éluder. Multiplions le numérateur et 
le dénominateur par — b — y/ 62— 4ac : il viendra

_ (— 5 -j- \/52 — 4ac) (— b — ^b1 — 4ac)
— 2a(5-f-y/52—4ac)

Le numérateur est alors le produit de la somme et de la différence 
des deux quantités — b et y/62 — 4ac ; donc il est égal à la diffé
rence des carrés, savoir à2 — 52 4ac ou 4ac. On voit ainsi que 2a 
est facteur commun au numérateur et au dénominateur de la der
nière expression. En le supprimant, elle devient

— 2c
,2? — —————————

5 -|- y/62 — 4ac 
et si alors on y fait a = 0, elle donne x = — |, pour la vraie va

leur de la racine qui s’est présentée d’abord sous la forme g.
_ 25

Relativement à la valeur x — ——, il y a seulement à obser
ver que le diviseur zéro pouvant être regardé ici comme limite de 
grandeurs décroissantes, soit positives, soit négatives, il s’ensuit 
que la valeur infinie doit avoir le signe ambigu ± ( 120).

Ainsi, en résumé, les valeurs générales de x, déduites de 
l’équation ax’-|- 5a?-]-c = 0, deviennent, dans l’hypothèse a—0,

— c
X —T— X = ± 00 .b

Il est digne de remarque qu’on ait pour ce cas particulier trois 
valeurs de x, tandis que dans le cas général il n’en existe que deux.

Pour bien comprendre que ces valeurs conviennent véritable
ment à l’équation ax!+ bx -j- c = o, mettons-la sous la forme 

— bx — c
0 0
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Lorsqu’on suppose a = 0, la question est donc de trouver les va-
i • - bx - çleurs qui peuvent rendre nulle l’expression fractionnaire------.

On on voit tout d’abord que la valeur x = —y la rend nulle; et 
b c comme la même expression peut s’écrire sous la forme---------- ,,
X X

on reconnaît qu’elle devient aussi zéro par les valeurs x=± oo (*).  
187. Considérons le cas plus particulier encore où l’on aurait 

à la fois a=0 et b=0. Alors les deux valeurs générales de x de
viennent On a vu plus haut que la première peut se changer en

(*) l)ans la théorie analytique des courbes, ces valeurs répondent aux inter
sections de la ligne des abscisses x avec la courbe de 3' ordre, dont l’équation 
est yx 4- bx + c= 0. Si on construit celle courbe, on reconnaît que l’axe des x 
la rencontre d’abord à une distance finie de l’origine, et, de plus, qu’il en est 
asymptote, tant du côté des x positifs que du côté des x négatifs, ce qui revient 
à dire qu’il la rencontre à l’infini dans l’un et l’autre sens.

x — 2c 
b -j- y/62 — 4ac

Transformons de même la seconde : elle devient d’abord 
(— b — \lb*  — 4ac) (— b-]-^^ — 4ac)

x —------------ -,— ------ . . i,---------- 5 puis, en réduisant
2a(— b — 4ac)

2c
<77----- ---------------------------

— b + y/6s —4ac"
Maintenant, en faisant a = 0 et é = 0, les valeurs dex, ainsi 
transformées, donnent toutes deux x = ; et ici encore l’infini
doit être pris avec le signe ±.

Résolution de quelques problèmes qui dépendent du 2e degré.

188 Problème I. Trouver un nombre tel qu’en le multipliant 
par un nombre double, le produit soit égal à un nombre triple aug
menté de 9.

Soit x le nombre demandé, cet énoncé donne sur-le-champ;
a; X 2a? = 3zc 9 ;

et de celte équation on tire successivement
2ad — 3x — 9 = 0, x^ — ^x — l — O,

.7? r— 11 -f- t/_9 I— H t — 7- \! ——I— — X— — ?4 — V16T2’ ----- 4   » 16 ri«, ----- 4  4*

Donc enfin ® = J^ = 3 et x — —1 = — |.
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La valeur positive x — 3 satisfait à la question dans le sens précis 

de l’énoncé- Si dans l’équation primitive on change x en —x, elle 
devient

x X = 9 — 3x ;
et de là on conclut que la valeur négative — f, étant prise positi
vement, résout le problème dont l’énoncé demanderait quel est 
le nombre qui, multiplié par son double, donne un produit égal à 9 
diminué du triple de ce nombre.

189. Problème II. Partager un nombre donné p en deux parties 
dont le produit soit égal à un nombre donné q.

En désignant par a? l’une des deux parties du nombre^, l’autre 
serap — x, et l’équation sera

ou bien

d’où

x(p — x) = q, 
x-—px q = 0,

Ces deux valeurs semblent annoncer deux manières de satisfaire 
à la question; mais leur somme étant égale au nombre à parta
ger p, il s’ensuit qu’en prenant l’une d’elles pour x, l’autre sera 
p—x, c’est-à-dire qu’elles sont les deux parties cherchées. Ce 
résultat était d’ailleurs facile à prévoir : car x 11c désignait pas 
l’une des parties plus que l’autre, et le calcul devait par consé
quent les donner toutes deux pour valeurs de x.

D’après ce qui a été dit sur la composition des équations du 
2e degré (185), on pouvait remarquer tout d’abord que les deux 
nombres inconnus, devant avoir pour somme p et pour produit q, 
sont les deux racines d’une équation du 2e degré dans laquelle le 
coefficient de x serait égal à — p, et le dernier terme égal à q; 
donc ils doivent être déterminés par l’équation xi — px 4-7=0.

Le problème n’est pas toujours possible, car si on donne </> - 

les valeurs de x sont imaginaires. La plus grande valeur que puisse 
avoir q, sans que le problème soit impossible, est £ et alors les 

deux valeurs de x sont égales à Donc le plus grand produit 

qu’on puisse faire avec les deux parties d’un nombre est égal au 
carré de la moitié de ce nombre.

490. Cette conséquence se présente immédiatement en pre-
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liant pour inconnue la différence des deux parties cherchées. 
Nommons z cette différence, a la plus grande partie et b la plus 
petite. Comme leur somme est p, on aura (92)

et, d’après l’énoncé, on doit avoir 
(i+i)

ou, en effectuant la multiplication,

Cette équation montre que la plus grande valeur du produit a 
lieu lorsque la différence z est nulle, ou, ce qui est la même 
chose, lorsque les deux parties sont égales entre elles.

Pour trouver a et b, de l’équation ci-dessus on tire

et par conséquent on a

On devra prendre les signes supérieurs ensemble, ou bien les 
signes inférieurs ensemble : mais on n’a toujours qu’une seule 
solution, puisqu’on ne fait ainsi que changer l’ordre des parties.

191. Problème III. Déterminer, sur la droite qui joint deux 
lumières, le point qui est également éclairé par chacune.

Je supposerai connu ce principe de physique, que les intensités 
d’une même lumière, pour des points qui en sont inégalement éloi
gnés, sont entre elles en raison inverse des carrés de leurs distances 
à cette lumière : c’est-à-dire qu’à une distance double, triple, etc., 
l intensité de cette lumière sera 4 fois, 9 fois, etc., plus petite.

Je nommerai a l’intensité de la première lumière pour les 
points placés à l’unité de distance, et b l’intensité de la seconde 
pour les points placés à la même distance. C’est par ces quantités 
que l’on compare les deux lumières entre elles, et l’on dit, pour 
cette raison, que a et b en sont les intensités.

■” g;/"a ' c è'" c' "
Soient A et B les deux lumières, et C le point cherché. Je ferai
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AB==d, AC=a?, d’où BC=«Z—x. D’après le principe cité, aux 
distances 2, 3, 4,... l’intensité de la lumière A serait j, 3, ^....; 

donc, pour le point C à la distance x, elle est Pareillement 

l’intensité de la lumière B, pour le même point C à la dis

tance d—x, est Or l’énoncé exige que ces deux inten

sités soient égales; donc on a l’équation

[a] -, —---- -—.x1 (d-xj 
Elle peut s’écrire ainsi

(d — x)t=-x*-,  a
et, pour éviter d’introduire des radicaux dans le calcul, je met
trai c2 au lieu du rapport de b à a, ce qui vient à désigner par c 
la racine carrée de ce rapport. Alors l’équation à résoudre sera

[ô] (d — x)*  — <?x\
On pourrait développer le carré de d—x, et mettre cette équa

tion sous la forme æs +px -|- q — 0 ; mais on la ramène sur-le- 
champ au 1er degré en extrayant la racine carrée des deux mem
bres. On trouve ainsi, en donnant à chaque racine le signe ±,

± (<Z — x) = ± ex ;
el, à cause de l'ambiguïté des signes, cette équation équivaut aux 
quatre suivantes :

[c] —|— (</ — a1) = —j- ex, -j— (d x) — ex,
[</] — {d — x) — -1- ex, — (d — x) = ex.

Mais si on change tous les signes des deux dernières, on retombe 
sur les deux premières; par conséquent on se bornera à consi
dérer les équations [c].

A ce sujet on peut remarquer d’une manière générale que toutes 
les fois qu’on extrait la racine carrée des deux membres d’une 
équation, il suffit de mettre le signe ± devant l’un d’eux.

Je résous donc les équations [c], et j’en tire les deux valeurs 
d d

, 14-c’ 1 —c

Discussion. 1° Soit c<l. Comme c’ représente le rapport - , 

cette hypothèse revient à supposer la lumière A plus intense que B. 

x =
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Alors la première valeur de x est positive, et uonc j] 
existe entre les deux lumières, et plus loin de A qUe (jc p un 
point C également éclairé par chacune.

La seconde valeur de x est aussi positive, mais )>d. Elle déter
mine un point tel que C', au delà de B par rapport à A ; et il est 
facile de reconnaître qu’en ce point l’intensité de la lumière qui 
émane de A est la même que celle qui émane de B. En effet, on 
est certain que cette valeur de x satisfait à l’équation [a]; donc, 
en la désignant par x', on doit avoir

a 6 _ « 5
F2 — (d —a/j2 0U F2 — Çx' — d)2 ’ 

égalité dont les deux membres sont précisément les intensités 
dont il s’agit.

2° Soit c > 1 : c’est-à-dire que l’intensité de la lumière B sur
passe celle de A. 11 est clair qu’on doit trouver pour le point B ce 
qui vient d’être dit du point A, et réciproquement. C’est ce que 
les valeurs de x confirment.

La première, qui est positive et < |d, montre qu’il existe entre 
A et B un point également éclairé par chaque lumière, mais qu’il 
est plus rapproché de A que de B.

La seconde valeur de x est négative : désignons-la par — x'. 
Comme cette valeur doit toujours satisfaire à l’éq. [a], on a

a _ b
F’~ (d-f-x')2’

Or, si de l’autre côté de A on prend AC"=a/, le premier mem
bre de l’égalité ci-dessus exprimera l’intensité de la lumière que 
le point C" reçoit de A, et le second, celle de la lumière qu’il re
çoit de B ; donc il est également éclairé par A et B. Ainsi, confor
mément au n° 104, la valeur négative de x indique un simple 
changement de position dans la distance désignée par x

3° Soit c= 1, ce qui suppose deux lumières d’égale intensité. 
Les deux valeurs de x deviennent

d d
x —2’ a? —Ô*

La seconde étant infinie, il n’existe plus, à proprement dire, 
qu’un scid point également éclairé : il est déterminé par la pre
mière valeur, et c’est le milieu même de la ligne AB.

Pour montrer comment la valeur infinie peut convenir à la 
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question, remarquons que dans le cas actuel, où c = l, l’éq. [5] 
peut s’écrire ainsi :

Alors on voit qu’en donnant à x une très-grande valeur, le pre
mier membre différera très-peu de l’unité, et que cette différence 
peut être rendue aussi petite qu’on voudra en prenant x suffisam
ment grand. C’est là le sens qu’on doit attacher à la valeur infi
nie, laquelle a d’ailleurs ici le signe ambigu ±.

192. Pour exercice, je proposerai encore les énoncés suivants :
Problème IV. Deux ouvriers employés à des prix différents ont 

été payés au bout d’un certain temps. Le premier a reçu 96 fr., et 
le second, qui avait travaillé 6 jours de moins, a reçu 54 fr. Si le 
second avait travaillé tous les jours, et que le premier eût manqué 
6 jours, ils auraient reçu tous deux la même somme : on demande 
combien de jours chacun a travaillé, et le prix de sa journée? Ré
ponse : le 1er a travaillé 24 jours et gagnait 4 fr. par jour; le 2' a 
travaillé 18 jours et gagnait 3 fr.

Problème V. Un marchand fait escompter par un banquier deux 
billets; l’un de 1577 fr. 90 c., payable dans 3 mois, et l’autre de 
2605 fr., payable dans 7 mois. Il reçoit pour le tout 4050 fr. : on 
demande le taux de l’intérêt d’après lequel l’escompte a été réglé. 
Réponse : l’intérêt annuel était de 7 fr. 20 pour 100 fr.

Problème VI. Trouver deux nombres x et y tels qu’en les multi
pliant respectivement par des nombres donnés a et b, la somme des 
produits soit égale à un nombre connu p; et tels encore qu’en mul
tipliant leurs carrés par les mêmes nombres a et b, la somme des 
nouveaux produits soit égale à un autre nombre connu q. Réponse :
_ «P± /«&[(«-{- 6)7—p2] _bpzp[(«-|-b)q —p2]

a (a 6) ’ J b Ça -f- 6)
N. B. Si, à cause des deux inconnues , le lecteur trouve quelque difficulté à 

résoudre ce problème, il peut remettre à s’en occuper après le n° 494.

Équations ‘a une seule inconnue qu’on résout comme celle du 2*  degré. — 
Exemples qui renferment plusieurs inconnues et qui dépendent du 2*  degTé.

193. Lorsqu’une équation ne contient que deux puissances de 
l’inconnue, dont l'une a un exposant double de celui de l’autre, 
on peut la mettre sous la forme

[1] X-"14- pxm 4- q ~ 0.
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En considérant d'abord x™ comme l’inconnue, x-m en sera le carré, 
et l’équation se résoudra comme celle du 2' degré. On a ainsi

Xm =—%p±yj\p* — q.
Représentons d’une manière abrégée par a et b les deux valeurs 
de xm, on aura

x'" =a et xm = b",
et quand on saura résoudre ces équations, c’est-à-dire trouver 
toutes les valeurs de x qui satisfont à chacune d’elles, il est évi
dent qu’on connaîtra toutes les solutions de l’éq. [1].

Ces équations sont de la classe de celles qu’on nomme à deux 
termes, et je remettrai à m’en occuper plus tard. Pour le moment 
je m’arrêterai au cas de »i = 2. L’éq. [1] est alors

[2] x' + px*  4- q — 0 :
en prenant x*  pour inconnue on en tire d’abord

®*= —It’ + v/ïP!—q,
et ensuite, chacune de ces nouvelles équations donnant deux ra
cines, l’éq. [2] en admettra quatre, savoir :

a; = ± V— ip + —</, x = ± — — ■

Supposons, par exemple, qu’on ail l’équation particulière 
rx’’— 12a:’ — 64=0.

On fera dans les formules précédentes p = —J12, y = — 64; el 
elles donneront

.r =d- \ 6 -h ç/36 + 64 = ± \ 6 + /ÏÔÔ =’± \/Î6 = ± 4, 

a: = ± \6 — ç/36 -j- 64 = ± \/—4 = ±2ç/-—1.
Ainsi, l’équation dont il s’agit a quatre racines, deux réelles et 
deux imaginaires : x — zt 4, x = ± 2 yj— 1.

494. Les principes qui ont servi à résoudre les équations du 
1er degré à plusieurs inconnues, reçoivent aussi leur application 
dans le deuxième degré.Exemple I. Soient les équations

[3] a? + y = a, x’4-y’=Z»*.
Pour les résoudre, de la première on tire

y— a — x;
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on substitue cette valeur dans la 2e, laquelle devient successivement 

ic’-j-fa —o:)’=ô2,
2x*  — 2 ax -j- a*  = b*,  

, b*  — a*x-—ax = ——•

Cette dernière donne deux valeurs pour x, el en les portant dans 
l’expression y = a — x, on aura pour y deux valeurs correspon
dantes. Il vient ainsi

fa;=|a±| ç/2è®—fl2, 
(y = |azpi y/262 —a2.

II faut avoir bien soin de prendre les signes supérieurs en
semble, et les signes inférieurs ensemble. Les deux solutions 
qu’on obtient ainsi ne diffèrent que parle simple changement de 
x en y et de y en x ; et ce résultat était facile à prévoir, puisque 
ce changement n’en fait subir aucun aux éq. [3]. Une observation 
analogue se présente dans l’exemple suivant.

Exemple IL Soient les équations
[4] x’4-y! = «’) a-y = Z»’,

Z»’
La 2e donne y = —, et par suite la ln devient•z

X*  4-^ = a*  ou x’’ — a*x  4- Z»‘ = 0.
x*

En considérant d’abord x*  comme l’inconnue, on tire de là

x*  = \ a*±  5 — 46‘;
et ensuite, si on prend séparément ces deux valeurs, on en aura 
quatre pour x, savoir :

[fl] X = ± Vi «’ 4- 2 \/a4—4ô‘,

[è] — 46‘.
Ai

En mettant ces valeurs dans l’expression y = —, on obtiendra 
X

les valeurs correspondantes de y. Si on substitue d’abord les va
leurs [a], il vient

____________ V________
± VÎa’4-lv/^z=>’

Pour simplifier, on multipliera les deux termes de celte fraction
11 
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par le radical V|a’—4 y/a*  — Wil en résulte

± 6*  V4«2— à y/a* — 46*?/ = .. - 2' 2V •
V [4 a’ + i V7»4—46*]  [| a* —| y/a*  — 46*]

En réduisant le dénominateur on le trouve égal à 6’; donc

y = ± V 2ft* — 1 y/a*  — 46*.
Sans nouveau calcul, il est clair que les valeurs de y, correspon

dantes à celles de la formule [6], seraient

y — ± «’ +1 y/a*  — 46*.
On voit donc que les équations [4] admettent quatre solutions qui 
sont complètement connues. En prenant, dans chaque accolade 
ci-dessous les signes supérieurs ensemble et les signes inférieurs 
ensemble, ces solutions seront représentées assez distinctement 
de cette manière :

X = ± y'|a5 + Iy/a* —46*  éar = ± y/^a’—|y/a* —46' 
y=±y/|a* — îW— 4^> (y = ± V^aa-|-1 y/a* — 46*.

Les mêmes éq. [4] peuvent se résoudre plus simplement comme 
il suit. En ajoutant à la 1" le double de la 2”, et observant que 
a’ -f- y*  -f- 2o?y est le carré de x + y, il vient

(x -|- y)*  = a’ + 26’, d’où x -j- y = ± y/a2 26’.
Pareillement, en retranchant de la 1" le double de la 2e, on a

(x—ÿf = ai — W-, d’où x—y = ±^a>—26*.
Maintenant qu’on connaît la somme a;-]-y et la différence a: — y, 
la règle du n° 92 donnera les valeurs des deux inconnues. On 
peut d’ailleurs associer comme on voudra les signes des deux radi
caux. En les prenant tous deux avec le même signe, il viendra 

( x = ±|(y/a*  -f-26’+ y/a’— 26’), 
î y = ± | (y/a*  + 26’ — y/a’ — 26*).

Puis, en les prenant avec des signes contraires, on aura
| a? = ± |(y/a’ 26’ — y/a’ — 26*),  
i y = ± f (y/a*  -f- 26*  -j- y/a*  — 26*)-

On obtient encore quatre solutions, comme par le premier pro
cédé; mais elles se présentent sous une forme différente : au lieu 
de radicaux superposés, elles ne renferment que des radicaux 
séparés.
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Comme les solutions trouvées dans chaque procédé doivent être 

les mêmes, on est certain que les valeurs déterminées par le se
cond ne sont qu’une transformation de celles qu’on obtient par le 
premier. On expliquera tout à l’heure (196) une méthode de calcul 
pour opérer ces transformations.

Exemple III. Soient les équations générales
[5] «*4-Px  + Q = 0, o>*  + P'æ + 0'= 0,

dans lesquelles P, Q, P', Q', sont des fonctions quelconques de y. 
Par la soustraction, on en déduit celle-ci

(P-P> + Q_Q' = o, d’où * =

En mettant cette valeur de x dans l’une des éq. [5], dans la 1", par 
exemple, il vient

(Q' — Q)2 + P (Q' - Q) (P - P') + Q (P - P')2=0,
ou, sous une autre forme,

(Q'—Q)’ + (P — P') (PQ' — QP') = 0.
Cette équation ne contient plus que la seule inconnue y, et quand 
on saura la résoudre, elle fera connaître les valeurs de y. En les 
substituant dans l’expression de x écrite plus haut, on obtiendra 
les valeurs correspondantes de x.

193. Pour que l’analyse du 2' degré fût complète, il faudrait 
considérer les cas où les inconnues sont en plus grand nombre 
que les équations. Le plus simple est celui d’une équation unique 
entre deux inconnues x et y. Si on la résout par rapport à une 
des inconnues, y par exemple, on trouvera, en général, une ex
pression qui renfermera x sous un radical ; de telle sorte qu’en 
donnant à cette inconnue x des valeurs rationnelles quelconques, 
on en trouverait pour y, qui seraient irrationnelles. On peut alors 
se proposer de rechercher les valeurs rationnelles de x pour les
quelles les valeurs correspondantes de y sont aussi rationnelles. 
Mais la difficulté de ce problème, à moins qu’on ne le restreigne 
à quelques cas fort simples, est supérieure à de simples éléments. 
Consultez la Théorie des nombres de Legendre.

Racine carrée d’une quantité en partie commensurable et en partie incommen
surable, ou bien en partie réelle et en partie imaginaire.

196. Proposons-nous d’extraire la racine carrée d’une quantité 
en partie commensurable et en partie incommensurable.
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Si on fait le carré de \Ja -f- \fb, a et b étant des quantités ra- 

lionnclles, on trouve un résultat de la forme A y/B, dans lequel 
A et B sont des quantités rationnelles. De là on conclut réciproque
ment que la racine carrée d’une expression de cette dernière forme 
peut aussi, dans certains cas, se ramener à la première ; c’est cette 
transformation qu’il s’agit d’effectuer, lorsqu’elle est possible. H 
faut donc considérer A et B comme des quantités rationnelles, 
y/B comme une quantité irrationnelle, cl déterminer pour a et b, 
des valeurs rationnelles telles qu’on ait

G/â+ç/î^A + v'B.
En développant le carré, il vient

a + è + \fAab = A -}- y/B.
Dans le 1er membre, a -}- b doit être un nombre rationnel, et il 

n’y a que la partie y/4aà qui puisse être un nombre irrationnel. 
Or je dis qu’on doit avoir séparément les deux égalités

[1] a-}-/> = A, [2] 4aè = B.
Supposons qu’il en soit autrement et isolons y/4aê dans le 

1" membre ; il viendra y/4aô == A — a — b y/B. Faisons 
A —a— 6 = A afin d’abréger, puis élevons au carré. On aura

4aô=Â‘ + B+2Æy/B, ou iab — k1 — B = 2Æ y/B : 
égalité absurde; car une quantité rationnelle n’est jamais égale à 
une quantité irrationnelle. L’absurdité ne peut cesser qu’en po
sant k = O, ou, cc qui est la même chose, a4- b = A. Alors la 
dernière égalité se réduit à Aab — B = O on 4ab = B, et l’on est 
ramené ainsi aux éq. [1] et [2],

Si on élève la 1" de ces équations au carré, et qu'on en re
tranche la 2', le premier membre de l’équation résultante sera le 
carré de a — b; donc

[3] a-à = y/Â^B.
1) est permis de supposer que a est la plus grande des deux quan
tités « et b, et pour celle raison on prendra le radical y/A2— B 
avec le signe-}-.

Maintenant on connaît donc par les équations [1] et [3] la somme 
et la différence des inconnues a et b; par conséquent on aura 

a = £A-Hy/Â^ZB, 5 = i A — iy/A2-B.
La question exige que les valeurs de a et de b soient rationnelles; 

or il est évident qu’il faut, pour que cette condition soit remplie, 
que A’ — B soit égal à un carré C2.

, A -J- C , A — C
Alors il viendra a— —-—, b— —-—; et par suite

[fl A+^y/^+ç/V'
Comme on suppose tacitement y/B positif, les radicaux du 

deuxième membre doivent se prendre tous deux avec +, ou tous 
deux avec — : autrement, en élevant ce membre au carré, on ne 
reproduirait pas le terme 4- y/B, mais bien — /B.

Cette explication même prouve que si l’on avait V A — y/B, il 
faudrait prendre les deux radicaux avec des signes contraires; el 
en conséquence on écrisait

ffl Ë = y/4p-y/5f5.
Pour exemple, soit l’expression /12-f-y/140. On a A=12, 

15=140, A’—B = 4. Ce dernier nombre est un carré, et l’on aC=2 : 
on peut donc appliquer la formule [4], et il vient

V12 4-y/Ï4Ô = ÿ/4- = y/7 + fi-

Soit encore l’expression \/l —2xy/l —x'-. On aura A = 1, 
B=4«2—4x4, y/'A2—Bon C = 1—2a?2. Puisque C est sans radical, 
et que d’ailleurs le second radical de l’expression proposée a le 
signe —, il y a lieu d’appliquer la formule [5], et il vient

V1 — 2a: y/1 — a?2 - y/1 — a:2 — x.
C'est la même valeur de y/1 — a?2 qui entre dans les deux membres. 
En outre, on doit observer qu’il faudra mettre le signe± devant 
le second, si on veut qu’il représente les deux valeurs du premier.

197. Lorsque la quantité A2—B n’est pas un carré, les valeurs 
de a et de b ne sont plus rationnelles ; mais il est clair qu’en les sub
stituant dans y/a 4- V*,  on n’en a pas moins une expression équi
valente à v^A-f-y/B. Seulement, comme elle est alors beaucoup 
plus compliquée, elle est plus rarement employée. Cependant, 
quand y/B est imaginaire, elle conduit à un résultat qui mérite 
de fixer l’attention. Changeons B en—B2, A 4- y/B devient 
A 4 By/^ï; et ce qu’il y a de remarquable, c’est que la racine 
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carrée de A 4- B y —se ramène elle-même à une expression de 
laformea-J-^y/—1, dans laquelle a et b sont des quantités réelles, 
qui peuvent d’ailleurs, ainsi que A et B, n’être pas rationnelles.

Cette proposition devient évidente sur-le-champ en changeant 
B en —B2 dans les calculs du numéro précédent. Alors, au lieu 
de C = y/A2— B, on a C = y/A2-f-B2; donc

A + y/À2 4- B2 , A—y/A2 + B2« _ g , b —---------- ------------.

Le radical y/A2 + B2 étant > A, la valeur de a est positive, et 
celle de b est négative. Représentons-les par a2 et — p2, on aura 
y/a = ± “, y/6 = ± f — 1, et par suite

[6] \/Â4-B/^ï = ±(a4-py/=ï).
Je prends a et p, tous deux avec +, ou tous deux avec —, parce 
que le produit 2«p doit être égal à B, qui est supposé positif. S’il 
y avait — devant B v/—ï, il est clair qu’alors on devrait écrire

[7] ç/A-By/=ï=±(«-|3y/=î).
Il serait facile de parvenir directement à ces dernières formules 

en posant A + B y/— 1 = a p /—1, et en déterminant pour 
a et p des valeurs réelles telles que A -f- B y/—1 soit le carré de 
“ + P v'—1- Je laisserai cet exercice au lecteur.

Pour offrir une application, choisissons l’expression très-simple 
\l±yj—1. En la comparant avec VA±By/—1, on a A = O, 
B = l, a = |, b = — |, a = y/ï, p = y/-i; donc

Vz4~ —1 = — (^a + VÏ V—1) » 
y/_ = ± (y/î — y/L y/=Â).

198. Remarque. Ajoutons les formtdes [6] et [7], en ne pre
nant que le signe -f- pour chacune d’elles : les imaginaires se dé
truiront, et il restera

/Â’+ByCZÏ 4- V A — By/^1 = 2a = v/2A + 2y^rT5‘.

Ainsi, dans le cas particulier de A = 0 et B — 1, on aurait 
v'+y/^ï 4- v —y/^=y/2.

Remarque sur les maximums et les minimums.

199. On a trouvé plus haut (189) que le produit maximum 
qu’il est possible de former avec les deux parties d’un nombre est 
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égal au produit de ses deux moitiés. Cette proposition peut être 
généralisée en ces termes : Le produit de plusieurs nombres, dont 
la somme est égale à un nombre donné, devient maximum quand 
ces nombres sont égaux entre eux.

Supposons qu’on ait a4_^ + c + ^4_-"—jP> e* Que parmi les dif
férentes manières de choisir les nombres a, b, c, d,... sans que 
celte condition cesse d’avoir lieu, on ait pris celle qui rend le 
produit abed... maximum : je dis qu’alors tous ces nombres 
sont égaux. En effet, sia et b, par exemple, étaient inégaux, 
ou aurait (189) 

et par conséquent

Bans le second produit, la somme des facteurs est la même que 
dans le premier, c’est-à-dire égale hp. Donc le produit abed... 
n’est pas un maximum, à moins que tous ses facteurs ne soient 
égaux entre eux.

200. Le procédé du n° 189, par lequel on a reconnu le produit 
maximum des deux parties d’un nombre est susceptible d’exten
sion. Supposons qu’une fonction soit composée d’une indétermi
née x, combinée avec des quantités données, et qu’on demande 
la valeur de x pour laquelle la fonction est maximum ou minimum. 
On raisonnera d’abord comme s’il fallait rendre cette fonction 
égale à une quantité quelconque z : on aura ainsi une équation 
d’où l’on tirera la valeur de x, et alors on cherchera s’il existe 
quelque valeur de z au delà ou en deçà de laquelle les valeurs 
correspondantes de x deviennent imaginaires. Dans le premier 
cas, cette valeur de z est un maximum que l’expression proposée 
ne peut point dépasser; dans le second, c’est un minimum.

Par exemple, soit la fraction
x*  — 2^4-2 

2x — 2
*2/^ ~ 2 x I 2

En l’égalant à -, ou a l’équation —- ------= -, j'où I on tire

x = z 4-1 ± yz-2—1.
On voit sur-le-champ qu'en faisant 5 = 4-1, on a x = 2, et
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que les valeurs de z, un peu moindres que 1 rendent x imagi
naire ; donc l’expression proposée a une valeur minimum, laquelle 
est égale à 1 et correspond à a? = 2.

Pareillement, en faisant s = — 1, on a a? = 0; et une valeur né
gative de z un peu plus petite que 1 rendrait x imaginaire. Or, en 
algèbre, des quantités négatives qui, abstraction faite du signe—, 
vont en diminuant, doivent être regardées, quand on n’en sépare 
point le signe, comme croissantes : on peut donc dire que les va
leurs de z un peu plus grandes que — 1 rendent x imaginaire; 
donc z — — 1 est un maximum, lequel correspond à x = 0.

Le caractère essentiel d'un maximum n’est pas de surpasser 
toutes les autres valeurs, mais seulement celles qui le précèdent 
et qui le suivent immédiatement. Une observation analogue doit 
se faire sur le minimum. Je n’insiste pas ici sur la détermination 
des maximums cl des minimums : jusqu’à présent elle a toujours 
été comprise parmi les applicalions du calcul différentiel.

CHAPITRE X.
PUISSANCES ET RACINES EN GÉNÉRAL.

Puissances et racines des monomes. — Exposants fractionnaires.

201. Soit un produit pqr..., etnun nombre positif quelconque : 
on a

(pqr...)n=pqr... Xpqr... Xpqr... Xclc.
= ppp... X qqq...X rrr... X etc.
=pnqnrn...\

donc on élève un produit à une puissance en élevant chaque facteur 
à cette puissance.

S’il s’agit d’une quantité a™ qui a déjà un exposant, on aura 
(am)" = a” x am X am X ... = am+m+m+-

donc on élève à une puissance une quantité qui est déjà affectée 
d’un exposant, en multipliant cet exposant par le degré de la puis
sance.

Si l’on veut élever à une puissance un monome quelconque, on 
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peut le regarder comme un produit, et en conséquence élever 
tous les facteurs à cette puissance : or, cela revient à élever le 
coefficient à cette puissance et à multiplier tous les exposants par 
le degré de cette puissance.

Lorsqu’une quantité est positive, toutes scs puissances sont po
sitives: mais lorsqu’elle est négative, il est clair, d’après la règle 
des signes, qu’il y aura -j- devant la 2e puissance, — devant la 3e, 
+ devant la 4e, etc. Ainsi, en général, quel que soit le signe d'une 
quantité, les puissances paires de cette quantité ont le signe , et 
les puissances impaires conservent le signe de cette quantité.

Au moyen des règles ci-dessus, on aura
(± 2d'ir'c'y = -}- 16alt&* ,c*,  (± 2aWc'f = ± 32aW^c'.

202. On peut renverser ces règles, et on obtiendra, pour l’ex
traction des racines, les règles suivantes :

1° On extrait la racine d’un produit en extrayant la racine de 
chaque facteur.

2° On extrait la racine d’une quantité qui a un exposant en di
visant cet exposant par le degré ou l’indice de la racine.

3° On extrait la racine d’un monome quelconque en extrayant 
celle du coefficient, et en divisant les exposants de chaque lettre par 
l’indice de la racine.

4° Quand la racine à extraire est d’indice pair, elle doit avoir le 
signe ambigu ±; et quand elle est d’indice impair, elle a le même 
signe que la puissance.

Par ces règles on trouve
(/81WS = ± 3 d'b\ faîtM = 2 a!à,

V* —32a56,5 = —2aàs.
205. Quand le coefficient d’un monome n’est point une puis

sance exacte de l'ordre marqué par l’indice de la racine à ex
traire ou que les exposants des différents facteurs ne sont point 
divisibles par cet indice, la racine du monome s’indique d’abord 
au moyen du signe puis on simplifie le radical, comme on l’a 
déjà fait pour le radical carré. Par exemple, soit ÿ/96a’frV. On 
observera que 96 = 2S x 3, a1 = ar,x a1, c" = c” x c ; donc 

ybütcàV11 = y 23as63c10 x 3 a*e  =1abc'- y 3 a’c.
C’est-à-dire que pour simplifier un radical, on décompose la quan
tité sous le radical en deux facteurs, dont l’un ne renferme que des 
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puissances exactes de même ordre que la racine à extraire, et dont 
l’autre n’en renferme aucune; puis on extrait la racine du premier 
facteur, et l’on indique celle du second.

204. Aucune quantité réelle, positive ou négative, si on l’élève 
à une puissance paire, ne peut donner de résultat négatif; par 
conséquent, toute expression composée d’un radical de degré pair, 
placé sur une quantité négative, représente une quantité imaginaire.

Telles sont, en supposant que a el b soient des grandeurs po
sitives par elles-mêmes,

v'— «, ?— a’, ÿ—la’'b'.
Mais toutes ces quantités peuvent, de même que les radicaux 

carrés imaginaires (157), se transformer en produits dans lesquels 
il n’entre d’autre imaginaire qu’une racine de —1. Par exemple, 
il est clair qu’on a

= x^=T.

205. De même que la division a conduit aux exposants néga
tifs, de meme l’extraction des racines mène à l’emploi des expo
sants fractionnaires. D’après la règle 2' du n° 202, si l’on veut 
extraire la racine 5' de a10, on doit diviser l’exposant par 5, et la 
racine cherchée est «*.  Mais en se bornant à indiquer la division,10 
on peut écrire \Jam = a5.

Si l’exposant de a n’était point divisible par 5, la racine ne 
pourrait plus s’extraire ; mais rien n’empêche d’indiquer encore 
la division de l’exposant, lequel aura alors pour dénominateur 
l’indice de la racine. Les algébrisles ont en effet adopté cette con
vention, et en conséquence ils regardent comme équivalentes les 

deux expressions 'ÿjam et a".

Arrangements, permutations, combinaisons.

20G. Pour former une puissance quelconque d’un binôme, on 
sera conduit incidemment à résoudre une question qui exige 
quelques développements, et dont il esl bon de connaître la solu
tion d’avance. Elle fait d’ailleurs partie d’une théorie utile dans 
un grand nombre de recherches, et surtout dans le calcul des 
probabilités. Cette théorie, que je vais exposer ici, est celle des 
arrangements, des permutations et des combinaisons.

207. Arrangements. Plusieurs lettres, a, b, c, d, e,... étant 
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données, imaginons qu’on les prenne deux à deux de toutes les 
manières possibles, en sorte que chaque assemblage de deux 
lettres soit différent des autres, ou par les lettres qui le compo
sent, ou par l’ordre dans lequel elles sont écrites : on aurait ainsi 
ce qu’on nomme les arrangements deux à deux des lettres don
nées. On comprend de même ce qu’on entend par arrangements 
trois à trois, quatre à quatre, etc. Rien de plus simple que de 
composer ces différents arrangements et d’en déterminer le nom
bre. Le seul soin à prendre sera de suivre un ordre qui les fasse 
trouver tous sans en répéter aucun.

Pour avoir les arrangements 2 à 2, il suffit de placer, à côté de 
chaque lettre, alternativement chacune des lettres restantes. De 
cette manière on obtient des arrangements tels que

ab, ac, ad, ac,.... 
ba, bc, bd, be,.... 
etc. ;

cl en même temps on voit qu’en désignant par m le nombre des 
Ici 1res a, b, c,.... et par As le nombre de leurs arrangements 2 à 2, 
on aura

A,==m(m— 1).

On passe aux arrangements 3 à 3 en plaçant, après chaque ar
rangement de deux lettres, alternativement chacune des lettres 
qui n’entrent pas dans cet arrangement. Il vient ainsi 

abc, abd, abe,.... 
acb, acd, ace,....
etc. ;

et en nommant As le nombre de tous ces arrangements 3 à 3, on a 
A»=At (mj — 2) = m {m — 1) (mi — 2).

On s’élèverait semblablement aux arrangements 4 à 4 ; et, pour 
en connaître le nombre, on aurait la formule

A*=A,( mi—3) = m(m —1)(mi—2) (mi —3).
Chaque fois qu’on s’élèvera à des arrangements qui auront une 

lettre de plus, il est clair qu’il s’introduira dans la formule un 
facteur de plus, lequel sera inférieur d’une unité au facteur placé 
avant lui. Dès lors on peut conclure avec certitude que l’expression 
générale du nombre des arrangements n à n devra renfermer n 
facteurs pris consécutivement dans la suite »», mz — 1, m.—2, etc. 
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Le dernier facteur sera donc m—(n—1) ou m —n-\-1, et par con
séquent, en appelant An le nombre des arrangements de m lettres 
n à n, on doit avoir

[1] A„ = »2(zw—l)(m— 2)....(»i—

En faisant n = 2, 3, 4, le dernier facteur m—n'-{-1 se réduit 
successivement à m—1, m — 2, m—3, et l’on retrouve les va
leurs de A2, As, A4.

203. Permutations. Après avoir placé plusieurs lettres les unes 
à côté des autres, si on change de toutes les manières possibles 
l’ordre de ces lettres, on formera leurs permutations. Les permu
tations de n lettres ne sont donc autre chose que les arrange
ments de ces n lettres n à n, et par conséquent on peut calculer 
leur nombre par la formule [1], en faisant ?« = «. Si on repré
sente par P„ le nombre des permutations de n lettres, on aura 
P„ = n (n — i)(n—2)... 1, ou, en renversant l’ordre des facteurs,

[2] PB= 1.2.3.. ..n.

On peut trouver cette formule directement comme il suit. Avec 
2 lettres il n’v a que deux permutations. Celles de 3 lettres se for
meront en plaçant alternativement, après chaque lettre, les per
mutations des deux autres, ce qui donnera 2.3 permutations. En 
continuant ce raisonnement, on voit que le nombre des permuta
tions de 4 lettres est 2.3.4, et qu’en général, pour «lettres, ce 
nombre serait 2.3.4,...».

209. Combinaisons. Lorsque parmi les arrangements n à n on 
ne conserve que ceux qui diffèrent entre eux par une ou plusieurs 
lettres, ceux qu’on obtient ainsi sont désignés sous le nom de 
combinaisons ou de produits. Par exemple, abc et bca ne forment 
qu’une seule combinaison ou qu’un seul produit.

Parmi les arrangements de m lettres n à n, il est clair que chaque 
combinaison de n lettres doit se trouver répétée autant de fois qu’il 
y a de permutations possibles entre les n lettres de cette combi
naison. Donc, en divisant le nombre total des arrangements de m 
lettres n à «par celui des permutations de n lettres, on obtiendra 
le nombre des combinaisons de m lettres n à n. Ainsi, ce dernier 
nombre étant désigné par C„, il sera donné par la formule

r„, „ A»_ m(m —l)(w —2).. .(w —n-f-l)
[3] G» —’ p “ - - •

* n n
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Si on veut avoir en particulier le nombre des combinaisons 

2 à 2, 3 à 3, etc., il faudra faire n = 2, 3, etc. ; et il viendra
m(m — 1) „ __m(m — l)(m— 2)

C2 1.2 ’ 3 1.2.3 ’ e‘c’

L’hypothèse n — 1 donne Ct = «i; en effet les combinaisons de 
m lettres une à une ne peuvent être que ces lettres elles-mêmes.

210. Le nombre des combinaisons qu’on peut faire avec des 
lettres étant essentiellement entier, il s’ensuit que la division in
diquée dans la formule [3] doit s’effectuer exactement. Donc un 
produit de n nombres entiers consécutifs est toujours divisible par 
le produit des n premiers nombres entiers.

Binôme de Newton, daDS le cas de l’exposant entier positif.

211. Tout binôme peut être représenté par x 4-a, et la question 
est de trouver une formule générale au moyen de laquelle on 
puisse obtenir immédiatement une puissance quelconque de x 4~a 
sans passer par toutes les précédentes. La formule qui atteint ce 
but est peut-être la plus importante de l’analyse : on l’appelle vul
gairement binôme de Newton, du nom de son inventeur.

La première idée qui se présente est de faire les puissances suc
cessives de x 4-a par voie de multiplication, et d’examiner s’il est 
possible d’y apercevoir une loi qui permette de former immédia
tement une puissance quelconque, sans passer par les puissances 
inférieures. Ces calculs se présentent comme il suit :

a?2 4*  ax
—ax 4~ a2

(x -j- af = x2+2ax -}- a2.
x3 -f- 2ax24- a'x

4~ «x24-2a2x 4- a3
'x -}- a)’ = x3 3ax2 4*  3a’a: 4~ a'-

x'f-3ax''f- 3d>xt f- a3x
4- aæ8 4-3a2æ2 4~ 3<&r-|-a4

(x 4*  a)4 = x*  -j- 4aa?3 4*  Wxl 4*  4a3x -j- a4.

La loi générale des exposants est évidente, mais celle des coeffi
cients ne l’est pas. A la vérité, on voit bien que ceux du premier 
terme et du dernier sont égaux à l’unité, et que ceux du second et 
de l’avant-dernier sont égaux à l’exposant du binôme; et même, 
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pour les ternies intermédiaires, on reconnaît bien encore que les 
coefficients également éloignés des extrêmes sont égaux, mais 
leur composition ne s’aperçoit point.

Ces coefficients proviennent des réductions qu’entraînent les 
termes semblables. Or, en multipliant entre eux des binômes tels 
que x + a, x -f- b, x -|- c, etc., dont les seconds termes sont diffé
rents, ces réductions n’auraient plus lieu, et il peut se faire qu’alors 
la composition des termes du produit se manifeste.

212. Considérons donc les produits successifs de ces binômes. 
Voici les trois premiers:

(æ-j-a) (®4-&) = «’4-a x 4~«à,

(a?-|-a) (az-f-à) (x-j-c) = xa-j-a
+ ù
+ c

x"14*  ab 
-\-ac 
+ bc

x 4- abc

(®4-a) (a?4-à) C^4~c) (x-j-d) = xl-]-a x3-\-ab x*-\-abc
-\-ac -\-abd

-H -j-bc -\-acd
4-d -\-ad 

-\-bd 
-\-cd

-\-bcd

En considérant comme un seul terme tous ceux qui renferment 
la même puissance de x, on retrouve ici, pour les exposants de x, 
la même loi que dans les puissances de x 4- a : c’est-à-dire que 
dans le premier terme l’exposant de x est égal au nombre des binômes 
facteurs, et qu’il diminue progressivement d'une unité jusqu’au der
nier terme, où il est zéro.

La loi suivant laquelle se composent les multiplicateurs de ces 
puissances est également facile à apercevoir. La plus haute puis
sance est multipliée simplement par l’unité; celle dont l’exposant a 
une unité de moins l’est par la somme des seconds termes des binômes ; 
celle qui a 2 unités de moins, l’est par la somme des divers produits 
qu’on obtient en combinant ces seconds termes 2 à 2 ; celle qui a 3 
unités de moins, l’est par la somme des produits qu’on obtient en 
combinant ces seconds termes 3 à 3; ainsi de suite jusqu’au dernier 
terme, où l’exposant de x est zéro, et qui est égal au produit de tous 
les seconds termes des binômes.

Lamarche qu’on suit dans les multiplications successives suffit 
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pour convaincre que ces lois s’étendent à tant de binômes qu’on 
voudra; mais s’il restait encore quelque doute, la démonstration 
suivante le dissiperait.

Admettons pour un moment que ces lois soient vraies pour le 
produit d’un certain nombre m de binômes; je vais prouver qu’elles 
le seront encore en prenant un binôme de plus. Soit

xm 4- Aæ"-1 4- Bæm-‘ 4- Cz”-3... 4- Y,
le produit de m binômes x-j-a, x-j-b, x-\-c.... Si on le mul
tiplie par un nouveau binôme a?-j-1, il viendra

jjm+l 4_ I _|_ g I f; I æm-î # .

4“ i I 4- za I 4- zb I .... 4- JY.

On reconnaît sur-le-champ que la loi des exposants de x est la 
même : car l’exposant de x, dans le premier terme, est égal au 
nombre des binômes facteurs, et il décroît successivement d’une 
unité jusqu’au dernier terme, qui ne contient plus x.

La loi des coefficients se soutient également. D’abord il est clair 
que celui du 1" terme est encore l’unité.

Dans le 2e terme, où l’exposant de x a une unité de moins, le 
coefficient est A 4-Z. Or, A étant la somme des seconds termes des 
m binômes a?4-«,a?4-à,...il s’ensuit que A 4-1 est celle des se
conds termes des m4-1 binômes x-\-a, x-\-b,... x-\-l.

Dans le 3' terme, où l’exposant de x a 2 unités de moins, le 
coefficient est B-|-ZA. Or, d’une part, B exprime la somme des 
produits 2 à 2 des m seconds termes a, b, c...; et, d’autre part, 
/A est celle des produits de ces m termes par l : donc B-|-ZA est la 
somme de tous les produits 2 à 2 qu’on peut former avec les m-{-1 
seconds termes a, b, c,...l.

Dans le 4*  terme, où l’exposant de x a 3 unités de moins, le 
coefficient est C-j-ZB. Or, d’une part, C exprime la somme des 
produits 3 à 3 qu’on peut former avec les m quantités a, b, c,...; 
et, d’autre part, ZB est la somme de leurs produits 2 à 2 multi
pliés par l : donc C -f- ZB est la somme de tous les produits 3 à 3 
qu’on peut faire avec les m4-1 seconds termes a, b, c,...l.

Ce raisonnement peut se continuer jusqu’au dernier terme ZY, 
qui est évidemment le produit des m-|-1 seconds termes a, b, c,.. .1, 
puisque Y est le produit des m quantités a,b,c,...

Ainsi la loi de composition, supposée vraie pour m binômes, 
est encore vraie en prenant un binôme de plus. Or, par le fait de 
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la multiplication, on l’a reconnue vraie dans le cas de deux fac
teurs; donc elle est vraie pour trois. Etant vraie pour trois, elle 
le sera pour quatre, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des 
facteurs. Donc enfin elle est générale.

215. Maintenant, pour revenir à la puissance (a? a)"‘, il suffira
de supposer, dans le produit de m binômes x-\-a, b,... tous les
seconds termes égaux à a. D’abord il est clair que les puissances 
de x contenues dans les termes successifs seront encore 

et que le premier terme sera simplement xm.
Dans le produit des m binômes, le multiplicateur de a;”1-1 est 

la somme des m seconds termes des binômes; donc, dans le dé
veloppement de (tf-j-a)”, ce multiplicateur deviendra ma\ donc le 
2e terme de ce développement est maxm~'.

Dans le 3e terme du produit des m binômes, les divers produits 
2 à 2 qui multiplient xm~*  deviennent tous égaux à donc leur 
somme sera égale à autant de fois a2 qu’on peut faire de produits 
2 à 2 avec m lettres ; donc, si on nomme p le nombre de ces pro
duits, le 3e terme du développement de (#-}- a)m sera païx”'-*.

l)(m—2)(m—3)
l • 2 . 3 . 4

214. La loi des termes est si évidente qu’on peut écrire immé
diatement un terme de tel rang qu’on voudra.

En général, la somme des produits par laquelle chaque puis
sance de x est multipliée, dans le produit des binômes, doit se 
changer en une puissance de a, répétée autant de fois que cette 
somme contient de produits. Par conséquent, en désignant par 
p, q, r,.... le nombre des produits 2 à 2, 3 à 3, 4 à 4,.... de m 
lettres, le développement de (x-f-a)m pourra s’écrire ainsi:

Pour dernier terme, j’ai pris simplement a”', parce qu’il doit être 
le produit de m quantités égales à a.

La question est donc ramenée à chercher les coefficients 
p, q, r,...-, mais comme ils sont déjà connus par le n° 209, il n’y a 
plus qu’à substituer leurs valeurs, et l’on a enfin la formule

[1] (x + a)m =
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1° Il est clair que chaque coefficient a pour dénominateur la suite
1.2.3....  jusqu’au nombre qui marque combien il y a de termes 
Qui précèdent, et pour numérateur les facteurs décroissants 
m(m— l)(tn-—2)... jusqu’à celui où m est diminué d’autant 
d’unités, moins une, qu’il y en a dans le dernier facteur du 
dénominateur.

2° Il est clair aussi que l’exposant de a est toujours égal au 
nombre des termes qui précèdent, et celui de x égal à m diminué 
de ce même nombre, de telle sorte que la somme des exposants 
de x et de a reste constamment égale à m.

En conséquence, si on désigne par Tn un terme quelconque 
dont le rang est n, on aura, pour le terme Tn+i, qui occupe le 
rang n-f-1 ou qui en a n avant lui,

t _m(m— l)(m—n-f-l)
U+l ~ 1 .2.3.............................. n a X ■

Cette expression est le terme général de la formule [1], On l’ap
pelle ainsi, parce qu’en y supposant successivement a = l, 2,3,.... 
on peut en déduire tous les termes de cette formule, à partir du 
second. Par exemple, en faisant n=6, on aura le 7e terme, 
savoir:

T- = m 'm —* 1 ) (>»—2) (>»—3) —4) (w-—5) 6 „
1 . 2 . 3 . 4 . 5 . G a ■

Si on voulait avoir le dernier terme, il faudrait observer que la 
formule a en tout m-\-1 termes, el que par suite il faut supposa 
n—m. Alors il vient

m(m—t)(m—2).... 1
1 . 2 . 3... tn

Or, le numérateur renferme, dans un ordre inverse, les mômes 
facteurs que le dénominateur, et x° est la même chose que l’unité ; 
donc cette expression se réduit à a”‘, ainsi que cela doit être.

Si on prenait pour n un nombre entier il y aurait un facteur 
m—m ou zéro parmi ceux du terme général, ce qui avertirait 
que tous les termes sont nuis au delà du rang m-f-1, c’est-à-dire 
que la formule du binôme n’a pas plus de tn-j-1 termes.

Remarques sur la formule du binôme. — Comment on l’applique.

215. Quand on veut faire une puissance particulière de x-}- a, 
la cinquième, par exemple, il est commode d’employer chaque 

12 
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terme au calcul du suivant. Or, si on examine avec attention les 
termes successifs du développement de (x -j- a)”*,  on découvre cette 
règle générale. Pour passer d’un terme au suivant, multipliez son 
coefficient par l’exposant de x dans ce terme, divisez-le par le 
nombre qui marque le rang de ce terme, ajoutez une unité à l’expo
sant de a, et retranchez-en une à celui de x.

Si l’on ne trouve pas celte loi assez évidente à l’inspection de 
la formule [1], il suffira de montrer qu’elle s’observe en passant 
d’un terme de rang quelconque au suivant. A cet effet, on chan
gera n en n-f-1 dans l’expression du terme général, et on aura 
ainsi celle du terme de rang n-j-2, savoir :

T . — m a) ,
1 n+2 ----- 1 -- ----------- ------------------------—------- 7~ j TT------U A

Or, si on compare les expressions de Tn+2 et de Tn+1, on voit 
qu’en effet Tn4.2 se forme de Tn+) scion la règle énoncée.

Comme le 1er terme de chaque puissance de x-f-a est toujours 
connu immédiatement, on pourra, par cette règle, en déduire le 
2e ; de celui-ci le 3' ; et ainsi de suite.

Par exemple, soit (x-f-af. Le 1er terme du développement étant 
5 , 54

a? ou a0#8, le 2e sera y a'x’'=5axi, le 3° sera a2x3=10a,x3,
103 10 2le 4e sera —~ a3x2= 10a3x2, le 5° sera—— a'‘x = od‘x, el enfin o 4

5 1le 6e ou dernier sera -f- a3x°—a\ Donc, en réunissant tous ces 
termes, il viendra

(x -j- af—x3 -}- 5ax‘ -|- 10a2 x3 -f- 10a’x2 -f- 5a‘x -j- a5.
216. Dans cet exemple, les coefficients des termes également 

éloignés des extrêmes sont égaux. Pour démontrer cette propriété 
en général, reprenons le terme Tn+1, qui en a n avant lui dans le 
développement de (æ-j-a)”. On a

En multipliant et en divisant le coefficient de anxm~n par la suite 
(m—n)(m—n—1) ...2.1, le numérateur de ce coefficient renfer
mera tous les facteurs depuis 1 jusqu’à m, et on aura
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Maintenant, considérons le ferme qui en a n après lui. Le 
nombre total des termes delà puissance (x -j- a)m étant m-f-l, celui 
dont il s’agit doit en avoir m—n avant lui, par conséquent on le 
trouvera en remplaçant n par m—n dans Tn+1. Il n’en résulte 
pour le coefficient aucun changement, si ce n’est dans l’ordre des 
facteurs du dénominateur; donc, dans le développement de 
(x + a)’", les termes également éloignés des extrêmes ont des coeffi
cients égaux.

Au fond cette démonstration revient à prouver que le nombre 
des produits m— nam— n qu’on peut former avec m lettres est 
égal à celui des produits n à n, ce qui est facile à reconnaître a 
priori. En effet, si on divise le produit de toutes les m lettres suc
cessivement par chacun des produits n à n, on aura tous les pro
duits m — nam — n; donc ils sont en même nombre.

On peut encore démontrer la même propriété d’une manière 
fort simple comme il suit : concevons qu’on ait formé la puissance 
(a? aï" par des multiplications successives, et qu’ensuilc on ait 
fait les mêmes calculs en prenant a-fx au lieu de x-f a. Il est évi
dent que les deux résultats doivent se déduire l’un de l’autre, en 
changeant x en a et a en x\ et, d’un autre côté, il est évident 
aussi, par les règles de la multiplication, qu’ils doivent être com
posés des mêmes termes : donc, par le changement de x en a cl 
de a en x, chaque terme du développement de Gr-j-a)*"  doit re
produire un terme de ce même développement. Cela posé, le terme, 
qui dans ce développement en a n avant lui, peut être représenté 
par kanxm~n, k étant un coefficient qui ne renferme ni a ni x. 
Or si on échange a et x, ce terme devient kam~nxn‘, donc kan~nxn 
est aussi un terme du développement de (xe-J-a)m. Mais l’exposant 
de a: montre qu’il en a n après lui; donc les termes également 
éloignés des extrêmes ont des coefficients égaux.

217. Si, au lieu dc(a;-|-alm, ona(®—af", on remplacera a par—a 
dans tous les termes du développement de (x-\-a)m. Cela revient 
à mettre — devant ceux qui contiennent a à un exposant impair, 
c’est-à-dire devant tous les termes de rang pair : de sorte qu’on a

(x — a)'"=x* —y cu'n~' + a'x”-1 — etc.

218. Dans les développements de (æ-f-a)m et de (.x— a)m fai- 
sons1 et a = 1 : ils donnent
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4-^4-| — — ,
' 1 1.2 ' 1.2.3

m m(m — 1) m(m — l)(m — 2) i
~ T ‘ 1 . 2 1 . 2 .3 ‘

Donc, dans toute puissance de x-f-a, la somme des coefficients, 
y compris ceux des termes extrêmes, est égale à une puissance de 2, 
indiquée par celle du binôme; et la somme des coefficients de rang 
pair est égale à celle des ternies de rang impair.

219. Pour montrer comment on doit faire les calculs, quand 
on veut élever à une puissance un binôme quelconque, je pren
drai l’exemple (2a’ — 36a:2)’.

On commence par développer (x — a)6 comme dans le n° 215, 
en ayant soin de placer les termes à la suite les uns des autres à 
mesure qu’on les forme, et de leur donner alternativement les 
signes -j- et —. On aura soin aussi de remarquer, lorsqu’on aura 
trouvé le 4' terme, que les coefficients des trois derniers sont les 
mêmes, dans un ordre inverse, que ceux des trois premiers. De 
cette manière, on peut écrire sur-le-champ

(x — afi — x6 — Gax' -J-15asaê — 20a3o:3 +15a‘o:2 — Ga'x -j- a6.
Maintenant, pour passer de (x—afi à (2a3 — 36a;2)8, il n’y a qu’à 

changer x en 2a3, et a en 36a:2. Il vient d’abord
(2a3 — 36a:2)8 = (2a3)’ — 6(36x’)(2a’)5 + 15(36a:2)2(2a’)‘

— 20(36a:2)3(2a3)3 15(36a?2)‘(2a3)2 — 6(36a>2)s(2a3) + (36a:2)’;
puis, en effectuant les calculs,

(2a3 — 36a:2)’ = 64ais — 576a,56a:! + 2160a1262a:'’
— 4320a963a:’ + 4860a’6’a:8 — 2916a363a;,0 -j- 7296’a:12.

220. On trouve ordinairement plus commode de n’avoir à dé
velopper que des puissances de binômes qui aient l’unité pour 
premier terme. Or, x -]- a = x ^1 -j- ; donc, en posant = -, 

on aura
(x4-a)m = «’"(l + -)m-

On voit qu’il ne s’agit plus que de développer (1 -f- -)"; cl pour 
cela il suffit de remplacer, dans la formule [1] du n0 215, x par 1 
cl a par s. 11 vient ainsi

(i+-r=i+ Lm(m— 1)
r1 r. 2 -2

On réduit cette formule à la règle suivante : Après avoir formé
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m m—1 m —2 m—3 .
les fractions —, —9—> —3—> —4—? etc., prenez l unité pour pre

mier terme du développement ; multipliez celte unité par la 1" frac
tion et aussi par z ; multipliez le résultat par la 2e fraction et encore 
par 7; multipliez le nouveau résultat par la 3e fraction et encore 
par z; et ainsi de suite. Enfin, ajoutez tous ces résultats au premier 
terme 1, et vous aurez le développement de (1 z)"’.

On verra plus tard que la formule [1] ne cesse point d’être vraie 
quand l’exposant »z est fractionnaire ou négatif. C’est surtout dans 
ces cas qu’il convient d’employer la règle ci-dessus, parce qu’elle 
a l’avantage de mettre en évidence la loi des coefficients numé
riques propres à chaque développement particulier

Puissances des polynômes.

221. En considérant deux termes d’un trinôme comme 11’en 
formant qu’un, on ramène au binôme les puissances de ce trinôme, 
et l’on en peut dire autant de tout polynôme. Montrons comment 
on parvient par celle voie au terme général de la puissance

(a-j- 6-j-c + <Z...)M,

c’est-à-dire au terme qui renferme les lettres a, b, c,... à des 
exposants quelconques n, n1, n",...

Posons x = bc-\-d.... ; la puissance ci-dessus sera égale à 
(a~l~x)m, et d’après ce qui a été dit n° 216, la partie qui contient 
a” dans le développement de (a -j- x)m peut s’écrire ainsi :

1,2.3,4......m X anxm~n
1.2.3...»  X 1.2.3....(m — n)‘

l’osons y — c-fd...; on aura xm~n = (b -}- y}m~n, et par suite, si 
on développe cette dernière puissance, la partie qui contiendra 6”' 
sera égale à

M

1.2.3.4........(m — n)X6n,ym-"-"'
1.2.3...... n’ X 1.2.3.......(m — n— n'j

En mettant celle quantité au lieu de xm~n dans l’expression [a], 
le résultat représentera l’ensemble des termes qui contiennent anbn' 
dans la puissance du polynôme donné. Ce résultat, en effaçant 
les multiplicateurs et les diviseurs qui se détruisent, sera

1.2.3.4..... m X a"6* ‘,ÿ’"-n~w'
1.2.3...n X 1.2.3...»'X 1.2.3...(m— n — «T
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Posons encore z = d-\-...: on aura ym-n-"' — (c_|_z)m-n-n', cl la 
partie de ym-n~n' dans laquelle sc trouve cn" sera

1.2.3.4..... (m — n —• n") X
1.2.3.. ,n" X 1.2.3.. .(m — n — ri — ri'j'

Par suite, en mettant dans [6] cette expression au lieu deîf"_n-n', 
et faisant les réductions, on aura

1.2.3.4.......... wi X anbn'cn"zm~n~n'~n,/

Formule de Taylor.

222. Considérons une expression composée d’une manière 
quelconque avec une quantité x, qui peut recevoir telle valeur 
qu’on veut : cette expression, composée avec x, est ce qu’on 
nomme une fonction (1S), et, suivant l'usage, nous la représente
rons, d’une manière abrégée, par F(æ).

Donnons à x un accroissement h, ce qui revient à changer x 
enæ-|-A ; par là F(az)dcvientF(a?4-^), et si l’on développe celte 
dernière fonction suivant les puissances ascendantes de 7i, on 
aura la formule à laquelle Taylor a attaché son nom, et qui est 
une des plus importantes de l’analyse. Nous nous bornerons ici à 
démontrer cette belle formule pour le cas particulier où F(a?) re
présente une fonction algébrique rationnelle et entière de x.

Ainsi restreinte, si on effectue les calculs qui peuvent être in
diqués dans cette fonction et si on ordonne convenablement, elle 
sera de la forme suivante

F (a?) = Axm + Bæ”1 Il * * V-14- Cz”-2......+ Tx -f- V.

1.2.3.. .W X 1.2.3...n'X 1.2.3...n" X 1.2.3.— n —
Il est évident, sans pousser les raisonnements plus loin, que si 

on nomme V le terme général du développement de

(a 4-6 4-c 4-d....y»,

ce terme pourra se représenter ainsi

1.2.3.4.......»î X anZin'cn"...
— 1.2.3...?IXÏ727377ÏÏ'X 1.2.3...n"x...’

», n', »",... étant tels nombres entiers positifs qu’on voudra, pourvu 
que leur somme soit égale à m. De sorte qu’on obtiendrait tous les 
termes du développement dont il s’agit en donnant, dans celte 
formule, à n, n', n",... toutes les valeurs entières et positives qui 
satisfont à la condition

n + «'+ n".... = m.
Remarque. Quand on fait un de ces nombres égal à zéro,

V prend une forme illusoire. Par exemple, soit n = 0: la suite
1.2.3.. . n placée au dénominateur ne peut plus avoir de sens; car 
en prenant des facteurs croissants à partir de 1, on ne peut pas 
rencontrer le facteur zéro. Pour lever cette difficulté, remontons 
au terme général [a] du développement de (a 4- ®)m, et remar- 

quons que l’hypothèse n=01e réduit à ———- . Mais, d’un autre 

côté, l’hypothèse n=O devrait donner, dans ce développement, 
le terme qui ne contient point a, et ce terme est x”, donc, pour 
que ce terme puisse se déduire de la formule [a], il suffit de 
considérer la suite 1.2.3...n comme équivalente à 1 dans le cas 
particulier de » = 0. La même observation doit s’étendre aux 
autres suites de facteurs contenues dans le dénominateur de V; et 
alors V donnera, sans aucune exception, tous les termes de la 
puissance m du polynôme a-f- b 4-c 4-etc.

Ici A, B, C,.... V, désignent des quantités qui ne contiennent 
pas x, et les points tiennent lieu des termes qui sont sous-en
tendus. Si on change x en x 4- h, il vient d’abord
F (a?4- li}—A (x 4- h)n 4- B fx 4- 7i)“-‘4-C (a? 4-A)"-’... 4- T (x± h) 4- V.

Développons les puissances par la formule du binôme (213), 
et réunissons ensemble les ternies qui contiennent une même 
puissance de h : on aura

F (a; 4- À) — Axm 4- Bæ”’-14- Cxm~-........ 4- Tæ 4- V

4- [mA®”-14- (m — 1) B>-‘........ 4- T] y

4- [m(m—l)Axm~i-l-(m—l)(m—2)Bxn~3-|-...] ~

4- [»» (m — 1) (»i — 2) Aa:”-’ ........]__
1 • 2.3

4- Aàw.

On voit que le polynôme écrit sur la première ligne n’est autre 
que F(zr), et que les polynômes, multiplicateurs des diverses puis
sances de 7i, se déduisent de F(.r) d’après une loi fort simple. 
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Pour abréger, je les désignerai par F'(a?), F'(æ), etc. : c’est-à- 
dire que je poserai

F (x) — Xxm 4- B.Z™-1 + Cxm~2 + etc.,
F ' (#) = »» Aa?’"~*  -f- (rn — 1 ) Ba?’"~2 -|- etc.,
F " (a?) = m (m — 1 ) Xxm~- -j- (m—1 ) {m—2) Ba?ro-’ -j- c te., 
etc.;

et en conséquence on pourra écrire
[,] Pt. + „ = F(.) + ^> + &> +«g... + M-.

Il est clair que, dans ce développement, le dernier terme, qui 
contient h à la plus haute puissance, doit provenir de A(a? + A)”‘, 
et qu’il est égal à Ahm. Si on omettait de l’écrire, on le trouverait 
en formant toutes les parties de la formule d’après la loi indiquée 
dans les premiers termes.

223. J’ai dit que les polynômes F'(a?), F"(a?), etc., se déduisent 
de F(a?) d'après une loi très-simple : c’est pour cette raison qu’on 
les nomme polynômes dérivés. Cette loi est évidente : on peut 
l’énoncer ainsi,

Le 1er polynôme dérivé F'Çx) se déduit du polynôme F(x) en mul
tipliant chaque terme de ce polynôme par l'exposant dex, et en di
minuant cet exposant d’une unité;

Le 2e polynôme dérivé F "(a?) se déduit du l'r, F'(zc), d’après la 
même règle ;

Le 3' polynôme dérivé F"'(æ), se déduit de F"(a?J encore par la 
même règle.

Ainsi de suite.
D’après ces règles, quand un terme ne contient point x, il 

disparaît entièrement dans le polynôme dérivé. Par exemple, 
supposons que ce terme soit V ou Va?0; pour former le polynôme 
dérivé, la règle prescrit de le multiplier par l’exposant zéro, ce 
qui donne zéro pour produit.

224. Revenons au développement de Taylor [1], et supposons 
que h y soit une quantité très-petite, aussi voisine de zéro qu’on 
voudra; il est clair que chaque terme, à partir du 2’, sera lui- 
même une quantité aussi petite qu’on voudra, et que par con
séquent il en sera encore ainsi de toute la quantité formée par 
l’ensemble des termes qui contiennent h. De là on conclut que, 
dans un polynôme F (a?), on peut donner à x un accroissement assez 
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petit pour que ce polynôme en reçoive lui-même un changement aussi 
petit qu’on voudra. En termes équivalents, on dit encore que, 
si on fait varier x d'une manière continue, le polynôme F (X) variera 
aussi d’une manière continue.

Cettepropositionestévidented’elle-mème.mais'elle emprunte en
core un nouveau degré d’évidence aux explications qui précèdent.

225. Dans ce même développement [1], considérons la partie 
qui s’ajoute à F (a?) quand on donne à a? l’accroissement h. Cette 
partie peut s’écrire ainsi:

Or, en prenant h assez petit, la quantité affectée de A, A*.  etc. qui 
vient après F' (a?), peut devenir aussi petite qu’on veut; par consé
quent, lorsque F'(a?) n’est pas zéro, cette quantité pourra être 
supposée <T'(a?). Donc, quand A est positif et très-petit, l’expres
sion [2] sera de même signe que F'(a?) : c’est-à-dire, positive si 
F' (a?) est positif, et négative, si F'(a?) est négatif. Donc encore, en 
d’autres termes, si on fait croître x d’une manière continue, on 
connaîtra qu’à partir d'xtne valeur quelconque de x, la fonction F (a?) 
est croissante ou décroissante, suivant que la fonction dérivée F' (a?) 
sera, pour cette valeur de x, positive ou négative.

Racines quelconques des nombres et des polynômes.

22G. Supposons, par exemple, qu’on ait à extraire la racine 
cinquième d’un nombre.

On formera d’abord le tableau des puissances cinquièmes des 
neuf premiers nombres, et l’on s’en servira pour obtenir, à une 
unité près, la racine des nombres moindres que 105, c’est-à-dire 
qui n’ont pas plus de cinq chiffres.

Quand un nombre a plus de cinq chiffres, sa racine cinquième 
en aura plus d’un, et on peut la décomposer en deux parties a-f- b, 
a étant les dizaines et b les unités. Alors on examinera comment 
se compose la puissance 5e de a-}- b; mais, comme on ne se ser
vira que des deux termes qui renferment les plus hautes puis
sances de a, on posera seulement

(« -j- ô)s = a5 -j- 5a4A -|- etc.

Ces raisonnements et ceux qui restent encore à faire sont telle
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ment semblables à ceux qu’on fait pour trouver la racine cubique, 
que je crois inutile de m’y arrêter davantage.

227. Quand le degré de la racine est un nombre composé de 
plusieurs facteurs, elle peut s’extraire au moyen de racines suc
cessives dont les degrés sont ces divers facteurs. En effet, d’après 
la 2” règle du n° 202, on a

myjiï^==anp, ’̂  = ap, fâ = a.

Or, si on voulait extraire de amnp la racine de l’ordre mnp, cette 
racine serait évidemment a : c’est-à-dire la même qu’on trouve 
en extrayant la racine m, puis la racine n, puis la racine p.

On pourra donc obtenir la racine 4e au moyen de deux racines 
carrées, la racine 8° au moyen de trois, la racine 16' au moyen 
de quatre, et ainsi de suite : c’est-à-dire que toute racine dont le 
degré est une puissance de 2 peut s’extraire par des racines car
rées successives. Au reste, quand on a besoin d’extraire des ra
cines de degré élevé, il est toujours plus commode de faire ces 
opérations par logarithmes.

228. Passons aux polynômes. La question à résoudre est celle- 
ci : On suppose qu’un polynôme donné P est la puissance m d’un 
polynôme inconnu p, et il s’agit de retrouver p.

Considérons les deux polynômes comme ordonnés selon les 
exposants décroissants d’une même lettre x, el nommons», 6, 
c,... les termes inconnus de la racine p : ils devront être tels qu’en 
élevant a -j- b -j- c... à la puissance m, on retrouve tous les termes 
qui composent P. Or, si on imagine qu’on effectue cette puissance 
par multiplications successives, il est clair que, dans le résultat, 
le terme où x aura le plus liaüt exposant sera la puissance m de a ; 
donc on connaîtra le 1er terme de la racine cherchée p en extrayant 
la racine m'™e du 1er terme du polynôme donné P.

Le 1er terme de la racine étant trouvé, il sera facile d’obtenir 
le 2e ; mais je préfère montrer tout d’abord comment, lorsqu’on 
connaît plusieurs termes successifs de la racine à partir du 1er, on 
peut déterminer le terme qui vient immédiatement après.

Soit u la somme des termes connus, et v celle des termes in
connus, on doit avoir P = (w -j- v)m, ou, en développant

P = wm -j- mun~,v kum~tv1 -j- A'u”,_3e3 -j- etc.

Je n’ai point mis en évidence la composition des coefficients k, 
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k',... parce que cela serait inutile, ainsi qu’on va le voir. De cette 
égalité, on tire

p — um— rnum~'v -j- kum~V -j- Z;'w”,~sv’ _|_ etc.

D’une part, le 1er membre P — u™ est une quantité qu’on peut 
calculer en formant la puissance m de la quantité connue u et en 
la retranchant du polynôme P. D’autre part, le second membre 
est une somme de produits au moyen desquels on peut facile
ment assigner la composition du 1er terme du reste P — um, el par 
suite découvrir le 1" terme de la partie inconnue v.

D’abord, si on développe w”‘_1, il est clair, d’après les seules 
règles de la multiplication, que le premier terme du développe
ment, c’est-à-dire celui qui renferme x au plus haut exposant, 
sera a™-1 ; donc, si on nomme/le 1er terme de v, le 1er terme du 
produit sera mam~'f. Par un raisonnement semblable, on
voit que les premiers termes, dans les développements des autres 
produits, seront respectivement kam~\p, k'an~3f3,... Ces termes, 
abstraction faite des coefficients qui n’ont aucune influence sur 
le degré de x, peuvent se déduire du terme mam~'f en y sup
primant un ou plusieurs facteurs égaux à «, et en les rempla
çant par autant de facteurs égaux à/. Or,/étant en x d’un degré 
inférieur à a, ces changements ne peuvent donner que des termes 
de degré inférieur à Donc, après avoir soustrait du poly
nôme donné P la puissance m de la partie u trouvée à la racine, 
le 1" terme du reste est égal au produit de m fois la puissance 
m — 1 du 1er terme a de la racine par le premier terme de ceux 
qui restent encore à trouver. Donc enfin, en divisant le 1er terme 
du reste par m fois la puissance m — 1 du 1" terme de la racine, 
on connaîtra un nouveau terme de cette racine.

Cette conclusion donne le moyen de découvrir successivement 
tous les termes de la racine une fois que le premier est connu. 
Pour avoir le 2e terme b, on retranche du polynôme donné P la puis
sance m du 1er terme a de la racine, puis on divise le 1" terme du 
reste par ma"1-’ ; pour avoir le 3' terme c de la racine, on retranche 
de P la puissance m de a -j- b, puis on divise le 1er terme du reste 
par ma"* -1; ainsi de suite.

229. Ce procédé fera toujours connaître si le polynôme donné 
est ou n’est pas une puissance exacte du degré m. En effet, pour 
peu qu’on fasse attention aux réductions qui doivent s’opérer en 



188 LEÇONS D’ALGÈBRE.

formant les restes successifs, on voit que le 1er terme de chaque 
reste contient la lettre x, d’après laquelle on a ordonné, à un ex
posant moindre que le 1er terme du reste précédent; donc on finira 
ou par trouver un reste nul, auquel cas le polynôme donné est la 
puissance m de la quantité écrite à la racine, ou par trouver un 
reste dont le 1" terme ne sera plus divisible par m fois la puis
sance m — 1 du 1er terme de la racine, et alors on sera certain que 
le polynôme donné n’est pas une puissance exacte du degré m.

On peut aussi remarquer que si le polynôme donné est une 
puissance de degré m, la racine rnemr de son dernier terme doit 
être le dernier terme de la racine. Donc, si le calcul amène à la 
racine un terme de degré moindre, on sera encore assuré que le 
polynôme n’est pas une puissance exacte de l’ordre m.

230. Au lieu d’ordonner de façon que les exposants d’une 
lettre x soient décroissants, on peut ordonner en sens contraire; 
et il est clair que les raisonnements qui font trouver la racine (228) 
subsisteront en entier. Alors, dans le premier terme des restes 
successifs, l’exposant de x va en augmentant, et par conséquent 
il ne sera jamais un obstacle à ce qu’on puisse effectuer les divi
sions qui doivent donner les termes de la racine. Mais comme la 
racine du dernier terme du polynôme donné doit toujours être le 
dernier terme de la racine cherchée, il s’ensuit que le calcul ne 
peut amener à la racine un terme de degré supérieur que dans 
le cas où le polynôme donné n’est pas une puissance exacte.

Il serait superflu de parler des cas où la lettre x, d’après la
quelle on ordonne, se trouve au même exposant dans plusieurs 
termes. Ce qui a été dit à ce sujet, en traitant de la division et de 
la racine carrée, doit se répéter ici littéralement.

CHAPITRE XI.
CALCUL DES RADICAUX ET DES EXPOSANTS FRACTIONNAIRES.

Calcul des radicaux arithmétiques.

251. Dans les commencements de l’algèbre, on ne considérait 
que des grandeurs positives, et alors non-seulement les quantités 
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sous les radicaux étaient positives, mais les valeurs des radicaux 
étaient elles-mêmes regardées comme telles. Plus tard, lorsque 
les quantités négatives furent introduites dans le calcul, on re
marqua qu’un radical de degré pair devait être précédé du signezt ; 
et plus tard encore, après de nouveaux progrès, quand on y ad
mit les quantités imaginaires, on reconnut que les radicaux pou
vaient avoir aussi des déterminations de cette espèce.

Sous l’acception restreinte dont j’ai parlé d’abord, lorsque les 
radicaux ont des valeurs positives et qu’on rejette toutes les autres, 
ils seront très-bien désignés par la dénomination de radicaux 
arithmétiques; et, quand on leur donne toute l’extension que per
mettent les signes de l’algèbre, par celle de radicaux algébriques.

Je vais exposer ici les règles de calcul relatives aux premiers; 
l’ordre à suivre sera le même que pour les radicaux carrés.

252. On a déjà dit (201) qu’on élève un produit à une puis
sance en y élevant tous ses facteurs, et que par conséquent on en 
extrait la racine en extrayant celle de chaque facteur; donc

\/amb — a\/b;

donc, s’il y a sous le radical une puissance de meme degré que le 
radical, on peut mettre la racine de cette puissance en facteur hors 
du radical ; et réciproquement, un facteur placé devant un radical 
peut passer sous ce radical, en l'élevant à la puissance marquée par 
l’indice.

255. Lorsque plusieurs radicaux de degrés différents sont joints 
entre eux par les signes -f- et —, ils ne donnent lieu à aucune 
réduction; il en est autrement lorsqu’ils ont même indice, et qu’en 
les simplifiant il reste la même quantité sous chacun d’eux. Par 
exemple, en simplifiant les radicaux, on a

3 y — 5 yüda’t»6 = 3 a’ y 2^6 — 10 ab Çïiïb
= (3a2— 10aè) ÿia'b.

254. Soit le produit ’ifa ’ÿjb'sjc. En l’élevant à la puissance m on 
trouve abc; donc il est égal à la racine m""' de abc ; donc

y'a yc = y«6c

Ainsi, on multiplie entre eux plusieurs radicaux de même degré en 
formant le produit des quantités placées sous les radicaux; et en 
affectant ce produit du radical commun.
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25S. On élève une fraction à une puissance en y élevant son 
numérateur et son dénominateur. Donc, si on divise par "ÿ/b, la 

puissance m du quotient sera donc

donc on divise l’un par Vautre deux radicaux de même indice en 
divisant l'une par l’autre les quantités placées sous les radicaux, el 
en affectant le quotient du radical commun.

256. Considérons maitenant les puissances des radicaux. D’a
bord, par la règle de la multiplication (254), il est clair qu’en 
prenant n facteurs égaux à y/a, on a

(ya)n = y/a \la \/a... = \/aaa... = "y/a";

donc on élève un radical à une puissance en élevant à cette puis
sance la quantité placée sous le radical.

On élève encore un radical à une puissance en divisant, quand 
cela est possible, l’indice du radical par l’exposant de la puissance.

Ainsi

En effet, ""ÿ/a est une quantité mn fois facteur dans a : on peut 
donc partager a en m groupes, chacun compose de n facteurs 
égaux à ’y'a. Or chaque groupe équivaut à (’y'w)" ; donc cette der
nière quantité est m fois facteur dans a; donc enfin

(. Ça) =Va.
Si l’exposant de la puissance, sans être un diviseur de l’indice, 

a seulement avec lui un facteur commun, on pourra faire con
courir les deux règles à la formation de la puissance. Par exem
ple, soit (“ÿ'â)"*.  On remarquera qu’on peut faire la puissance np 
d’une quantité en élevant d’abord celte quantité à la puissance n, 
et le résultat à la puissance p. Or, d’après la seconde règle, 
(V0)" = ; et, d’après la première, (fjaf = \/ar ; donc

257. Pour extraire une racine d’un radical, il n’y a qu’à ren
verser les règles ci-dessus. D’abord on a

= ya; 
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car en élevant y/a à la puissance n, on retrouve ’ÿ/an. Donc on 
extrait la racine d'un radical en extrayant celle de la quantité qui 
est sous le radical.

Lors même que la quantité sous le radical n’est pas une puis
sance de même ordre que la racine à extraire, on peut encore 
appliquer cette règle, mais alors la racine à extraire ne sera qu’in

diquée. Par exemple, on écrira Vv«2= Vy'a2-
En second lieu, puisqu’on a = 011 av°ir auss>*

/zi, m it i
Wa = i/a;

donc on peut extraire une racine d’un radical en multipliant l'in
dice du radical par le degré de la racine à extraire.

Cette manière de prendre la racine d’un radical est la plus usi
tée. D’ailleurs, chacune des deux règles montre également que 
l’ordre dans lequel on extrait deux racines successives est tout à 
fait indifférent.

258. La multiplication et la division des radicaux de même in
dice réduit ces radicaux à un seul. Il en sera donc de même pour 
des radicaux quelconques si on les ramène préalablement au même 
indice, et c’est ce qui est facile. Remarquons, d’un côté, qu’on 
élève un radical à une puissance en élevant à cette puissance la 
quantité placée sous le radical (256); et, d’un autre côté, qu’on 
extrait une racine d’un radical en multipliant l’indice du radical 
par celui de la racine qu’on veut extraire (257). De là il suit que 
la valeur d’un radical ne change point si on multiplie son indice par 
un nombre, et qu’en même temps on élève à la puissance marquée 
par ce nombre la quantité placée sous le radical.

Cette remarque montre que plusieurs radicaux peuvent se ra
mener à un indice commun par les mêmes règles qui servent à 
réduire des fractions au même dénominateur. Ici les indices des 
radicaux remplacent les dénominateurs des fractions.

Par exemple, soit le produit P = y/a1 b- X v'a’ê3 x ç/ô3?. Comme 
chaque indice est premier avec les deux autres, le plus petit 
nombre divisible par chacun d’eux est le produit 3 X 4 X 5 = 60, 
et ce sera l’indice auquel je ramènerai les radicaux.

En divisant 60 par les trois indices, on obtient les quotients 20, 
15, 12 : c’est par ces nombres qu’on doit multiplier respective
ment les indices des trois radicaux, en même temps qu’on élèvera
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les quantités placées sous les radicaux aux puissances marquées 
par ces nombres. De cette manière il vient

p = x yW5 x yW*  ;

puis, en effectuant la multiplication et simplifiant,

P = ^^b^ = al?

Soit encore le produit Q= l/îW X yi28«7t> X y/64«367. Ici le 
plus petit nombre divisible par chaque indice est 24. Observons 
en outre que les facteurs numériques sous les radicaux sont des 
puissances de 2, savoir : 32 = 25, 128 = 27, 64 = 26. En réduisant 
les trois radicaux à l’indice 24, on aura

Q = ^2V6’0 X X v';2‘W
= yW’ô" = 2W = 8«SZ? ^Ï6«67.

Calcul des exposants fractionnaires.

259. Puisque les exposants fractionnaires ne font que remplacer 
des radicaux (203), c’est du calcul des radicaux qu’on doit tirer 
les règles du calcul de ces exposants. Il est inutile d’avertir qu’il 
ne sera encore question ici que des radicaux arithmétiques.

En parcourant les différents cas que peuvent présenter la mul
tiplication et l’élévation aux puissances, il vient

Ç ___ ________ pn 4- g
ft? X «" = a’’ y/aï = y'apn+’ — a n .

p g _ _ _____ p" + g*
anX.an—q'apq/a', = ’'\fal"'+'im = a .

/ _ _ pg
\am) =Ç!/ap')v = \/at“‘= am.

p ___ _ pg
(a’)", = v/(«’Z = y/aM = aM.

\am)K = yfS/^T1 — ’“y/ap,t=amn.

Tous cesrésullats sont remarquables en ce qu’ils sont précisément 
les mêmes que si l'on eût appliqué immédiatement aux exposants 
fractionnaires les règles établies pour les exposants entiers.

L’analogie entre les deux sortes d’exposants a lieu aussi dans 
la division et l’extraction des racines. En effet, dans ces opérations 
les règles des exposants se déduisent de celles de la multiplication 
et de l’élévation aux puissances; donc, elles doivent, comme dans 
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la multiplication et l’élévation aux puissances, rester les mêmes 
pour les exposants fractionnaires que pour les exposants en
tiers.

Par là il devient évident que la division peut donner naissance à 
des exposants fractionnaires négatifs ; par conséquent la conven
tion du n° 58 s’étendra aussi à ces derniers, c’est-à-dire que^ étant 
entier ou fractionnaire, l’expression a~p est toujours équivalente 

à—. De là il suit que, pour les exposants négatifs fractionnaires, 

les règles seront absolument les mêmes que pour les exposants 
négatifs entiers; et comme, pour ceux-ci, on a vu qu’elles étaient 
les mêmes que pour les exposants positifs, on conclut que tous les 
exposants, entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, entrent 
selon les mêmes règles dans les diverses opérations de l’algèbre.

A la vérité, on n’a considéré (60, 61) les exposants entiers né
gatifs que dans la multiplication et la division, et non pas dans les 
élévations aux puissances; mais la conclusion ci-dessus n’en est 
pas moins vraie. En effet, m et n étant des nombres quelconques, 
entiers ou fractionnaires, il est facile de voir qu’on a

Ces résultats montrent qu’on doit toujours, comme pour les 
exposants positifs, multiplier l’exposant de a par celui de la puis
sance.

240. En général, toute notation bien choisie doit être la repré
sentation exacte de l’opération dont elle tire son origine; et celle 
condition est si fidèlement remplie par les différentes sortes d’ex
posants, qu’il est toujours facile de transformer une expression, 
dans laquelle elles se trouvent, en une autre qui ne renferme que 
des exposants positifs et des radicaux. Pour qu’il ne puisse rester 
aucun doute à cet égard, j’effectuerai cette transformation sur la 
formule

13
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Ne considérons pour un moment que la quantité placée entre 
parenthèses, et posons

m

z= ya «.
A cause du sens attaché au signe y, quand il y a — = pour in

dice, on doit avoir

à cause des exposants négatifs, cette égalité se change en celle-ci
11 " z

= -L, d’où z" = a'1 ;
zn

et cette dernière, à cause des exposants fractionnaires, équivaut à 
celle-ci

Or, en élevant les deux membres à la puissance n, il vient

puis, en extrayant la racine m de chacun,
z = ^âF :

donc enfin la formule proposée deviendra
________r.....!.. 1 _ 1

241. On pourrait demander si les règles du calcul des exposants 
s’appl i(|uenl aussi aux exposants incommcnsurahles ou imaginaires.

Relativement aux exposants incommensurables, je ferai remar
quer qu’ils n’ont absolument aucun sens par eux-mèmes, et que, 
pour leur en donner un, il faut concevoir par la pensée qu’on les 
remplace par des exposants commensurables qui en approchent de 
plus en plus. De là il suit qu’une formule dans laquelle il entre des 
exposants incommensurables doit être considérée comme repré
sentant la limite vers laquelle tendent les valeurs qu’on en déduit, 
en y remplaçant ces exposants par des nombres commensurables 
qui peuvent différer de ces exposants aussi peu qu’on voudra ; et 
de cette manière, on comprend que l’expression proposée repré
sentera exactement la même limite, après qu’on y aura exécuté, 
sur les exposants incommensurables qu’elle contient, les mêmes 
opérations que s’ils étaient commensurables.
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Par exemple, m et n étant incommensurables, on a toujours 

am X an — am~hn.

En effet, si on met au lieu de m et n des nombres commcnsu- 
rables m' et n', m" cl qui approchent indéfiniment de m et 
de », on aura

a*' X anl = «*+•’, «’n"X«n"=«m"+B"v-

Les premiers membres de ces égalités tendent donc vers la même 
limite que les seconds. Or, am x an représente la limite des uns, et 
»m+n celle des autres; donc am Xan—am+n.

Relativement aux exposants imaginaires, nous observerons 
d’une manière générale qu’en introduisant des quantités imagi
naires dans les calculs, une convention tacite subsiste toujours : 
c’est de regarder comme équivalentes les expressions dans les
quelles on remplace certaines lettres, a, b, etc., par des quantités 
imaginaires, toutes les fois qu’il est démontré que ces expressions 
sont égales en y mettant pour ces lettres des valeurs réelles.

S’il s’agit, par exemple, de «mX«n, cette expression n’ayant 
absolument aucun sens lorsque ?» et n sont imaginaires, il est clair 
que, sans une convention expresse ou tacite, on ne pourrait point 
la regarder comme équivalente à an+n.

Sur les valeurs multiples des radicaux algébriques.

242. Les radicaux n’ont encore été considérés que comme re
présentant des valeurs réelles et positives ; maintenant je vais leur 
rendre toute leur généralité, c’est-à-dire que je les regarderai 
comme désignant indistinctement toutes les valeurs qui reprodui
sent la quantité placée sous le radical, quand on les élève à la puis
sance marquée par l’indice de ce radical. Par là nous sommes 
ramenés à la distinction déjà établie ailleurs (158) entre les déter
minations arithmétiques et les déterminations algébriques. Chaque 
radical n’en admet qu'une seule de la première espèce; et en
core pour cela, faut-il que la quantité soumise au radical soit 
réelle cl positive. Quelques développements sur ce point ne seront 
pas inutiles.

245. Prenons un radical quelconque ÿ'Â, el supposons A suc
cessivement positif, négatif, imaginaire.
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Lorsque A est positif, on sait trouver, exactement ou avec ap
proximation, pai’ les méthodes connues, une quantité positive a 
dont la m""'puissance reproduit A. Or, toute autre quantité posi
tive, élevée à cette puissance, donnerait évidemment un résultat 
> A ou < A; donc la valeur a est une détermination arithmétique 
du radical, el c’est la seule de cette espece qu’il puisse avoir.

Lorsque A est négatif, on remarquera qu’il n’existe pas de gran
deur positive dont les puissances soient négatives; donc alors le 
radical ne peut avoir que des déterminations algébriques.

Enfin, lorsque A est imaginaire, comme il est évident que les 
puissances d’une grandeur réelle, positive ou négative, sont elles- 
mêmes des grandeurs réelles, il s’ensuit que toutes les détermina
tions du radical sont algébriques, et même imaginaires.

244. On peut encore considérer séparément le cas où l’indice 
m est pair et celui oû il est impair.

Dans le premier cas, toutes les valeurs du radical sont deux à 
deux égales et de signes contraires. En effet, si a est l’une d’elles, 
de telle sorte que l’on ait «m=A, il est clair qu’on aura aussi, at
tendu que m est un nombre pair (—a)”’=am=A, c’est-à-dire que 
— a est aussi une valeur du radical. On peut donc alors repré
senter toutes les valeurs du radical par une suite de quantités af
fectées du signe ±, telles que ± a, i &, ± c,... En même temps 
que m est pair, si A est positif, le radical a une valeur réelle et 
positive; el en supposant que ce soit a, on voit que — a est aussi 
une valeur réelle, mais négative, du radical. Quant aux autres 
valeurs ± b, ±c,... elles ne peuvent être qu’imaginaires.

Lorsque m est impair, en changeant le signe de A, les m valeurs 
du radical ne feront que changer de signe. En effet, si a est une 
valeur de ÿ/A., il est clair que, m étant impair, on doit avoir 
(—a)m=— an= — A. Ainsi, en supposant que les valeurs de y'A 
soient «, h, c, d,...., celles de y—A seront —a, —b, —c, —d,... 
Si A est une quantité réelle, l’une des m valeurs du radical est 
réelle cl de même signe que A : c’est-à-dire qu elle est positive 
lorsque A est positif, et négative lorsque A est négatif. Les autres 
valeurs sont essentiellement imaginaires.

2415. Jusqu'ici j’ai parlé des valeurs multiples des radicaux, sans 
en préciser le nombre. 11 est temps à présent de porter l’attention 
sur la proposition suivante.
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Un radical quelconque a autant de valeurs differentes, ni plus ni 

moins, qu'il y a d’unités dans l’indice de ce radical, ou, en d’autres 
termes, toute quantité a autant de racines d’un certain degré qu’il 
y a d’unités dans l'indice de ce degré.

Cette proposition est déjà connue pour les radicaux carrés ; 
considérons aussi le radical cubique y'A. Toute quantité qui a A 
pour cube est par cela même une valeur de yCA ; donc les valeurs 
de ce radical sont précisément les mêmes que les valeurs de x 
qui satisfont à l’équation

zc3 == A ou x3 — A = 0.
Pour mieux fixer les idées, supposons A positif. Alors il existe 
une quantité positive dont le cube est A, et que l’on sait calculer 
exactement ou avec approximation. Désignons cette quantité 
par a, et remplaçons A par a3 : l’équation x3 — A = 0 deviendra 

x3— a3 — O.
Le binôme x3 — a3 est divisible par x — a («55), et l’on a x3 — a3 = 
(x — a)(x3-^ax-j-a3). Or, pour qu’un produit soit nul, il faut et 
il suffit qu’un de ses facteurs le soit; donc on aura toutes les solu
tions de l’équation x3 — a3 = 0 en posant successivement

x — a = 0 et x1 ax -j- a~ — 0,

el en tirant de là les valeurs de x. On obtient ainsi

/—3\.x = a, x — a (------- x------ 11

el par conséquent telles sont les trois racines cubiques de a3 ou A. 
On retrouve la valeur a, et l’on devait s’y attendre : car elle était, 
par hypothèse, une racine cubique de A. Mais on voit qu’outre 
celle-là il en existe deux autres que l’analyse précédente fait con
naître. Et remarquez bien que cette analyse subsiste quelle que 
puisse être la quantité A, pourvu que a désigne une valeur de 
\J\, soit réelle, soit imaginaire.

La proposition peut facilement s’étendre à tous les radicaux 
dont l’indice est une puissance de 2 ou 3, ou un nombre composé 
des facteurs 2 et 3. Par exemple, supposons qu’on ail le radical 
V'A, dont l’indice 12 = 2X2X3.

La quantité A aura deux racines carrées; chacune d’elles aura 
aussi deux racines carrées, ce qui fera quatre quantités diffé
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rentes; enfin chacune de ces quantités aura trois racines cubiques, 
ce qui fera en tout douze quantités différentes : et je dis que cha
cune d’elles est une valeur de y A. Soient aune des deux racines 
carrées de A, a! une des deux racines carrées de a, et a" une des 
trois racines cubiques de a'. Il est clair que a" sera une des douze 
quantités dont il s’agit. Or, il est clair aussi qu’on aura

a* ’ = a', a"6 = a'! = a, a",! = a*  = A;

donc a" est une valeur de y'A.
Quel que soit le radical Ç/A que l’on considère, la détermina

tion de ses différentes valeurs revient toujours à la résolution 
d’une équation. En effet, ce radical désigne indifféremment toutes 
les quantités réelles ou imaginaires qui, élevées à la puissance m, 
reproduisent A ; par conséquent elles ne sont autres que les va
leurs de x qui satisfont à l’équation xm = A.

Par là on voit que la proposition générale qui nous occupe re
vient à prouver que dans cettç équation l’inconnue x a m valeurs 
différentes. Je ne saurais entreprendre ici cette démonstration, 
mais j’y reviendrai ailleurs, et j’admettrai dès à présent comme 
établi que tout radical a autant de valeurs différentes, soit réelles, 
soit imaginaires, qu’il y a d’unités dans l’indice du radical.

248. En désignant par a une valeur de y/Â, on a trouvé plus 
haut, pour les trois valeurs de ce radical,

“• “(.------ 2-------“(.------------- 2-------)■

Soit A = 1 : on pourra prendre a = 1, et par conséquent les trois 
valeurs de yZf seront

— l+y/^3 — 1 — y
*» 2 ’ 2 *

Si on les compare avec celles de y?A, on aura cette conséquence 
remarquable : que les trois racines cubiques d’une quantité s’ob
tiennent en multipliant l’une quelconque d’entre elles par les trois 
racines cubiques de l’unité.

Je vais prouver que celte propriété s’étend à tous les radicaux. 
Désignons par a une valeur quelconque du radical y?A, et par 
1, a, p, v,.... les m valeurs de ÿ'ï ; si on forme les produits 
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et, si on les élève à la puissance m, il vient

a", amam, a’npm, a”^”1,...

Or, ces quantités sont toutes égales à A, car on a évidemment 
am — A, «” = 1, P" = 1, • • • ; donc les produits a, a«, aft, a-f,... 
sont les m valeurs de ÿ/Â. Ainsi on peut dire en général que dans 
chaque ordre, les racines d’une quantité quelconque se forment en 
multipliant l’une d’elles par les racines de l’unité.

247. Cette proposition peut s’appliquer aux racines de l’unité, 
et alors on a cette propriété curieuse ; que les diverses racines de 
l’unité ne font que se reproduire dans un ordre différent, quand 
on multiplie successivement chacune d’elles par toutes ces racines. 
J’engage le lecteur à en faire la vérification sur les racines cubi
ques trouvées plus haut. Il reconnaîtra en même temps que les 
deux racines imaginaires sont le carré l’une de l’autre; et cette 
remarque recevra dans la suite une grande extension.

248. Afin de prévenir toute équivoque, quelques auteurs ont 
pensé qu’une notation caractéristique était nécessaire pour distin
guer le cas où l’on prend un radical avec toutes ses détermina
tions de celui où l’on n’en considère qu’une seule. Une conven
tion assez simple serait de remplacer, dans le premier cas, la 
barre horizontale du radical par un double trait. Par exemple, 
yCŸ désignerait les deux valeurs de la racine carrée, tandis que y/A 
désignerait l’une d’elles seulement. Ainsi, on pourrait écrire

y/A = ± /A.
Par exemple, si on suppose A = 4, on aura y/A = ± 2.

Avec cette notation, le théorème général du n° 248 s’écrirait 
ainsi : ÿ'A = Ç'Â 7”

249. Les exposants fractionnaires donnent lieu à des remarques
N

analogues. L’expression Ampeut être employée pour désigner à la 
fois toutes les valeurs du radical y'Â", ou seulement l’une d’elles. 
Si l’on jugeait utile de distinguer ces deux points de vue par 
quelque différence dans la notation, on pourrait encore convenir 
de placer, dans le premier cas, le double trait au-dessus de la 
quantité A. De cette manière on aurait

?AS = Â«, yV = A”.
_  n______ _ _**  

Par exemple, si m = 2, on écrirait y/A" = Â ’ = ± ± A’.
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230. Lorsqu’on a plusieurs radicaux de même indice placés sui
des quantités positives, il pourrait arriver qu’on eût besoin de 
considérer plus spécialement, dans ces radicaux, les détermina
tions qui résultent de la multiplication de leurs valeurs arithmé
tiques par la même racine de l’unité, sans d’ailleurs particulari
ser cette racine. Pour désigner ces déterminations, je me suis 
quelquefois servi, dans mes cours, de la dénomination de valeurs 
ou racines similaires. Ainsi, a et b étant des valeurs arithmétiques 
des radicaux y'A et v'B, et a étant une des racines de 1, les 
produits «a et ba seraient deux racines similaires.

Quand, sous les radicaux, il y a des quantités négatives —A, 
— B, les radicaux n’ont plus de valeur arithmétique. Si l’indice m 
est impair, ils ont chacun une valeur réelle, mais négative; alors 
on prendrait pour a et b les valeurs négatives de ces radicaux, cl 
on nommerait valeurs similaires les produits tels que ai et ba, 
formés avec la même racine de l’unité.

Quand les radicaux ont un indice pair, et qu’ils sont placés sui
des quantités négatives — A et —B, toutes leurs déterminations 
sont imaginaires. Alors on peut concevoir que a et b soient des 
valeurs de ces radicaux tellement choisies qu’elles deviennent 
égales lorsque les quantités — A et —B sont égales; et c’est au 
produit de a et de b par une même racine de l imité qu’on don
nerait le nom de racines similaires.

231. Pour ne point contrarier l’usage, je ne me servirai point 
de celle dénomination, non plus que d’aucune notation nouvelle : 
mais au moins le lecteur doit-il être bien averti maintenant de 
l’équivoque qui peut accompagner les radicaux et les exposants 
fractionnaires; et par conséquent, lorsqu’il les emploie, il doit 
faire soigneusement attention à l’acception qu’il leur donne.

Calcul des radicaux algébriques.

232. Lorsqu’on donne aux radicaux leur signification la plus 
étendue, les expressions qui en contiennent peuvent aussi avoir 
plusieurs valeurs; par conséquent les transformations qu’on fait 
subir à ces expressions, pour ne pas être défectueuses, doivent 
leur conserver toutes ces valeurs. Il convient donc de reprendre 
ici les opérations qu’on peut exécuter sur les radicaux, et de faire 
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en sorte que les résultats atteignent toute la généralité qu’ils 
doivent avoir.

235. La simplification des radicaux est fondée sur l’égalité

\]amb = aï/b',
et celte égalité n’est sujette à aucune restriction. En effet, le second 
membre a m valeurs, et, en élevant chacune d’elles à la puis
sance m, on retrouve toujours amb-, donc ce membre représente 
exactement toutes les m valeurs du premier.

234. Dans la multiplication des radicaux de même indice, on 
doit encore avoir, comme dans le n° 254,

y/a^b = \Jab.

D’abord, si on fait la puissance m du produit "ÿa\/b, il vient ab\ 
donc toutes les valeurs de ce produit sont parmi les m valeurs de 
yaô. Ensuite, il est clair que chacun des facteurs ÿ'a et "\/b ayant 
m valeurs différentes, on ne peut pas trouver moins de m pro
duits différents en multipliant les m valeurs de l’un par celles de 
l’autre. Donc on doit avoir exactement les mêmes valeurs pour le 
produit que pour ^ab.

Cette conclusion donne lieu à une remarque assez importante. 
Comme, en multipliant les m valeurs du premier radical par 
une des valeurs du second, on aurait déjà m résultats différents, 
il s’ensuit qu’en les multipliant par toute autre valeur du second, 
radical, on doit reproduire les mêmes résultats, mais dans un 
autre ordre.

233. Ce qui vient d’être dit s’applique littéralement à la division 
des radicaux de même indice ; de sorte qu’on devra encore avoir, 
avec toute la généralité possible,

23G. Passons aux puissances. Trois cas sont à distinguer, et je 
vais les parcourir successivement.

1° Quand les nombres m cl n sont premiers entre eux, on a 
(?«)“ =

En élevant le 1" membre à la puissance m, il vient 
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et de là on conclut d’abord que toutes les valeurs de l’expression 
se trouvent parmi celles de \/an. Il reste donc à faire voir 

que ces valeurs sont au nombre de m.
Soient a', a", a'”, les m valeurs de \/a, celles de (yMn se

ront «"*,  a"”, a"'n,... : je vais démontrer que toutes ces valeurs 
sont différentes. Admettons qu’il y en ail d’égales, et soit

[1] a'n = a',n.
Puisque a' et a" sont deux racines m“"“ de a, on a aussi

[2] a'm = a"n.
Supposons et que la division du nombre m par n donne
m = nq r, l’égalité [2] devient

[3] a"u>+r — a"n'>+r.
Si on fait la puissance q des deux membres de l’égalité [1], on a

[4] a'B’ = o""’;

et, si l’on divise l’une par l’autre les égalités [3] et [4], il reste
a'T = a"r.

Maintenant supposons qu’en divisant n par r on ait n=r/+ r'. 
Dans l’égalité [1] remplaçons n par cette valeur, élevons la der
nière égalité à la puissance tf, puis alors divisons-les l’une par 
l’autre : il restera a'r' = a"T'.

En continuant ainsi, on voit qu’on tombe toujours sur des éga
lités de la forme a" = «"*,  dans lesquelles l’exposant « est un des 
restes qu’on obtient en effectuant sur m et n les opérations du 
plus grand commun diviseur. Or, ces deux nombres étant pre
miers entre eux, on doit arriver au reste 1 ; donc on aurait «'=«": 
donc a! et a" ne seraient point deux valeurs différentes, ce qui est 
contraire à l’hypothèse. Donc 1°, etc.

2° Quand l'indice du radical est un multiple mn de l’exposant n 
de la puissance, on doit avoir

(”?«)"= >/«•
En effet, pour toute quantité x, qui serait une valeur de "ya, on 
doit avoir xmn = a, ou bien, ce qui est la même chose (a;B)m= a; 
donc, les valeurs de xn ne sont autres que celles de ^a, c’est-à- 
dire que (’y'a)” = v/a.

3” Quand l'indice du radical et l’exposant de la puissance ont 

leçons d’algèbre. 203
un facteur commun, si ces nombres sont désignés par mp et np, 
p étant leur plus grand diviseur, on devra avoir

car, en s’appuyant sur les deux premiers cas, il vient 

(7â>==[(7â)pjB=(7«)'-^-

Remarque. Si on appliquait aux deux derniers cas la règle du 
premier, on trouverait un radical qui comporterait plus de valeurs 
qu’on n’en doit avoir. Cependant on se sert presque toujours de 
cette règle ; mais alors il est sous-entendu que les résultats peu
vent quelquefois embrasser une trop grande généralité.

257. La règle relative aux racines des radicaux sera générale : 
elle est comprise dans l’égalité

^=7ü.

En effet, si on pose a; =\vza, on aura zc’, = ^a, puis xmn — a', 
donc x a les mêmes valeurs que 7a-

258. Il n’y a point lieu à parler de réduction au même indice 
pour les radicaux algébriques : car cette transformation est évi
demment défectueuse, en ce quelle augmente le nombre des 
valeurs de ces radicaux. Elle ne pourra donc pas servit*  ici, comme 
dans le n° 258, à expliquer la multiplication et la division des 
radicaux d’indices différents. Cependant on va prouver que les 
résultats trouvés par cette voie sont encore v rais dans le cas des 
radicaux algébriques, pourvu que l’indice commun soit toujours 
le plus petit possible. Je ne considérerai que la multiplication ; 
l’explication serait absolument la même pour la division.

1° Lorsque les indices m et n sont premiers entre eux, je dis 
qu’on a

\a^b— ÿa"bm.

D’abord, si on élève le produit \/aÿb à la puissance mn, il vient 
(^â\/b')mn == (^Ô)mn(^b)’m==anbm,

ce qui montre que parmi les déterminations du radical 7a* 6’" se 
trouvent toutes celles du produit. Il faut prouver en outre qu'elles 
ne sont pas en moindre nombre.

Représentons par a", ............. les m valeurs de ya, et
par b', b", b"',............. les n valeurs de y b. En multipliant les
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quantités a', a", par b', b", b'",... on aura toutes les déter
minations du produit \/aÿb, lesquelles seront

a'b', a"b', a"'b',
a'b", a" b", a'" b",
a'b'", a" b'", a'"b'",
etc.

Voilà bien mn produits; mais il faut prouver qu’ils sont inégaux.
Il n’y a lieu à démonstration que dans le cas où l’on compare 

entre eux des produits formés de facteurs différents; par exemple, 
a'b' et a"b". Admettons pour un moment que ces produits soient 
égaux : en les élevant à la puissance n, on aurait a'nb'n = a!'nb"n ; 
el celte égalité, en observant que b'n — b"n = b, devient

a'n — a"n.

Mais, puisque a' et a" sont deux racines m1"1" de a, on a aussi

a’m = a"m.

Les quantités a' et a" sont donc tout à lait dans le même cas que 
celles du n° 236 (1°); par conséquent on arriverait de la même 
manière à conclure «' = a", ce qui est contre l’hypothèse.

2° Lorsque les indices ont des facteurs communs, en nommantp 
leur plus grand diviseur, on aura •

np— Btnp rvr, y/a y b = ija bm.

. En effet,par lcsn°'254et257,ona”v'av'6=V y/aVy/6=Vy?aÿ/6. 
Mais, parce qui vient d’étre dit ci-dessus (1°), on a ÿ/a^b=“\/anbm; 
et, par le n° 257 déjà cité, on a \~\/anbm="'^anbm; donc enfin

Calcul des expressions imaginaires du 2' degré.

239. On a souvent à combiner entre elles des expressions ima
ginaires de la forme a-|~ b y/—1, dans lesquelles a et b sont des 
quantités réelles; et on démontre que les résultats sonteux-mêmes 
toujours réductibles à la forme a-\-byJ—1. Cette proposition va 
se vérifier dans les différents cas que je vais parcourir.
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260. Si on soumet les expressions imaginaires aux quatre opé

rations fondamentales, on a

(a + b y/=l) + (a ' + b ' = (a -f- a') 4- (6 -f- &') y/=l ■
(fl b \—1) 6' y/—1) = (® — a) — b") y/—1 ;
(a -|- ê V 1) X (a' -|- b' y/—1) = ad -f- ab' —1 4~ a'b —1 — bb' 

= aa' — bb' + (ab' -f- a'b) ;
a 4~ é —1 (a-f~ y/—l)(a'— ê'y/—1?
a'4-6'y/—1 (a!-\-b'iJ—l)(a'—b'—1.)

_aa'-\-bb' , a'b — ab' ,— 
~ a'2-f- 6's + a'24-6,2V ’

261. Les puissances de y/—ï se présentent fréquemment. Or, 
il est évident qu’on a

(v/=ï)’ = 4- /=ï, (/=!)'=—1,
(y/-l)3 = —y/—1, (y^=ï/ = +l;

de là on conclut qu’en s’élevant aux puissances supérieures on re
trouvera toujours ces quatre résultats. Si 011 veut renfermer celte 
conclusion dans des formules, on désignera par i un nombre entier 
positif quelconque, el on aura

(V=Ï)“ =K/=i)T=+i,'
(V-i)“+‘= (V-i)“x/=I= + v'-i. 
(v-=i)“+’= (^)>'XV=Î)’=-1. 
^=ï)‘<+-=(^ï)“x(V=ê)’=-V=î-

Ces formules seront employées selon qu’en divisant l’exposant 
par 4, on aura pour restcO, 1, 2 ou 3, ce qui comprend tous les cas.

262. Maintenant, considérons l’expression (a-f-ôy/—l)n, «étant 
un nombre entier positif. Par la formule du binôme, on a

(« 4- b ï)" = y/=ï)” = «"[t + 7 " V—’

n(n—1'# n(n—1)(«—2)6’/—r, 2X«—3)6‘,
F7T a’ 1.2.3 a’V 1.2.3.4 al+ T 

et, en réunissant les termes affectés de y/—1,

(<,+61,=ï).=04i-”4=!-^+* æ

4*  a”
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Puisque a et b sont supposés réels, ce résultat est évidemment 
de la forme A-]- B —1, A et B étant aussi des quantités réelles.

Pour développer (a — b y/—F)n, il suffira de changer b en — b 
dans le résultat précédent. Par là il n’y aura d’autre changement 
que celui de B en —B : car b entre à des puissances paires dans tous 
les termes de A, et à des puissances impaires dans tous ceux de B.

Ainsi, en posant, pour abréger,

A = a"

B = a"

\ n(n—1)6S L ra(n—l)(n— 2)(n — 3)6‘ 
_ 1.2 aî_t“ 1.2.3.4 a4
~nb nln—V^n — tyt? ,
la 1.2.3 + etC’ ’

on aura

[U
[2]

(a~j- b —1)B — A 4-B y/—1, 
Ça — b y/=î)n = A — B y/=4.

Pour passer aux puissances négatives, on observera que 
(a & y/— 1) (a — b y/— 1) = a2 -j- ô2. De là on tire

____1_ a — b yj — 1 
a + b y/^1 ~ a24-ô2
donc on aura

1 _ a b V— 1.
a — b V—~ aa + ô2 ’

1 1 (û+6/=ï)\
(« + &y/—1)" (a’-j-ô*)" ’ (« —6y/—l)n— (a’-f-i*)" ’

(*) si on multiplie entre elles les égalités [1] et [2], on trouve celte relation 
(a2 +1>’)“ = A2 + IP, qui est fort simple et qui peut être quelquefois utile. Par 
exemple, elle montre comment une puissance quelconque, entière el positive, 
d’un nombre qui est une somme de deux carrés, peut se décomposer elle-même 
en une somme de deux carrés.

cl par conséquent, à cause des formules [1] et [2], il viendra

, . , /------v-n A — B y/— 1[3] (a+ày/-l) ‘= ,

r,, z , ,—rv-n A-]- B V'— 1
l‘J Ça — b y/ 1.) — •

Dans la suite, il sera démontré que la formule du binôme con
vient à des exposants de nature quelconque. Par conséquent les 
transformations [1], [2], [3], [4], sont vraies, quel que soit n. 
Mais il arrive, quand cet exposant est négatif ou fractionnaire, 
que les valeurs de A et B renferment une infinité de termes (*).
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265. Quand on veut réduire l’expression radicale

\la ± b y/ — 1 
à la forme A ± B y/— 1, on la remplace par la puissance fraction

naire Ça±b y/— l)n, qu’on développe comme il vient d’être dit. 
L’algèbre ne fournit point d’autre méthode générale pour cette 
transformation; mais lorsque n est une puissance de 2, on peut 
encore l’effectuer sans le secours de séries.

Considérons d’abord les deux radicaux \]a-}-byJ—1 et 
'Ja— b y/ ■— 1. En posant

[5] Va + &y/— 1 4~ Va— b —l=x,
[6] Va-j- b — 1 — y/a — b yj — 1 = y, 

et en élevant ces quantités au carré, il vient

2«42 4!-J-6! = æ!, 2«— 2Va2+ è2 = ÿ’.

Quel que soit le signe de a la valeur de æs est positive, mais celle 
de y2 est négative. l)c ces égalités on tire

[7] x = \2«-f-2 y/a' + b*,  y — V—2a-|-2 Va’4*  V—1- 

Or, les égalités [5] et [6] donnent

donc enfin, en mettant pour x et y les valeurs [7], on aura

[8] Va-j-^V—1 = 2 V'2a4*  2 y/a! + 6*
_|_ i y/—2« + 2y/«*-|-  62 V— 1,

CT Va — 6 y/— 1 V2a + 2 y/«24- é»‘

— L V— 2 a 4- 2 Va2 4" b2 y — 1.
Maintenant, si on considère les expressions radicales 

yja±by/'^î, ÿla±by/—l, 'y/a±by/^î, etc. 

On observera que l’extraction d’une racine dont l’indice est une 
puissance de 2, peut être remplacée par des extractions succes
sives de racine carrée; par conséquent, l’emploi répété des for
mules [8] et [9] réduira toujours les expressions ci-dessus à des 
expressions de la forme A ± B V—-1.
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Remarque. Dans chacune de ces formules le premier membre, 
à raison des radicaux qu’il contient, peut avoir quatre valeurs 
différentes, et c’est aussi ce qui a lieu pour le second membre. 
Dans l’une et l’autre les quatre valeurs du premier membre sont 
les mêmes, et c’est encore ce qui a lieu évidemment pour les se
conds membres : de sorte que les deux formules n’en font vrai
ment qu’une seule. Elles ne présentent de différences que lors
qu’on les emploie simultanément dans un même calcul, parce 
qu’alors on y doit regarder les termes dans lesquels entre f— 1 
commcaffcctés de signes contraires Mais alors il faut remarquer en 
outre que, par la manière même don ton est parvenu à ces formules, 
y/«2 + P y représente le produit \/af-b y/^î Ja — b y/^T; 
par conséquent, les déterminations de ces deux radicaux doi
vent toujours être supposées associées de manière que leur pro
duit ail le signe qu’on donnera à y/a2 Z»2 dans les seconds mem
bres. Sanscettcattention les formules conduiraient à des résultats 
fautifs.

Sur le module des quantités imaginaires.

264. Presque toujours les quantités qu’on doit considérer en 
algèbre sont réductibles à la forme af-bf—1 : c’est pourquoi 
l’on peut sans inconvénient restreindre la dénomination de quan
tités imaginaires aux seules expressions de celle forme.

Avec les quantités a et b de l’expression imaginaire a-j-éy^-l, 
on peut former une quantité positive égale à y/a’-f-Zé; cette quan
tité est dite le module de l’expression imaginaire. Par exemple, 
le module de 3 — 4y/—1 serait y/9 + 16 ou 5.

Doux quantités, telles que a-\-bf—1 cl a — bf—1, qui ne 
diffèrent entre elles que par le signe de la partie imaginaire, sont 
dites conjuguées l une de l’autre. Deux quantités conjuguées ont 
donc le même module.

Si on fait b = 0, l’expression af-bf—1 se réduit à a. Ainsi la 
formule x = «4-ôy/—i peut représenter toutes les quantités, 
réelles ou imaginaires. Lorsque la quantité est réelle, elle a pour 
conjuguée une quantité égale, et le module n’est autre chose que 
cette quantité elle-même, abstraction faite de son signe.

Maintenant je vais établir sur les modules deux propositions 
qui peuvent souvent être utiles.
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263. Proposition I. La somme ou la différence de deux quantités 

quelconques ont un module compris entre la somme et la différence 
de leurs modules.

Soient les deux expressions a -j- bf—1, «'4-Z»'yZ—1. En appe
lant r et r' leurs modules, on a r2 = «!4-Z>2, r'2=a'24-Z>'2. Nom
mons Il le module de leur somme, on aura évidemment

R2= (a 4- a')2-j- (Z>4-Z>)2
— d‘ 4- a’2 4- b- 4- Z»'2 4- 2(«a' -j- bb')
= r2 -j- r'1 -j- 2(a«' 4~ bb')

Mais, en multipliant r2 par r'2, il est facile de voir que

r’r'2 = aV -j- Z»2Z»'2 -j- a2Z>'2 4- a”62
= (aa' -j- bbf 4- (ab' — baf ;

donc la valeur numérique de aa’f-bb' est inférieure ou tout au 
plus égale à rr’. Par suite il est clair que II2 est compris entre les 
deux quantités r24-r'24-2r/ et r2-|-r'2—2rr', ou, ce qui est la 
même chose, entre (r-f-r')2 et (r—r')\ Donc le module R est com
pris entre la somme et la différence des modules r et r’.

La démonstration est exactement semblable, lorsqu’au lieu de la 
somme des expressions imaginaires on considère leur différence.

266. Proposition II. Le produit de deux quantités a pour module 
le produit des modules de ces quantités.

En effet, la multiplication donne

(a 4- Z>v —ï) («' 4- Z-V^î) = ««'—W' + ;
et, si on prend le module de ce produit, on trouve, conformé
ment à l’énoncé,

y/(aa' — bb'j1 -j-(ab'-f baj*  = y/a2«'2 -j- Z»2Z»’2 -j- (db'*  -f- Z»2a'2
= v/(a24-62)(a,24-Z>'2).

Corollaire. Donc le produit d’un nombre quelconque de fac
teurs doit avoir pour module le produit des modules de tous les 
facteurs. Donc aussi la n‘m‘ puissance d’une expression imaginaire 
a pour module la ri'"" puissance du module de cette expression.

Explication de quelques paradoxes.

267. On propose quelquefois sur les radicaux des difficultés qui 
embarrassent les commençants, mais qui disparaissent aussitôt

14
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qu’on fait attention à la signification plus ou moins étendue qu'on 
attache à chaque radical.

268. Soit l’expression
[1] 2£V«r2 + 3\/«\

Par les règles du n° 235, on réduira les radicaux à un seul. En 
effet, on a

26v/aés = 2&Vfl, 3y/a3=‘3ay/« ;
donc l’expression proposée équivaut à

aZa\!a,
ou, en mettant \Ja eu facteur commun, à

[2] (26s + 3a)y/â.
Or, si ou considère chaque radical comme portant avec lui le 
signe ±, l’expression [1] peut avoir quatre valeurs distinctes, à 
cause des quatre combinaisons qu’on peut faire entre les signes, 
tandis que l’expression [2] n’en a évidemment que deux. 1! n’est 
donc point exact de dire que les deux expressions soient équiva
lentes.

Mais si on fait attention à la manière dont la réduction s’est 
opérée , on reconnaît qu’en mettant le radical y/a en facteur com
mun , on a supposé tacitement qu’il devait être pris avec le même 
signe dans chacun des termes où il entrait; et par suite, au lieu 
de quatre arrangements de signes, il n’v en a plus que deux. On 
voit donc qu’on pourra en effet employer les expressions [1] et [2] 
comme équivalentes, pourvu qu’on regarde lesdeux radicaux qui 
entrent dans la première comme devant être pris avec le même 
signe, c’est-à-dire tous deux avec -|-, ou tous deux avec —.

26t). Dans l’exemple précédent on attachait à l’expression pro
posée une idée plus générale que ne comportait la transformation 
qu’on lui a fait subir. Voici nu exemple du contraire. Soit le pro
duit y/—n x y/'— « : la règle de la multiplication (25^) donnerait

— u X y/ — « == y/— a X — a = y/ a’.
Or, dit-on, il est bien vrai que y/a’a deux valeurs ±«; mais le 
produit y/— « X y/— a étant le carré dey'— a, il doit être égal à 
— a ; donc le résultat y/a2 renferme la valeur fausse, -j- a.

L’explication de ce paradoxe est facile. Le résultat est exacte
ment ce qu’il doit être, et l’erreur est ici tout entière dans une 
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fausse supposition, laquelle consiste à regarder le produit de 
y/—a Xy/ — a comme le carré de y/— a, tandis qu’il a une signi
fication plus étendue, ainsi qu’on va le reconnaître.

Considérons en général le produit y/A X y' B, dans lequel A et 15 
sont des quantités quelconques. 11 doit avoir autant de valeurs qu’on 
en peut trouver en multipliant chacune des deux valeurs de y/A 
par chacune de celles de y/B. Pour plus de netteté, désignons ces 
valeurs par ± A' et ± B'. L’expression y/AX y/B représentera 
indifféremment chacun des quatre produits

+ A'X-t-B', -j-A'X-B', —A'x + B', —A'X-B',
lesquels se réduisent à deux seulement, ± A'B'. Or, le carré de 
ces deux produits est A'!B'2 ou AB ; donc ils sont les deux racines 
carrées de AB; donc on a rigoureusement, et sans aucune restric
tion dans le signe y/ , l’égalité

y/A X y/B= y/ÀB.
Cela posé, si, au lieu de y/ÂXy/B, on considère le produit 

y/—a x y/—a, la règle n’en doit pas moins donner les deux va
leurs qui résultent de la combinaison des deux valeurs du pre
mier facteur avec les deux valeurs du second; et au contraire, 
quand on veut faire le carré de y/—a, chaque valeur de ce ra
dical ne devant être multipliée que par elle-même, il n’en peut 
résulter que — a.

Le produit y/a X y/a donne lieu au même paradoxe. Pour dire 
qu’il est égal à a, il faut supposer qu’il équivaut à (y/a)*,  tandis 
qu’en lui laissant toute sa généralité il est égal à ±a.

270. C’est dans les radicaux imaginaires qu’on remarque sur
tout ce genre de difficulté. Supposons qu’on veuille apprécier la 
justesse de la transformation

[3] y/ — «Xy/ — b = — y ab.
Nommons a' et &' les déterminations arithmétiques de y/a et <Jb, 
c’est-à-dire les deux nombres positifs dont les carrés sont a et b. 
En laissant aux radicaux toute l’extension possible, on a toujours 

y/—« = «'y/^ï, y/—6 = à'y/—ï;

et alors les deux déterminations dey/—« et de y/-^7î résultent de 
celles de y/—L Par suite il vient

y/H7 x y/=à= é'&’(y/=î X y/—ï)-
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D’après ce qui a été dit dans le numéro précédent, si on n'établit 
aucune restriction, on a <J— 1X\/—l=yZ—IX—1 = —1; donc

[4] y/—«X\/—b = ±a'b'.
Mais si on introduit la restriction que les deux facteurs du produit 
y/—« X \/~b soient les déterminations de y/— a et y/— b cor
respondantes à la môme détermination de y/—1, alors on a sim
plement y/—1 x y/—1 = (V—l)2 =—1, et par suite

[5] v^âXyQ^-ft'ô'.
Maintenant on peut remarquer que le carré de a'b' est a'*b'\  ou 

ab‘, donc, si on convient de n’attacher à y/«6 que la seule idée 
d’une détermination arithmétique, on pourra dire que a'b' — ^ab, 
et écrire les égalités [4] et [5] comme ci-dessous :

y/—a X y/— b = ±\/ab, y/—aX^—b =—y/ab.
La dernière n’est autre chose que la transformation [3]; et par là 
on voit quelle restriction doit accompagner cette transformation.

271. Soit encore l’expression y] a —1. En réduisant le second 
radical à l’indice 4, il vient

[6] y/ay/—1 =
résultat qui est, dit-on, évidemment absurde : car, a étant une 
quantité positive, il représente une quantité réelle, tandis que l’ex
pression proposée est imaginaire.

Il y a ici confusion d’idées. Si, dans l’expression y/ay/—1, le 
radical y/â est une détermination arithmétique, il est bien vrai que 
cette expression est imaginaire. Mais alors il n’est point permis de 
lui appliquer la transformation ci-dessus; car elle laisse aux deux 
radicaux y/â et y/—1 toute leur généralité.

Pour mieux nous en convaincre, développons toutes les valeurs 
dont le produit yjayj—1 est susceptible. Soit a' la détermination 
arithmétique de y] a : pour avoir les quatre déterminations de ce 
radical, il faut (246) multiplier a' par les quatre valeurs de y'ï. Or, 
en désignant par ± a les deux valeurs de y/—1, il est facile de 
voir que 4*1,  —1, 4-=>, — a, sont celles de y?ï : car en les élevant 
à la 4e puissance on reproduit 1. Donc les quatre déterminations 
de yja sont

+ «’, ——«'“•
Maintenant, pour avoir toutes les valeurs du produit yja y'—1, 
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il faut multiplier ces quatre quantités successivement par chacune 
des valeurs de y/—1, c’est-à-dire, par -f-a et par — a. On trouve 
ainsi huit produits, savoir :

-j-Ct'a, —û/a, -f-fla2, —«'a2,

— a'a, -[- a'a, —a'a*,  a'a*.

Mais en observant alors que les quatre derniers sont les mêmes que 
les premiers écrits dans un ordre différent, et ensuite que a2 est la 
même chose que —1, ces produits se réduisent à ceux-ci : -{-a'a, 
— a'a,—a',-{-a'. Alors on voit qu’ils ne sont autres que les quatre 
valeurs de y/a. Donc l’égalité [6] est parfaitement exacte; et l’er
reur, qu’on prétend y remarquer, vient de ce qu’on attache au pro
duit y/« y/—1 une signification restreinte que n’admet point la 
transformation qu’on lui fait subir.

272. Je terminerai cet article par l’explication d'un autre para
doxe que présente l’emploi des exposants fractionnaires. Soill’ex- 

2 . 2 1 
pression : si on simplifie la fraction |, il vient a4 == ; donc,
en repassant aux radicaux, on aura yja*  = yja. Cependant cette 
égalité manque de justesse, car le premier membre doit avoir 
quatre valeurs, el le second n’en a que deux.

On présentera la difficulté d’une manière générale en posant
• np n
[7] amp = a’",

et en concluant de là
[8] "y/âv = Çâ".

Pour découvrir la cause de l’erreur, il suffit de remonter à la con
vention qui fixe le sens des exposants fractionnaires (203). Alors 
on voit qu’ils ne font que remplacer des radicaux ; et, pour rester 
dans les termes de la convention, on ne doit pas regarder, dans n
l'expression am, l’exposant comme une fraction ordinaire, mais il 
faut comprendre que le numérateur n indique une puissance qu’on 
doit former d’abord, et le dénominateur m une racine qu’on doit 
extraire ensuite.

Lors même qu’on ne considère que des radicaux arithmétiques, 
c’est toujours de cette manière qu’on doit entendre les exposants 
fractionnaires ; cl par conséquent alors, bien loin qu’on puisse tirer 
l’égalité [8] de l’égalité [7], c’esl au contraire l’égalité [7] qui doit 
se déduire de l’égalité [8].
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Moyen proposé par M. Mourey pour éviter les quantités imaginaires.

275. Des objections ont été faites contre les résultats qu’on ob
tient par le calcul (les expressions imaginaires. Les règles qu’on 
observe dans ces calculs, a-t-on dit, n’ont été démontrées que pour 
ie cas des grandeurs réelles : c’est par pure analogie qu’on les étend 
au cas des imaginaires ; par conséquent on peut, avec raison, élever 
des doutes sur l’exactitude des résultats (pii s’en déduisent.

M. Argand et, après lui, M. Mourey se sont occupés de ces dif
ficultés, cl ont essayé d’en affranchir l’analyse. Les moyens qu’ils 
proposent sont presque semblables : M. Argand les a expliqués 
en 180G dans une brochure anonyme intitulée : Essai sur une 
manière de représenter les quantités imaginaires dans les construc
tions géométriques; et M. Mourey, en. 1828, dans une brochure 
qui a pour titre : Vraie théorie des quantités négatives et des quan
tités prétendues imaginaires. Ces écrits sont peu connus : je vais 
exposer avec brièveté les vues nouvelles qu’ils renferment.

Reprenons l’expression a b \/—1, et posons a = A cos a, 
Ôc=Asina. Ces égalités feront connaître A et a : en les élevant au 
carré et les ajoutant on aura A, puis, en divisant la 2' par la 1", 
on aura lang œ. On trouve ainsi

A = Ca*-I-  6‘2, tam> a = - ;a
et par suite l’expression imaginaire peut se mettre sous la forme 
A (cos a -j- —1 sin a).

Considérant que celte expression renferme réellement deux 
quantités, le module A et l’angle t, M. Mourey propose de regar
der le module A comme exprimant In longueur d'une droite OA, 

et « comme étant l’angle AOX que 
fait, celte droite avec un axe fixe 
OX. En d’autres termes encore, le 

ÿp ~—— 1Q0(jule A représente une droite
d’une certaine longueur, qui était d’abord couchée sur l’axe OX, 
et qui, en prenant un mouvement autour de Yorigine O vers la 
partie supérieure, s’estécarlée de cet axe d’un angle «. M. Mourey 
donne le nom de verseur à cet angle ou plutôt à l'arc qui le 
mesure;, et alors au lieu de l’expression imaginaire, il écrit sim
plement Aa, notation bien propre à rappeler à la fois le module A 
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et le verseur a. 11 consacre aussi le nom de route ou chemin à dé
signer la longueur OA placée dans sa véritable position à l’égard 
de OX ; de sorte que A verseur a ou A« est la route de O vers A.

Une droite peut faire autour de l’origine O autant de révolutions 
qu’on voudra, et cela, aussi bien en commençant sa rotation par- 
dessous OX que par-dessus. Il s’ensuit que le verseur peut passer 
par tous les états de grandeur, et être aussi bien négatif que positif : 
il sera positif quand le mouvement de la droite aura commencé en 
dessus; il sera négatif quand le mouvement aura commencé en 
dessous. De là résulte que la même roule OA peut être représentée 
indifféremment avec un verseur positif ou avec un verseur néga
tif, pourvu que la somme des deux verseurs, abstraction faite de 
leurs signes, soit égale à 3G0 degrés.

Des conventions précédentes il résulte qu’un même chemin peut 
être représenté en donnant à la longueur A une infinité de ver
seurs différents. En effet, supposons, pour lixer les idées, que OA 
soit un chemin déterminé, et qu’alors le verseur AOX soit un 
angle aigu « '■ il est évident que la position de OA ne changera 
point, si on ajoute ou si on retranche à a un nombre quelconque 
de circonférences entières. Ainsi se trouve établie cette remarque 
importante que si on désigne par 2- une circonférence entière, ou 
360°, et par n un nombre entier quelconque, positif ou négatif, 
l’expression A^+a représentera la même route que A«; et c’esl 
ce qu’on exprime encore par l’égalité

Ajni:4-« “—- Aa.
Lorsqu’on donne à A un verseur égal à zéro, la longueur A est 

couchée sur OX. Lorsque le verseur est égal à ir ou 180°, cette 
longueur se trouve du côté opposé OX' : alors elle n’est autre que 
la quantité négative —A. Ainsi l’on devra regarder comme tout à 
fait équivalentes les deux expressions — A et A..

Après ces préliminaires, M. Mourey établit les règles du calcul 
algébrique, puis il passe aux équations, et refait ainsi l’algèbre 
en son entier. Je me bornerai ici à donner une idée sommaire de 
la manière dont il présente les opérations fondamentales du 
calcul, cl à montrer la concordance des résultats de la nouvelle 
algèbre avec ceux de l’algèbre ordinaire.

274. Addition. Je ne prendrai que deux quantités; on étendra 
facilement ce qui va être dit au cas où il y en aurait davantage.
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Supposons qu’il s'agisse des deux quantités A„ et B?, représentées 
par OA et OB. L’addition 
aura pourobjetdeporterOB 
à la suite de OA, dans une 
direction AC parallèle à OB 
et de même sens : alors le 
chemin OC, qui unit l’ori
gine O à l’extrémité de la 

ligne brisée , est te résultat cherché, auquel s’applique le nom de 
somme ou total. Ainsi, en désignant par K la longueur OC, et 
par p son verseur, on aura

[1] Aa + B3 = Rf.
Quant à R et p, le mieux est de les calculer comme il suit. 

Abaissez AM cl CN perpendiculaires sur OX, et AP perpendiculaire 
sur CN. Je désignerai par A' et A" les côtés OM et AM du triangle 
rectangle OAM, par B' et B" ceux du triangle ACP : alors il est 
évident que ceux du triangle OCN sont A'4-A" et B'-f-B". En 
conséquence, ce triangle fera connaître R et p par les formules

R=y/(A' + A7 + (B’+B7,

tang p B'-j-B" 
A'-f-A"’

Maintenant*,  comparons la formule [1] avec celle qu’on trouve 
en employant les imaginaires. A«, IL remplacent les expressions 
imaginaires

A (cos a v'—1 sin a), B (cosp-j- /—1 sinpj;
en ajoutant ces expressions, il vient

A cos a + B cos p + —1 (A sin a -f- B sin p).
Or, les triangles rectangles OAM et ACP donnent

A cos « = A', A sin a = A", Bcosp = B', Bsinp=B'; 
par conséquent, la somme ci-dessus peut s’écrire ainsi

A'+A"+y/—1 (B'-f-B").
D’après les considérations établies au commencement de cet 

article, posons
'i’ = v/(A'+A7+(B'+B"A

B'4-B"
A' + A"’

A.

LEÇONS d’algèbre. 217

la somme imaginaire dont il s’agit se transformera en celle-ci :
I (cos 0 -f- y/—1 sin o).

Cette dernière, dans la notation deM. Mourey, équivaut à T9; 
et, comme les valeurs de T et 0 sont les mêmes que celles de R 
et p, l’exacte concordance des résultats est mise ainsi en évidence.

Soustraction. Cette opération, inverse de l’addition, doit se 
faire en portant la quantité à soustraire dans une direction con
traire à celle qu’on lui donnerait si on voulait l’ajouter.

273. Multiplication. Supposons qu’on ait à multiplier A, par B?. 
Ces facteurs sont des grandeurs A et B mesurées sur deux 
droites OA cl OB, qui font, 
avec un axe fixe OX, des 
angles AOX, BOX, repré
sentés par les verseurs a 
et p. Il faut donc, avant tout, 
donner à la définition de la 
multiplication l’extension 
convenable pour qu’on
puisse l’appliquer au cas_______ _______________________ __
dont il s’agit. Or, consi- X.' O x
itérant que le multiplicateur B, indique une droite B qui est 
écartée de la droite fixe OX d’un angle égal à p, M. Mourey re
garde la multiplication comme ayant pour objet de prendre 
d’abord la longueur A, dans sa direction actuelle autant de fois 
qu'il y a d’unités dans B, et ensuite de faire tourner la nouvelle 
ligne OA' autour du point O pour l’écarter de cette direction d’un 
angle égal à p et lui donner la position OC. De là il suit qu’en dé
signant par AB le produit des deux grandeurs, abstraction faite 
de toute idée de position, le produit cherché sera (AB)a+?. 
Ainsi l’on a

A«XB? = (AB).+?:
C'est-à-dire qu’on multiplie les modules selon les règles ordinaires 
de l’arithmétique, et qu’on fait la somme des verseurs.

Comparons maintenant le produit (AB},+? avec celui qu’on trou- 
verait avec les imaginaires. Les facteurs A., B- remplacent les 
expressions A(cosa-{-y/—isina), B(cosp-f-y—lsinp), et en 
multipliant celles-ci entre elles, on trouve

A B [(cos « cos p — sin a sin p) + (cos a sin p + sin « cos P)J • 
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Par les formules de la trigonométrie, on sait que les binômes 
compris entre parenthèses représentent cos(«-j-P) et sin(a-|~0); 
•loue enfin , le produit cherche est

AB [cos (a + P) 4- y'—f sin (a + p)],

el l’on voit que celte expression correspond exactement au pro
duit (AB)a+f.

Si les deux verseurs sont égaux à k ou 180°, on aura A, X B_ 
= (ABV Or A„ et B*  ne sont autre chose que —A et —B, el 
( ABk est la même chose que 4- AB : donc — A X — B — -J- AB. 
C’est la règle connue, —par— donne On retrouverait de la 
même manière les aulres cas de la règle des signes.

Division. Dans cette opération, le diviseur multiplié par le quo
tient doit reproduire le dividende; et de là on conclut immédia
tement

A^^a-p

c’est-à-dire qu’on divise le module du dividende par celui du divi
seur, et que du verseur du dividende on soustrait le verseur du di
viseur.

276. Puissances. Comme conséquence de la multiplication, on 
conclut

(AJ = AaA. = (A%,
(A.)’ = (A%À.=(A%,

el en général

Hacines. En renversant la règle contenue dans la formule pré
cédente, on trouve, pour l’extraction des racines,

=(?!)..

Considérons le radical \/A"‘ et cherchons-cn les diverses va
leurs. A cet effet, remarquons d’abord qu’en désignant par n un 
nombre entier quelconque, A"*  équivaut à (Am)»„r; donc

On peut donner à n telle valeur entière qu’on veut. Supposons 
qu’en le divisant par m, le quotient soit q, et r le reste ; on aura 
2 n ~ 2

= 2%.g-f-Dans ce verseur supprimons 2k.g, qui est 
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un nombre exact de circonférences; la grandeur cl la position ne 
subiront aucun changement; donc

^ = A^.

Ici, les valeurs entières qu'on peut attribuer à r sont <Wi : en 
conséquence posons r = 0, 1, 2, .... »i—1, et il en résultera 
pour le radical les m valeurs suivantes

Ao, A» , Aj »,... A(m_i) îj ;
m m m

C’est-à-dire que le radical a m valeurs, qui sont représentées par 
les rayons qui divisent en m parties égales un cercle décrit avec 
le rayon A. Il est sous-entendu que l’un de ces rayons, Ao, est ce
lui qui sert d’origine aux verseurs.

Si au lieu de A*",  il y avait — Am sous le radical, il faudrait re
marquer que — A™ — (Am)!n_^; et par suite les m valeurs du nou

veau radical s’obtiendront eu ajoutant y à tous les verseurs qui 

se trouvent dans les valeurs du premier.
Comme exemple prenons les radicaux y'A2 et çZ—A*.  Les va

leurs du premier sont Ao el A,, ce qui est la même chose que les 
deux rayons opposés 4- A et — A. Les valeurs du second sont 
A. et As,. De celle manière, le radical —A2 n’oflïe plus à l es- 

2 2
prit aucune idée d’impossibilité : il représente deux roules égales 
el opposées, toutes deux perpendiculaires au rayon Ao.

277. J’ai beaucoup abrégé sans doute l’exposition de ia nou
velle doctrine; cependant j’en ai dit assez pour montrer com
ment les difficultés relatives aux imaginaires eussent été écartées, 
si, au moment où ces expressions se sont offertes pour la pre
mière fois, on leur eût donné le sens clair et précis que leur 
attribue M. Moürey. Toutefois il y a lieu de penser qu’en devenant 
plus rigoureuse, l’algèbre eût beaucoup perdu de sa simplicité; 
mais, quoi qu’il en puisse être, les explications dans lesquelles je 
suis entré font assez pressentir la parfaite concordance des résul
tats des calculs ordinaires avec ceux qui seraient fournis par l’em
ploi des verseurs.
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CHAPITRE XII.
PROPOSITIONS SUR LES NOMBRES. — GRANDEURS INCOMMENSURABLES ET 

APPROXIMATION DES RACINES. — PROGRESSIONS. — FRACTIONS CON

TINUES.

Propositions sur les nombres.

278. Théorème. Un produit de plusieurs nombres entiers ne 
change pas, dans quelque ordre qu’on multiplie ses facteurs.

Supposons (l’abord qu’on mette les deux derniers facteurs l'un 
à la place de l’autre. Soient a et b ces facteurs, et P le produit de 
tous les précédents : je dis qu’on aura Pab — Pba. En effet, mul
tiplier P par a, c’est prendre autant de fois P qu'il y a d’unités 
dans a; donc

Pa = P 4-P-j-l’-j-....,
en comprenant dans cette somme un nombre a de termes égaux 
à P. Pour multiplier Pa par b, il suffit de prendre b fois chacun 
des termes; donc

Pat = P6 -f- P6 —|— P6 -j—....
Mais celte dernière somme, renfermant a fois le terme PZ», est 
égale à PZ» X « ou Pàa; donc PaZ» = Pba.

Si tous les facteurs de P étaient égaux à 1, on aurait P= 1 ; I’aZ» 
se réduirait à ab et PZ<a à ba; donc ab — ba. Ainsi le théorème 
est vrai dans le cas de deux nombres.

Maintenant considérons un produit abede, composé de tant de 
facteurs qu'on voudra. A cause de la première partie de notre 
démonstration, on peut échanger les deux derniers facteurs, et 
l’on a abede =.abced. La même raison montre qu’on a abce = abec, 
et par conséquent abccd=abccd. En continuant ainsi on peut suc
cessivement avancer le facteur e à toutes les places vers la gauche ; 
et ce qu’on dit du facteur «peut s’appliquer à tous les autres.

Reprenons le produit abede : on y peut remplacer ab par ba ; 
donc abede =■ baede. Dans le produit bac on peut échanger a et c, 
et écrire bca ; donc baede = bcade. Par là on voit qu’on peut aussi 
avancer un facteur à telle place qu’on voudra vers la droite.
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Donc on peut amener chaque facteur du produit à une place 

quelconque, ce qui revient à dire qu’on peut intervertir à volonté 
l’ordre des divers facteurs sans que le produit change.

279. Remarque. La démonstration précédente ne s’applique 
qu’aux nombres entiers; mais le théorème s’étend à toute espèce 
de facteurs. Quand il y en a de fractionnaires, si on les réduit en 
fractions, et si on regarde les fadeurs entiers comme ayant l’unité 
pour dénominateur, on peut dire que le produit s’obtient en divi
sant le produit de tous les numérateurs par celui de tous les déno
minateurs. Or, en changeant l’ordre des facteurs primitifs, on ne 
fait qu’intervertir l’ordre des nombres entiers qui composent ces 
deux produits, ce qui n’altère en rien ces produits.

Quand il y a des facteurs incommensurables, pour reconnaître 
la vérité de la proposition, il suffit d’expliquer le sens qu’on attache 
alors au mot protZwiï. Dans ce cas, il n’a absolument aucun sens, 
à moins qu’on ne le regarde comme représentant une limite vers 
laquelle tendent les produits qu’on obtient en remplaçant les fac
teurs incommensurables par des valeurs cominensurables qui en 
approchent de plus en plus. Or, ces produits successifs ne chan
gent pas quand on change l’ordre des facteurs; donc il en est de 
même du produit qui renferme les facteurs incommensurables.

280. Corollaires. I. Puisqu’un produit ne change pas quand on 
change l’ordre des facteurs, on a mX abc = abcm — mabc : donc 
on multiplie une quantité par un produit, en multipliant celte 
quantité par les facteurs de ce produit. Celle démonstration est 
déjà connue par la note de la page 20.

II. En général, lorsqu’on multiplie entre elles plusieurs quan
tités P, Q, R,.... on pourra considérer leur produit comme com
posé de tous les facteurs de ces quantités. En effet, d’après le 
corollaire précédent, si on écrit les facteurs de Q à la suite des 
facteurs de P, on indiquera un produit égal à P X Q ; par la même 
raison, si après tous les facteurs de P et Q on place ceux de R, 
on indiquera un produit égal à P X Q X R, etc.

RL 11 suit de là que tout nombre entier, qui divise exactement 
un des facteurs d’un produit de plusieurs nombres entiers, doit 
diviser exactement ce produit.

A ce sujet, on doit observer qu’un nombre peut quelquefois 
diviser exactement un produit, quoiqu’il ne divise aucun facteur. 
Par exemple, 20 ne divise ni 12 ni 15, et cependant il divise le 
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produit 12 X 15 ou 180. Il en esl ainsi parce que 20 est composé 
de facteurs dont les uns se trouvent dans 12 et les autres dans 15. 
Mais si le nombre 20 n’avait aucun facteur commun avec l’un des 
deux facteurs, il devrait nécessairement diviser l’autre : c’est ce 
qui résultera du théorème suivant.

281. Théorème. Tout nombre P qui divise exactement un pro
duit AB de deux nombres, et qui est premier par rapport à l’un 
d’eux, doit nécessairement diviser l’autre.

Supposons P premier relativement à A. En opérant sur ces deux 
nombres comme si on cherchait leur plus grand diviseur commun, 
on doit parvenir à un reste égal à 1. Soit A>P : nommons

Q le quotient de A par P , et R le reste ;
Q' le quotient de P par R , et R' le reste ; 
Q" le quotient de R par R', et R" le reste; 
etc.

Ces divisions successives donnent les égalités
A = PQ + II, P = RQ' + R', R = R'Q" -j- R", etc.

Multiplions par B les deux membres de chacune, puis divisons- 
les par P ; il vient

D’après l’énoncé, AB est divisible par P, donc le second membre 
de la lre égalité doit être entier, et comme BQ est nombre entier, 
il faut que BR soit divisible par P. La 2e égalité prouve que la di
visibilité de BR par P entraîne celle de BIP par P; puis la 3' 
prouve que la divisibilité de RR et BIP par P entraîne celle de BR 
par P; et ainsi de suite. Les produits de B par tous les restes suc
cessifs seront donc divisibles par P. Or, dans la suite de ces restes, 
on doit trouver l’unité; dont le produit B x 1 ou B est divisible 
par P. C’est ce qu’il fallait démontrer.

282. Corollaire. Un nombre premier P qui divise un produit 
ABCD... E de plusieurs nombres entiers doit diviser l’un d’eux. 
Décomposons coproduit en A x BCD...E; puisque P est un nombre 
premier, s’il ne divise point A, on pourra le regarder comme pre
mier à l’égard de A, et d’après le théorème précédent il devra di
viser BCD...E. Ce dernier produit se décompose en B x CD...E, 
et on conclut encore que si P ne divise point B, il devra diviser 
CD...E. En continuant ainsi on voit (pie si aucun des facteurs qui 
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précèdent E n’est divisible par P, E devrait l’être. Donc P divise 
l’un des facteurs.

285. Théorème. Il n’existe qu’un seul système de nombres pre
miers dont le produit soit égal à un nombre donné : ou, en d’autres 
termes, deux produits de nombres premiers ne peuvent pas être 
égaux, à moins qu’ils ne soient composés de facteurs égaux chacun 
à chacun.

Soient abed... et ABCD.... les deux produits égaux. Puisque le 
produit abed.... est divisible par a, le produit ABCD.... doit l’être 
aussi : mais a est un nombre premier ainsi que A, B, C,etc.; 
donc, si a n’est point égala quelqu’un de ces facteurs, il ne pourra 
diviser aucun d’eux. Or, d’après le théorème précédent, a ne di
visant ni A ni B, ne peut point diviser le produit AB; ne divisant 
ni AB ni C, il ne peut point diviser le produit AB X C ou ABC ; et 
ainsi de suite : donc, a ne pourrait point diviser le produit ABCD.. 
il faut donc que a soit égal à l’un des nombres A, B, C... Suppo
sons « = A, et divisons les deux produits par a. Les produits 
restants bcd... et BCD... seront encore égaux, et l’on pourra leur 
appliquer le raisonnement précédent. On conclura donc que b est 
égal à l’un des facteurs B, C, D..., à B, par exemple. On fera voir 
semblablement que c est égal à l’un des autres facteurs, el ainsi 
de suite. Donc les deux produits abed... et ABCD... sont composés 
des mêmes facteurs premiers.

Cette démonstration ne suppose pas que les nombres a, b,c,... 
soient inégaux : de sorte que si, dans le premier produit, un fac
teur se répète plusieurs fois, il doit se répéter dans le second un 
pareil nombre de fois.

284. Les corollaires de cette proposition sont nombreux : je 
me bornerai aux principaux.

I. Un produit de plusieurs nombres contient tous les facteurs 
premiers dont ces nombres sont composés, et il n’en contient pas 
d’autres. En effet, il est démontré, d’un côté (280, cor. II), que 
le produit de plusieurs nombres peut être considéré comme com
posé de tous les facteurs premiers de ces nombres; et, d’un autre 
côté <285), qu’il n’y a qu’un seul système de facteurs premiers 
dont le produit soit égal à un nombre donné.

IL Une fraction dont les deux termes sont premiers entre eux 
ne peut pas être réduite à des termes moindres. Supposons que a 
et b soient des nombres premiers entre eux, el qu’on puisse
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(I Ch
avoir = «' et b’ étant des nombres respectivement moindres

que a et b. l)e là on tire ab' = ba'. Mais a et à n’ont point de fac
teurs communs; donc «' contient les facteurs premiers de a, et b' 
contient ceux de 6; donc les nombres a' et b' ne seraient pas 
moindres que a et b.

III. Deux produits de nombres entiers sont premiers entre eux 
lorsque tous les facteurs de l’un d’eux sont premiers par rapport 
à ceux de l’autre. Soient ABC... et abc... les deux produits. Le 
produit ABC... n’a pas d’autres diviseurs premiers que ceux des 
nombres A, B, C,..., et le produit abc... n’en a pas d’autres que 
ceux des nombres a, b, c,... Donc, si aucun des nombres A,B, C,... 
n’a de diviseur commun ni avec «, ni avec b, ni avec c, etc., les 
produits eux-mêmes ne pourront pas avoir de diviseur commun.

IV. Si a et b sont des nombres premiers entre eux, les puis
sances am et bn sont dans le cas du corollaire III ; donc elles repré
sentent des nombres premiers entre eux. Les exposants m et n 
peuvent d’ailleurs être égaux ou inégaux.

V. Le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres est 
égal au produit de tous les facteurs premiers communs à ces nom
bres. Soit D le plus grand commun diviseur de plusieurs nombres. 
Par le cor. I, on sait que les facteurs premiers de D doivent se 
trouver parmi les facteurs premiers de chacun de ces nombres. 
D’ailleurs, aucun autre facteur premier ne peut leur être commun 
à tous; car s’il en existait un autre, d, ces nombres admettraient 
le diviseur commun Dr/, lequel serait plus grand que D.

De là il suit que si on détermine le plus grand diviseur D com
mun à deux nombres A et B, puis le plus grand diviseur D' com
mun à D et à un troisième nombre C, le diviseur D' sera le plus 
grand qui soit commun aux trois nombres A, B, C. On continue
rait de la même manière s’il y avait plus de trois nombres.

VL Plusieurs nombres étant donnés, composons un produit 
de telle sorte que tout facteur premier appartenant à quelqu'un 
de ces nombres se trouve dans ce produit avec l’exposant le plus 
élevé dont il soit affecté dans ces différents nombres; le produit 
ainsi formé sera le plus petit nombre divisible par chacun des 
nombres donnés.

Il est clair, en effet, que si un nombre ne renferme pas tous ces 
facteurs, ou s’il les renferme à des exposants moindres, il ne sera 
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pas divisible par chacun des nombres donnés; et, d’un autre côté, 
si, outre ces facteurs, il en contenait d’autres, il serait plus grand 
que le produit dont il s’agit.

28a. Problème. Trouver tous les diviseurs d’un nombre quel
conque N.

La première idée qui se présente est d'essayer successivement 
Ja division du nombre N par chacun des nombres 1, 2, 3, 4,... 
jusqu’à N; mais on peut abréger ces tâtonnements. Soient D un 
diviseur de N, et D' le quotient de N par D : on a DD' = N, ou, 
sous une autre forme, DD' = \/Nx\/N. Donc si D est <y/N, 
D'sera >\/N. Donc, après avoir trouvé tous les diviseurs <ç/N, 
les quotients, qui auront été obtenus en divisant N par ces divi
seurs, seront les diviseurs > >/N.

Par exemple, soit N = 360. La racine carrée de 360 est com
prise entre 18 et 19 : ainsi, on divisera 360 seulement parles 
nombres 1,2, 3,... 18. De cette manière on trouve tous les divi
seurs de 360, savoir,

1, 2, 3, 4, 5, 6, 8, 9, 10, 12, 15, 18.
360, 180, 120, 90, 72, 60, 45, 40, 36, 30, 24, 20.

28G. Problème. Former une table de nombres premiers.
On appelle nombre premier celui qui n’a pour diviseurs que 

l’unité et lui-même. Lors donc qu’un nombre étant donné, le 
procédé ci-dessus ne fera découvrir aucun autre diviseur, on sera 
sûr que ce nombre est premier. Pour éviter ces calculs, qui peu
vent être fort longs, on a construit des tables qui renferment 
tous les nombres premiers jusqu’à certaines limites (*).

La manière la plus simple de les construire consiste à écrire de 
suite les nombres impairs 3, 5, 7, 9, etc., jusqu’à telle limite 
qu on voudra, et à effacer tous les multiples de 3, tous ceux de 5, 
tous ceux de 7, etc. Il est évident que les nombres premiers sont 
les seuls qui resteront. A la tête de ces nombres il ne faut pas 
oublier de placer 1 et 2.

Rien d’ailleurs de plus facile que de reconnaître les multiples

(*)  Legendre cite particulièrement les tables de Chernac et celles de Bcrikiiahdt. 
Dans celles de Ciiernac, on trouve tous les nombres premiers jusqu’à 1 000 000, 
et les diviseurs de tous les autres nombres compris dans cette limite. Celles de 
Burckhardt s’étendent jusqu’à 3 030000.

15
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qu’on doit effacer. Ceux de 3 se trouvent en comptant les nombres 
3,5,7, etc., de 3 en 3 à partir de 5 ; ceux de 5, en les comptant 
de 5 en 5 à commencer de 7; et ainsi de suite (*).

287. Remarques. I. La suite des nombres premiers est illimitée. 
Admettons qu’il en soit autrement, et que n soit le plus grand de 
tous. Si on forme le produit P==2.3.5... n, qui renferme tous les 
nombres premiers, il faudrait que le nombre P+1, qui est >n, 
fût divisible par quelqu’un de ces nombres. Or, cela est évidem
ment impossible, car il y aura toujours le reste 1. Donc il est im
possible que la suite des nombres premiers soit limitée.

IL En comparant tous les nombres avec les multiples d’un 
meme nombre,‘on est conduit à les présenter sous différentes 
formes. Par exemple, si on les compare aux multiples de 6, on 
pourra d’abord les représenter par une des six formules

6x, &x -|- 1, 6x -j- 2, 6x 3, 6x -J- 4, 6x -f- 5, 
dans lesquelles x est un nombre entier quelconque. Mais si on ne 
veut que les nombres premiers, on ne conservera que les deux 
formules 6a?-f- 1 et 6r-|-5 : car les autres donnent des nombres 
divisibles par 2 ou par 3. On peut aussi, à la place de 6x -f-5, 
écrire 6(x-j-l)—1, ou bien encore 6x—1, puisque x est un nombre 
entier quelconque. Ainsi tous les nombres premiers, excepté2 
et 3 qui sont diviseurs de 6, sont compris dans la formule

N = 6x ± 1.
On raisonnerait d’une manière analogue , si on considérait 

d’autres multiples que ceux de 6.
288. Problème. Décomposer un nombre en jacteurs premiers, el 

trouver ensuite tous ses diviseurs.
En nombre quelconque N, s’il n’est pas premier, peut être 

représenté par un produit de nombres premiers a, b, c, etc., 
élevés chacun à une certaine puissance, de sorte qu’on peut tou
jours supposer N = «”‘5ncp.... C’est cette décomposition qu’il s’agit 
d’opérer.

(♦) Représentons-nous une planchette percée de trous, au-dessus desquels les 
nombres impairs 3, 5, 7, etc., sont placés par ordre ; puis à mesure qu’on arrive, 
en les comptant de trois en trois, de cinq en cinq, de sept en sept, etc., aux 
multiples qu’on doit effacer, concevons qu’on laisse échapper ces multiples à 
travers les trous correspondants, il ne restera sur la planchette que les nom
bres premiers. Tel est le fameux crible d’Ëratosthène, qui vivait à Alexandrie 
280 ans avant J. C.

Prenons pour exemple le nombre 504. Je le divise d’abord par
2 autant de fois que possible, et on trouve ainsi

504 = 252 X 2 = 126 X 2 X 2 = 63 X 2 X 2 X 2.
Alors je divise 63 autant que possible par 3, qui est le plus petit 
nombre premier au-dessus de 2, et il vient 63=21x3=7x3x3. 
Donc 504=7 X3X3X2X2X2, ou bien, sous une autre forme, 

504 = 2’ X 32 X 7.
Les divisions par 3 ont amené le quotient 7. Si ce quotient n était 
pas un nombre premier, on continuerait les opérations en essayant 
successivement les autres nombres premiers 5, 7, etc.

Maintenant on formera facilement Ions les diviseurs de 504. Ils 
ne sont autres que les nombres qu’on obtient en prenant tous les 
facteurs premiers un à un, deux à deux, etc. Pour être sûr de 
n’omettre aucun diviseur, on adopte la disposition suivante :

504
252
126
63
21

1,
2,
4,
8,
3,
9,
7,

84,

2
2
2
3
3
7

6, 12,
18, 36,
14, 28,

168, 63,

24,
72,
56, 21, 42, 

126, 252, 504.
La 1" colonne à gauche contient le nombre donné 504 cl les 

quotients des divisions successives. A côté de ces nombres, dans 
une 2' colonne, sont écrits les nombres premiers qu’on emploie 
comme diviseurs, el qui sont les facteurs premiers du nombre 504. 
Enfin, on place à droite de celle colonne tous les diviseurs de 
504, et je vais dire comment on les trouve.

En tête de la 3" colonne, au-dessus de la ligne qui contient 
504, on écrit d’abord l’unité, qu’on doit regarder comme le pre
mier diviseur de 504. On multiplie cette unité par le premier 
nombre de la 2' colonne, et on a ainsi le diviseur 2 qu’on écrit à 
côté de ce nombre. On multiplie ensuite les diviseurs déjà trou
vés, 1 et 2, par le deuxième nombre de la 2e colonne; et, en 
omettant la répétition du produit 1 X 2 ou 2, on obtient le nou
veau diviseur 4, qu’on écrit sur la ligne du dernier multiplicateur. 
On continue ainsi jusqu’à ce qu’on multiplie enfin par le dernier 
nombre de la 2' colonne, ce qui produit une dernière suite de di
viseurs , laquelle sera toujours terminée par le nombre donné.
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Quand on connaît les facteurs premiers d'un nombre, on peut 

encore trouver ses diviseurs par un autre procédé. Supposons qu’un 
nombre N, décomposé en facteurs premiers, soit N = a"‘àncp....; 
les diviseurs de N seront représentés par la formule am'bn'cp'..., 
dans laquelle les exposants m', n', p',... ne doivent point surpas
ser m, n, p.... Par là on reconnaît que ces diviseurs seront les dif
férents termes qu’on obtient en effectuant le produit
P = (1 -j- a-j- a*...  + (1 -j-ô + 6,... + 6n)(l + c + c’...+C>)...

289. Remarques. La multiplication des deux premiers poly
nômes donne un nombre de termes égal à (m -j- l)(n -j-1); par 
conséquent celle des trois premiers polynômes en donne un nom
bre égal à (mî -j- l)(n-j-1) (p -j-1), et ainsi de suite; donc le nom
bre de tous les diviseurs de N est exprimée par la formule

(m-j-l)(ra-j-l)(p-f-1).....
En même temps on voit que P est la somme de tous ces di

viseurs. Or, on sait (55) que les polynômes qui composent P 
_ j __j

sont respectivement égaux à-^—j—, ()_l , e^c-» d°nc 
somme de tous les diviseurs de N peut s’exprimer par la formule 

«>■>+» _1 &"+*  —1 cp+1 —1
'■=-T=i-x-ï=i-x7=rx-

Par exemple, prenons N = 5O4 = 23X3SX7 : on aura m=3, 
n — 1,p=1. Donc le nombre des diviseurs de 504 sera4x3X2=24»’ 
cl la somme de tous ces diviseurs sera

oi_ i a3__1 7* __ i
X X 7TZÏ =15 x 13 x 8 =1560-

290. Problème. Combien de fois un nombre premier 0 est-il fac
teur dans la suite des nombres naturels, depuis 1 jusqu’à n? ou, en 
d’autres termes, quelle est la plus haute puissance de 0 qui divise le 
produit 1.2.3... n?

Soit n' la partie entière du quotient de n par 0. Dans la suite 
proposée on trouve les u facteurs 0, 20, 30,... du produit 

0.20.30.... n’ô;
cl il est clair qu’ils sont les seuls qui soient divisibles par 0. Ce 
produit peut s’écrire ainsi

1.2.3....  n’X6"';
donc on aura la puissance cherchée en multipliant 6”' par la plus 
haute puissance de 0 renfermée dans le produit 1.2.3...n'.

Le même raisonnement peut se répéter sur ce produit, de sorte 
que, en appelant n" la partie entière du quotient de n' par 0, on 
verra que la plus haute puissance de 0, contenue dans le dernier 
produit, se compose de la puissance 0n" multipliée par lapins 
haute puissance de 0 contenue dans 1.2.3... n".

Semblablement, en nommant n'" la partie entière du quotient 
de n" par 0, on sera encore conduit à chercher la plus haute puis
sance de 0 renfermée dans le produit 1.2.3... n'".

On continuera ainsi jusqu’à ce qu’on parvienne à un quotient 
<0- Pour fixer les idées, supposons que ce soit n'"; alors on con
clura que la plus haute puissance de 0, contenue dans le produit 
donné 1.2.3... n, est ôn'+""+'*'".

Veut-on savoir, par exemple, quelle est la plus haute puissance 
de 7 qui divise le produit 1.2.3... 1000? On fera n = 1000; 
et en ne prenant que les parties entières des quotients, on aura

= 142, 20,~ = 2. La somme de ces quotients étant

164, il s’ensuit que la puissance cherchée est 71G4.
291. Corollaire. Soient m, n, p, q,... des nombres entiers tels 

qu’on ait m — n -[-p -j- q.... ; l’expression
_________ 1.2,3.4............m__________
1.2........ n X 1 ■ 2.. .j» X t-2... y X etc.

représentera toujours un nombre entier. En effet, soit o un fac
teur premier du dénominateur, on aura

m
T

En nommant m', n', p', q',........ les quotients entiers, on aura
donc aussi

m' = ou >n'-j-/-{-</ +de.
Si on divise de nouveau par 0, et qu’on nomme m", n",... les 
nouveaux quotients entiers, on aura pareillement 

m"— ou Z>n" +p" + î" + etc.
On continuera ainsi tant que les quotients ne seront pas tous 
moindres que 0. Alors en ajoutant, on aura

(m' -j- m" =
ou >(n' + n -j-...) + (/+/ + • .•) + (?'+</' + • ..) + etc.
Or ces différentes sommes font connaître les plus hautes puis
sances de 6 par lesquelles on peut diviser les produits qui compo
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sent l’expression [1] ; donc il n’y a aucun facteur premier dans le 
dénominateur de cette expression qui ne soit à une puissance au 
moins égale dans son numérateur; donc cette expression repré
sente un nombre entier. Celte conclusion renferme, comme cas 
particulier, la remarque du n° 210.

Continuation. — Théorèmes sur les résidus.

292. Théorème. Soit p un nombre premier par rapport à a; si 
on divise par p les multiples successifs de a. jusqu'à (p — 1) a inclu
sivement, les résidus ou restes de ces divisions seront tous différents.

Admettons que deux multiples ma et m'a, moindres que pa, 
puissent donner le même résidu r. En nommant E et E' les entiers 
des quotients, on devrait avoir

ma = E/? -|- r, m'a — Yfp + r.
Si on retranche ces égalités l’une de l’autre, il vient

{m' — m} a — (FJ — E)p d’où -m ?= E' — E; 

et comme p est premier avec a, il s’ensuivrait que/? divise m'—m; 
ce qui est impossible puisque m et m! sont <Cp.

Remarque. Appelons r, r', r",... les p— 1 restes qu’on obtient 
en divisant a, la, 3a,... (p— l)rr, par/?; et supposons qu’on ait 

a = E/?4"r> 2a = E'/?4~r', 3a = E'’/?4_r', etc.
Si on ajoute pa à chaque égalité, on a

{p -f- l)a =(E 4-a)p + r, (/?-j-2)a = (E'4- ajp-^-r', etc.; 
donc, après avoir passé pa qui est le premier multiple de a divi
sible par/?, les multiples suivants ramènent les restes déjà trouvés, 
et dans le même ordre. Sans pousser la démonstration plus loin, 
il est clair que cette période de restes se reproduit après chaque 
multiple de a divisible par/?.

295. T héorème. Soit p un nombre premier avec a, « on divise 
par p la suite des puissances 1, a, a*,  a’,... il y en aura au moins 
une avant a1', qui laissera un résidu égal à 1 ; jusqu’il la plus petite, 
tous les résidus seront différents; et au delà, les mêmes résidus se 
reproduiront périodiquement.

Les résidus devant être moindres que /?, on ne peut pas en 
trouver plus de/? — 1 qui soient différents; donc, dans lesp pre
miers termes de la suite 1, a, a*,...  a”-1, il en existe au moins 
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deux qui donnent le même résidu. En les représentant par am et a'"', 
et le résidu commun par r, supposons qu’on ait

[1] «m —E/?-|-r, a“' = E'/?4-r.
De là on tire

—E)/?, ou 1) = (E' —E)/?;
et comme p est premier avec a, il devra diviser am'~m — 1. Donc 
on aura l’unité pour résidu en divisant par p la puissance a’"'-", 
laquelle est <ap.

Désignons par an la plus petite puissance, autre que a0, qui 
donne le résidu 1, tôus les résidus précédents seront inégaux entre 
eux. En effet, si pour deux puissances am et am', moindres que a", 
on pouvait avoir les égalités [1], on en conclurait, comme tout à 
l’heure, que a’"'-’" donnerait le résidu 1; par conséquent an ne 
serait pas la plus petite puissance qui jouit de cette propriété.

Soit an =E/?4-1, E étant entier. Au delà, on aura
«"+> = Eap 4- », an+! = Ea’/? 4- a*,  an+3 = E«’p -|- etc. ; 

donc, pour les puissances a", aB+1,.„ a”*-1, les résidus seront suc
cessivement les mêmes que pour a°, a1, a‘,... a"-1.

Pour «!n le reste sera 1 comme pour an : car l’égalité an—E/?-j- 1, 
en la multipliant par an, donne a,n = Ean/? 4- a". Avec le raisonne
ment précédent, on fera donc voir que de a2n à a3"-1, les puissances 
donnent encore la même période de restes; et ainsi de suite.

294. Remarques. I. En partant de l’égalité a" = E/?-j- 1, on a 
aîn = Eâ’*/?4-o n, a3n=Ea!n/?4-a’“, etc.; et de celles-ci on conclut 
que le résidu 1 correspond à tous les exposants multiples de n. On 
peut même affirmer que tout exposant plus grand que n qui ra
mène ce résidu doit être multiple de n. En effet, on a dû observer 
plus haut que le résidu d’une puissance de a ne change pas quand 
on ajoute ou qu’on ôte à l’exposant autant de fois n qu’on voudra ; 
donc, si cet exposant n’est pas multiple de n, on pourra l’abaisser 
au-dessous de n sans le réduire à zéro; donc a" ne serait pas la 
plus petite puissance, autre que a", qui pût donner le résidu 1.

II. La même observation fournil un moyen facile d’obtenir les 
résidus des puissances très-élevées, lorsqu’on connaît les résidus 
•le la première période. Quant à ceux-ci, on les détermine direc
tement, mais on simplifie le calcul en faisant attention que, pour 
passer du résidu de a‘ à celui de a‘+1, il suffit de multiplier le pre
mier par a, ou par le résidu de a, et de diviser le produit par /?.
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Par exemple, cherchons le résidu de la division de 4W par 11. 
Ceux de 4°, 41, 4!, sont 1, 4, 5. Le produit 5X4 ou 20 donne le 
résidu 9 ; 9 X 4 ou 36 donne 3 ; et 3 x 4 ou 12 donne 1. L’on s’ar
rête ici, et l’on forme le tableau suivant :

Puissances.... 4°, 4', 4!, 4’, 4‘.
Résidus...........  1, 4, 5, 9, 3.

L’exposant 5 étant celui qui ramène le résidu 1, on divisera l’expo
sant donné 898 par 5, et le reste 3 indiquera que la puissance 4™ 
laisse le même résidu que 43; donc ce résidu est 9.

III. Lorsque p n’est pas premier avec a, le théorème ne subsiste 
plus. En effet, supposons que la division dea‘parpdonnea'=Ep-|-r, 
on en conclurait que si des facteurs sont communs à a etp, ils doi
vent diviser r; donc r ne pourrait pas être égal à 1.

295. Théorème. Si p est un nombre premier qui ne divise 
point a, la division de a’’-1 par p donnera le résidu 1 ; ou, ce qui 
est la même chose, ap_1 — 1 sera un nombre exactement divisible 
par p.

Dans ce théorème, qui est dû à Fermât, il faut bien faire at
tention que p est un nombre premier absolu, et non pas un nombre 
premier seulement par rapport à a.

Nommons q, q', q",... et r, r', r",... les quotients et les restes 
qu’on obtient en divisant par p les p — 1 quantités «, 2a, 3a,... 
(p — l)a : si on multiplie entre elles ces quantités, et si on désigne 
par E un nombre entier, on aura

a.2a.3a.... (p ■— l)a = (qp -j- r) (q'p-j-r') (j"p + r")....
= Ep4-rr'r"....

Ici le premier membre est égal à 1.2.3... (p—l)Xap~‘;cl, d’un 
autre côté, comme on a démontré, n° 292, que lesp— 1 restes 
r, r', r”,..,. sont différents entre eux, le produit rr'r*,....  doit être 
égala 1.2.3.... (p—1). En conséquence, l égalité ci-dcssusrevient 
à celle-ci 1.2.3.... (p— l)Xap_1 = Ep-f-1.2.3.... (p —1), d’où

1.2.3....  (p—l)(a”-‘ —l) = Ep:
donc le premier membre de cette dernière égalité est divisible 
par p. Mais, par hypothèse, p est un nombre premier; donc, 
puisqu’il ne peut diviser aucun des facteurs 1.2.3.... (p— 1 ), il 
devra diviser a”"1 — 1.

296. Remarques. I. Lorsque a’-1 n’est pas la plus petite puis
sance, autre que zéro, qui ramène le résidu 1, la remarque I" du 

n° 294 prouve que l’exposant de cette plus petite puissance doit 
être un diviseur de p — 1.

IL Lorsque ap~l est la plus petite puissance, autre que a0, dont 
la division parp ramène le reste 1, p doit être un nombre premier 
absolu. En effet, le théorème du n° 295 prouve que les restes qui 
précèdent la division de a’’-1 sont tous inégaux entre eux; donc 
ils doivent comprendre tous les nombres 1, 2, 3... p — 1 ; mais 
dans un ordre différent de l’ordre naturel. Si p était un nombre 
composé et que r fût un de ses facteurs premiers, r ferait donc 
partie des p — 1 résidus, et par conséquent on devrait avoir une 
égalité telle que a‘ = Ep-|-r. De là on conclurait que r est aussi 
facteur de a : donc a et p ne seraient pas premiers entre eux ; et 
dès lors, d’après la remarque III du n° 294, il ne serait pas même 
possible de trouver au-dessus de a° une puissance de a qui rame
nât le résidu 1.

III. Supposons qu’on ne prenne pour p que des nombres pre
miers, si on veut que les puissances a°, a1,... a’’-’ donnent pour 
résidus tous les nombres inférieurs àp, il faudra donc choisir a 
dans les nombres tels que ap_1 soit la plus petite puissance, au- 
dessus de a°, qui ramène le reste 1 ; et si, parmi ceux qui rem
plissent cette condition, on ne prend pour a que les nombres au- 
dessous dep, on aura ceux que Euler appelle des racines primi
tives par rapport àp. Pour la recherche de ces racines on devra 
consulter M. Ivory, 4e vol. du supplément de X'Encyclopedia Bri
tannica, p. 698, et M. Cauchy, Exercices mathématiques, 4' année, 
p. 217. Je me bornerai ici à rapporter les racines primitives des 
nombres premiers jusqu’à 37.
Nombres p. Racines primitives de p.

3
5
7

11
13
17
19
23
29
31
37

2.
2, 3.
3, 5.
2, 6, 7, 8.
2, 6, 7, 11.
3, 5, 6, 7, 10, H, 12, 14
2, 3, 10, 13, 14, 15.
5, 7, 10, H, 13, 14, 15, 17, 20, 21.
2, 3, 8, 10, H, 14, 15, 18, 19, 21, 26, 27.
3, 11, 12, 13, 17, 21, 22, 24.
2, 5, 13, 15, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35.
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En consultant ce tableau, on y voit que 5 est racine primitive 
de 7 : et en effet, si on divise par 7 les puissances 5°, 5‘, 5’, 5’, 5‘, 55, 
on trouve les résidus 1,5, 4, 0,2,3, qui comprennent tous les 
nombres au-dessous de 7.

On pourrait aussi prouver que, pour chaque nombre premier p, 
il existe autant de racines primitives, plus une, qu’il y a, entre 1 
et p, de nombres premiers par rapport à p — 1. Mais, pour cette 
proposition, et toutes les autres qu’on peut encore démontrer sur 
les nombres, je renverrai à la Théorie des nombres par Legendre.

Sur les grandeurs incommensurables. — Approximation des racines.

297. Deux grandeurs sont commensurables lorsqu’elles ont une 
commune mesure, c’est-à-dire lorsqu’il existe une troisième 
grandeur qui soit contenue un nombre exact de fois dans chacune 
d’elles; dans le cas contraire, elles sont incommensurables.

Quand on dit d’une quantité prise isolément, qu’elle est com- 
mensurable ou incommensurable, il y a toujours une certaine 
unité sous-entendue avec laquelle on la compare; et alors ces 
expressions indiquent qu’il existe une mesure commune entre 
celte quantité et l’unité, ou bien qu’il n’en existe pas.

Supposons, par exemple, qu’une ligne donnée contienne 
23 fois une certaine longueur, et que le mètre la contienne 7 fois; 
la ligne donnée sera cominensurable ; et comme elle est égale à 
23 septièmes de l’unité, elle sera représentée par Cet exemple 
suffit pour montrer que toute quantité cominensurable peut s’ex
primer exactement en nombres entiers ou fractionnaires.

D'un autre côté, toute quantité représentée par un nombre en
tier ou fractionnaire est commensurable : car il y a évidemmenl 
une commune mesure entre elle et l’unité. Ainsi, qu’une lon
gueur soit égale à fjj, et que le mètre soit l’unité sous-entendue, 
la commune mesure sera le décimètre.

Donc, une quantité qui ne peut être exprimée exactement, ni 
avec des entiers, ni avec des fractions, est incommensurable. 
Telles sont ?2, ç/17.

En faisant attention que le rapport ou la raison, entre une quan
tité commensurable et l imité à laquelle on la rapporte, est tou
jours exprimée exactement par un nombre entier ou fractionnaire, 
on comprendra pourquoi l’on indique encore les quantités com- 
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inensurables sous la désignation de rationnelles, et les incommen
surables sous celle à'irrationnelles.

298. Lorsque la racine d'un nombre entier, quel que soit le de
gré de cette racine, ne peut pas être exprimée exactement en nom
bres entiers, elle ne peut pas l'être non plus avec des fractions, et 
par conséquent elle est incommensurable.

Supposons qu’elle puisse s’exprimer avec des fractions, on pourra 

la mettre sous la forme d’un nombre fractionnaire irréductible 

Or, à quelque puissance qu’on élève un tel nombre, bien loin de 
retrouver un nombre entier, je vais montrer qu’on obtiendra tou
jours un nombre fractionnaire irréductible. En effet, les nombres 
premiers qui divisent a ne devant point diviser b, il s’ensuit 
(n° 281) qu’ils ne diviseront pas b x b ou à2, ni à2 x b ou à3, etc, 
Cette conclusion revient à dire que les nombres premiers qui divi
sent les puissances de b ne peuvent pas diviser a ; donc aussi, 
d’après le théorème cité, ils ne diviseront ni « x « ou a*,  ni «! x a 
ou a*,  etc. Ainsi, les puissances de a n’ont aucun facteur commun 

avec celles de b. Donc la fraction étant irréductible, ses puis-

(I?sauces etc. seront irréductibles aussi. Donc les racines des

nombres entiers, quand elles ne sont pas des nombres entiers, 
sont toujours incommensurables.

299. Déterminons aussi à quel caractère on connaîtra (pie la 
racine d’un nombre fractionnaire est incommensurable.

D'après ce qui vient d’être dit, dans le numéro précédent, la 
(ln dpuissance — d une fraction irréductible est elle-même une frac

tion irréductible; donc, pour qu’une fraction soit égale à une 
puissance n, il faut qu’après l’avoir réduite à sa plus simple ex
pression , on puisse extraire exactement la racine n de son numé
rateur cl de son dénominateur. Quand celte double extraction 
sera possible, il est clair qu’elle fera connaître la racine de la frac
tion donnée. On trouve ainsi = Vïfà — 17

500. On peut remplacer cette règle par une autre, fondée sur 
ce principe que si une fraction est égale à la puissance n d’une 
fraction, cl que l'un de ses termes soit une puissance n, l’autre 
en doit être une aussi. En effet, supposons que la fraction
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A . a
1^ soit égale à la puissance n d’une fraction on devra avoir

A. _an
Bn “ b"

donc «"B" esl divisible par b". Or. si on conçoit a cl B décomposés 
en facteurs premiers, il est clair que tous ces facteurs sont à la 
puissance n dans «nBn ; et de même les facteurs premiers de b sonl 
à la puissance n dans bn. Donc, après avoir divisé anBn par bn, ce 
qui revient à supprimer dans «’‘Bn tous les facteurs de b", il ne 
restera au quotient que des facteurs élevés à la puissance n; donc 
A esl une puissance exacte de l’ordre n.

Cela posé, remarquons qu’une fraction " étant donnée, on peut 

toujours, en multipliant ou en divisant ses deux termes par des 
facteurs convenables, rendre son dénominateur puissance exacte 
d’un ordre quelconque n. Donc il faudra qu’alors le numérateur 
en soit une aussi, pour que la fraction donnée puisse être égale à 
la puissance n d'une fraction.

Par exemple, en multipliant les deux termes de la fraction par 
le dénominateur, on rendra ce dénominateur carré parfait ; il de
viendra un cube en les multipliant par son carré, et ainsi de suite. 
De celle manière on a y/ffï = v/^-Hïïïï = vMàV&ir = m- En 
simplifiant, on retrouverait comme dans le n° précédent.

501. Maintenant expliquons comment on évalue avec approxi
mation les racines incommensurables. La question générale esl 
celle-ci : Étant donnée une quantité quelconque M, déterminer sa 

racine nè™ « moins d’une fraction donnée

Tout se réduit à chercher combien de fois cette fraction est con
tenue dans : car si r exprime ce nombre de fois, il est clair 

»« — T T —J— 1que vM sera entre - et-------> et comme ces deux fractions ne

diffèrent entre elles que de la fraction donnée, il arrivera, à plus 
forte raison, que la différence entre chacune d’elles et j/M 

sera En conséquence, on posera
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et la valeur de x, calculée à une unité près, sera le nombre r. Or, 
de l’équation [1], on déduit

= ®n = Mpn, x = V/Mp’:;

donc il faut extraire, à une unité près, la racine du produit Mpn.
Ainsi, on peut établir cette règle générale : Pour évaluer, avec 

une approximation marquée par une certaine partie d'unité, la ra
cine nvn,e d’une quantité donnée M, multipliez celle quantité par la 
puissance pn du dénominateur de la fraction qui désigne l’approxi
mation, extrayez la racine du produit à une unité près, puis divisez 
cette racine par le dénominateur p de cette même fraction.

Par exemple, veut-on trouver fï à | près? on fait le produit 
2 X 36 = 72, on en extrait la racine carrée 8, à une unité près, 
et on divise 8 par 6. Le quotient § ou 11 est la racine cherchée.

Soit encore à évaluer \/7| à { près. On fera le produit 7| X25 
= £ja= 191|. Alors on remarquera que la racine carrée de ce pro
duit, à une unité près, est la même que si on avait le nombre 191 
sans fraction. En conséquence, on extrait, par la règle connue, 
celle racine qui est 13 : et la racine cherchée sera ou 2|.

502. Les approximations se font ordinairement en décimales, 
et, pour ce genre de fractions, la règle générale se simplifie beau
coup : je ne parlerai ici que delà racine carrée.

Supposons d’abord qu’on ail à évaluer en décimales la racine 
carrée d’un nombre entier. Dans ce cas, la règle se réduira à 
celle-ci : On place à la suite du nombre donné deux fois autant 
de zéros qu’on veut avoir de décimales à la racine, on en extrait 
alors la racine à moins d’une unité, puis on sépare sur la droite 
de cette racine le nombre requis de décimales.

11 peut se faire que le nombre donné ait déjà des décimales. S’il 
n’en a pas deux fois autant qu’on en veut à la racine, on complète 
ce nombre par des zéros; et, s’il en a plus, on supprime les déci
males excédantes. Du reste, on extrait la racine sans faire atten
tion à la virgule, mais on y a égard à la tin de l’opération.

S’il s’agissait d’un nombre fractionnaire, tel que 7 ou 3i’, on 
réduirait la fraction i en décimales, en ayant soin d’en prendre 
deux fois autant que la racine doit en contenir.

505. Quand on extrait, à une unité près, la racine carrée d’un 
nombre entier, 011 trouve ordinairement le plus grand nombre 

[1]
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entier contenu dans celte racine. Mais le nombre qui a une unité 
de plus, quoique trop grand, approche aussi à une unité près, et 
même il peut se faire qu’il soit plus approché que le premier : or, 
il y a une règle très-simple pour le reconnaître.

Soient a le nombre entier contenu dans la racine, cl R le reste de 
l’opération. Si a est plus approché que a-f-l, le carré de «-{-| sur
passera le nombre donné, et par conséquent on devra avoir 
R<(a4*|) ’—a2; ou R<a-|--|; donc alors le reste R est tout au 
plus égal à a. Ainsi quand le reste ne surpasse pas le nombre 
trouvé à la racine, ce nombre est le plus approché de la racine. 
Dans le cas contraire, c’cst ce nombre augmente d’une unité.

504. Les approximations relatives aux racines se ramènent tou
jours à extraire la racine d’un nombre entier à une unité près. 
Quand il s’agit d’une racine carrée qui doit avoir beaucoup de 
chiffres, et qu’on a trouvé plus de la moitié de ces chiffres, je 
vais montrer comment on obtient les autres d’une manière 
abrégée, au moyen d’une simple division.

Supposons donc que N soit un nombre entier, et qu’on ait cal
culé plus de la moitié des chiffres de la racine. Pour leur donner 
le rang qu’ils doivent avoir, mettons à leur droite autant de zéros 
qu’il y a encore de chiffres à connaître. Désignons par a le nombre 
ainsi formé, par R le reste complet qu’on trouve en abaissant 
toutes les tranches dont on n’a point fait usage , et enfin par x ce 
qu’il faut ajouter à a pour obtenir y/N.

On devra avoir (a-f- xf—«S=R, ou, en développant le carré, 
2ax-j-xs = R ; el de là on tire

_ R
X la 2a'

Soient q le quotient de la division de R par 2a, el R' le reste : cette 
égalité devient

IV
2a

zr*
2a’«=<? +

Supposons qu’il v ait encore n chiffres à trouver à la racine, le 
carré x' sera <;io2n. Par hypothèse, a renferme au moins 2n-j-l 

x1 IVchiffres, donc a > io2n ; donc —- < 1. D’ailleurs — est < 1 ; donc 2>(l> 2(1
la différence des deux fractions est < 1 ; donc, en prenant x—q, 
l’erreur est <1, et l’on aura, à une unité près, y/N=a-\-q.

Remarque. II peut se faire que le quotient q soit la valeur exacte 
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de x, ou qu’il soit moindre, ou bien qu’il soit plus grand.

Si </ = æ, l’équation [1] donne &2 = 1V; donc = R’.
Si q<^x, l’équation [1] donne æ5<R' ; donc <?*<;  R'.
Si qj>x, l’équation [1] donne R'; doncç2;>jR'.
Ainsi, suivant qu’on a ç2=R', ÿ’<R', (?’>R'> la racine « + ç 

est exacte, ou approchée par défaut, ou approchée par excès.

Progressions arilliméliques.

505. On appelle progression arithmétique ou par différence une 
suite de termes tels qu’en retranchant chacun du suivant on obtient 
toujours la même différence. Celte différence est la raison de la 
progression.

Voici deux progressions arithmétiques, écrites selon l’usage 
adopté, : 3.7.11.15.etc. : 45.41.37.33.etc. Dans la première, 
la raison est 4 ; dans la seconde, elle est — 4. L’une est croissante 
el l’autre est décroissante.

500. Soit une progression arithmétique quelconque
t- a. b .c .d. e./.etc.,

et soit o la raison. D’après la définition même, chaque terme étant 
égal au précédent plus la raison, on a b — a8, c = a-j-2o, 
d = a -f- 35, etc. Donc, en général, l étant un ternie dont le rang 
est marqué par n, on doit avoir

[1] l — a-\-(n—1)8:
c’est-à-dire qu’au terme quelconque est égal au premier, plus aillant 
de fois la raison qu’il y a de termes avant lui.

507. Considérée sous un point de vue général, celle formule 
exprime une relation entre a, 8, n et Z ; el elle servira à résoudre 
les questions dans lesquelles, trois de ces quantités étant données, 
il s’agira de déterminer la quatrième.

Par exemple , proposons-nous A'insérer m moyens arithmétiques 
entre deux nombres donnés a et 1.

On entend par là qu’il faut trouver m quantités comprises entre 
a et Z, et formant avec ces nombres une progression arithmé
tique commençant à a et finissant a Z. Ici c’cst la raison 3 qui est 
à chercher; car, dès qu’elle sera connue, on pourra former tous 
les termes de la progression par des additions successives. Or, 
l’éq. [1] donne g_ Z —a.
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mais le nombre des moyens étant m, celui de tous les termes, eu 
y comprenant a et l, est jn-j-2 ; en conséquence je fais n=m4-2, 
et il vient - l — ami4~i
Donc, pour avoir la raison, on retranche le premier terme du der
nier, et on divise le reste par le nombre des moyens plus 1.

508. On peut conclure de là qu’«ne progression arithmétique 
étant donnée, si on insère un même nombre de moyens arithmétiques 
entre chaque terme et le suivant, la nouvelle suite sera encore une 
progression arithmétique.

En effet, on formera ainsi des progressions partielles qui auront 
toutes la même raison ; et comme le dernier terme de chacune est 
le premier de la suivante, leur ensemble forme encore une pro
gression arithmétique.

509. Maintenant je vais montrer comment on trouve la somme 
des termes d’une progression arithmétique.

Soit une progression arithmétique
^a.b.c.d..............h.i.k.l,

dont la raison est 3. Parla nature même de la progression, on a, 
en partant du premier terme,

«4-3 = 6, 6 4-3 = c, c-\-8 = d, etc.,
et, en partant du dernier,

l — 8 = A, k — 8 = i, i—3 = h, etc.; 
donc, en ajoutant les égalités correspondantes, on aura 

a l = b 4- A, b 4~ Ac 4- Z, c 4— i —— d 4- h, etc. .* 
c’est-à-dire que la somme de deux termes quelconques, également 
éloignés des extrêmes, est égale à la somme des extrêmes.

Cela posé, nommons S la somme des termes de la progression ; 
en les prenant d’abord dans l’ordre même de la progression, et 
ensuite dans un ordre inverse, on aura

s=«4--H-H4-4 
s = 14- A 4- *'....  4~ c 4“ 4- a ■

Donc, en ajoutant ces égalités, si on observe que la somme de deux 
termes correspondants est toujours égale à la somme des extrêmes 
«4-1, et si on appelle n le nombre des termes de la progression, 
il viendra 2S = (a Z)n, d’où

la -f- Z) n

Donc la somme des termes d’une progression arithmétique est égale 
à la demi-somme des termes extrêmes, multipliée par le nombres des 
termes.

510. Les relations [1] et [2], dans lesquelles il entre cinq quan
tités a, 8, n, l, S, pourront servir en général à trouver deux quel
conques de ces quantités, quand les trois autres seront données. 
Ainsi, elles fournissent la solution d’autant de problèmes distincts 
qu’il y a de manières de prendre deux quantités sur cinq ; et par 
conséquent le nombre de ces problèmes sera de ou 10. Pour 
qu’ils soient possibles, il faudra toujours que la valeur de n soit 
non-seulement réelle, mais encore entière et positive. Sans en
trer dans le détail des calculs, je placerai ici les solutions de ces 
dix problèmes.
I. Données a, 8, n. (

Inconnues l, S. (
II. Données l, 8, n. f

Inconnues «, S. (
III. Données «, n, l, f

Inconnues 3, S. (
IV. Données 3, n, S. (

Inconnues a, l. (
V. Données a, n, S. f

Inconnues 3, l. (
VI. Données Z, n, S. (

Inconnues a, 8. (
VII. Données «, 3, l. f

Inconnues n, S. (
VIII. Données a, l, S. f

Inconnues n, 8. (
IX. Données a, 8, S. (

Inconnues l, n. \
X. Données l, 8, S. (

Inconnues a, n. \

/ = «4-(w—1)3, S = |n[2a4-(«—1)3]. 

a = Z—(n—1)8, S = |n[2Z—(n—1)3], 

S = S = |W(a-|-Z).

2S—n(n—1)8 2S-j-w(M—1)3
a~ 2^ ’ 2n

_ 2S g_ 2(S — an)
n ’ n(n— 1) '

2S , . 2(nl — S)a = —-Z, 8=—_i).

I— a t , c_ (A4~a)(Z—a-J-8)
n = —+ 1’ S---------- 23---------

2S ,_(Z4-e)(Z — a)
n~a-\-r 2S —(Z4-fl)‘

6 — 2«±y/(8 — 2«)’4-88S
72- — — '■ 1 ~ ,28
Z = a-j- (n—1)3.

a4- 2Z± V<(84-2Z)Î—83S
28 ’

a = Z— (n — 1)8.

Progressions géométriques.

511. La progression géométrique ou par quotient est une suite 
de termes tels qu’en divisant chaque terme par celui qui le précédé 

16
[2]

2
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te quotient demeure constant. Ce quotient est la raison de la 
progression.

Voici deux exemples où l’on voit comment on écrit ces progres
sions H 2 : 6 :18 : 54 : etc., • : 60 : 20 : : TT : etc. La première
est croissante et a pour raison 3 ; la seconde est décroissante et a 
pour raison |.

512. Considérons une progression géométrique quelconque 
h a : b : c : d : e :........k\l.

En désignant la raison par q, ou doit avoir b=aq, c —aq\ d-aff, 
et en général, n étant le rang du terme l,

[1] l = aqn~l:
c’est-à-dire qu’wn terme quelconque est égal au premier multiplié 
par la raison élevée à la puissance marquée par le nombre des termes 
qui précèdent.

515. Si l'on veut insérer m moyens géométriques entre a et 1, on 
remarquera que le nombre des termes de la progreesion sera 
m -}- 2; en conséquence on fait ra = »i-|-2 dans l’équation [1], 
puis on en tire la raison

On voit qu’il y aura à extraire une racine, opération qui est, en 
général, assez laborieuse, et qu’on facilitera beaucoup par l’em
ploi des logarithmes.

514. De cette formule on conclut que si on insère un même 
nombre de moyens géométriques entre chaque terme d'une progres
sion géométrique et le suivant, la nouvelle suite sera encore une 
progression de même espèce.

En effet, si on met dans la formule, à la place de a et de /, 
deux termes consécutifs quelconques, le quotient qui est sous le 
radical sera constant ; par suite la raison de toutes les progres
sions partielles sera la même; et, comme le terme qui finit cha
cune d’elles commence la suivante, il en résulte que l’ensemble 
de ces progressions est aussi une progression géométrique.

513. Appelons S la somme des termes : on aura

S = a-f-&-f-c4-d.... +&-}-/.

Si on multiplie celle somme par la raison q, et si on remarque que
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le produit de chaque terme par q est égal au terme suivant, il vient 

qS = b-J- c-j— d.... -j—l ql.
De cette égalité retranchez la précédente, il vient (q— 1 )S=—a, 
d’où l’on tire

<7—1
Donc, la somme des termes d'une progression géométrique s'obtient 
en multipliant le dernier terme par la raison, en retranchant du pro
duit le premier terme, et en divisant le reste par la raison moins un.

51G. Remplaçons l par sa valeur aqn~', la formule [2] devient

[3] s = ^"~—\
? —1

et je vais examiner les conséquences qu’on en tire dans les hypo
thèses ÿ>l, <7<1, q=l.

1° Soit 1, ce qui est le cas des progressions croissantes. 
Alors la quantité qn est d’autant plus grande que n est plus grand; 
et même il n’y a aucune limite qu’elle ne puisse surpasser, en 
donnant à n une valeur assez considérable.

En effet, si on pose la raison q = l on a çn=(l -|-a)’= 
14-n«-|-etc.; donc <7n>14-raa. Or, quelque petit que soit a, il est 
clair qu’en prenant n assez grand, l-j-not peut surpasser telle gran
deur qu’on voudra; donc, à plus forte raison, en est-il ainsi de q*.

De là on conclut, ce qui est d’ailleurs évident par soi-même, 
que la somme S peut devenir aussi grande qu’on voudra en pre
nant un nombre suffisant de termes dans la progression.

2° Soit q < 1, ce qui est le cas des progressions décroissantes. 
Après avoir changé les signes du numérateur et du dénominateur, 
la formule [3] peut s’écrire de celte manière S = 7-^------ .

1 1 — q 1—q
Ici, la quantité q" sera d’autant moindre que n sera plus grand, 

et même elle peut devenir aussi petite qu’on veut. Pour s’en con
vaincre, on posera q = ^, P étant >1. On aura gn=~ : or, 

d’après ce qui a été dit ci-dessus, en prenant n de plus en plus 
grand, p" augmentera jusqu’à l’infini; donc qn diminuera jusqu'à 

zéro, et par suite décroîtra aussi jusqu’à zéro. On voit ainsi 

que la somme S doit encore augmenter, ce qui est évident sans
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calcul ; et de plus, qu’elle ne surpassera jamais la limite 

dont elle peut d’ailleurs approcher autant qu’on voudra.
Donc, en faisant n = <» , on aura en toute rigueur

c’est-à-dire que, si on prolonge à l’infini une progression géomé
trique clécroissante, la somme des termes est égale au quotient du 
premier, divisé par l’unité moins la raison.

Avec cette règle, pour avoir la somme 1 +1 1 + 7, + etc.,
1 3on fera a = 1, q = | ; et il viendra S = - _ , = -.

3° Soit q = 1. La formule [3] donne S=§, mais l’indétermina
tion n’est ici qu’apparente : car, en divisant qn—1 par q—1 (55), 
la formule devient

S = a(çn-1 g’-2.... -f- 7+1);

et alors l’hypothèse g = l donne S — an. Cette conséquence esl 
évidente a priori ; car, la raison étant 1, tous les termes de la pro
gression sont égaux à a.

517. Remarques. La division de qn—1 par q — 1 ne fait que 
reproduire, dans un ordre inverse, la progression dont la for
mule [3] représente la somme. Il est clair, en effet, que cette pro
gression peut se représenter ainsi a a : aq : aq*  :..aqn~l. Pour 
la retrouver sans inversion, il suffirait d’écrire la formule comme 
il suit :

«(1—g")
S 1—7

Il y a plus, la formule [4], qui exprime la somme de tous les 
termes d’une progression décroissante prolongée à l’infini, peut 
aussi reproduire cette progression. Effectuons, suivant ta règle 
ordinaire, la division de a par 1 — q.

Si on arrête la division successivement au 1er reste, au2',au3', etc.,

a 1—7
1" reste + «7 a + al 4~ a7*  4- C1C>
2' + «75
3' + «?’
etc. etc.

il faudra, pour compléter les quotients correspondants, leur ajou
ter les fractions

«g2

Or, q étant <1, ces fractions ont des valeurs décroissantes; et 
comme on peut pousser la division jusqu’à avoir au reste un ex
posant de q aussi grand qu’on voudra, il s’ensuit qu’en suppo
sant les termes du quotient prolongés indéfiniment, la fraction 
complémentaire doit être regardée comme zéro. Donc la suite 
de tous ces termes, continuée à l’infini, est la valeur exacte du 
quotient.

11 est très-important de ne point perdre de vue que cette con
clusion n’est légitime que dans l’hypothèse g<l. Si l’on avait 
7>1, les fractions complémentaires, bien loin de tendre vers 
zéro, iraient en augmentant jusqu’à l’infini négatif.

518. De même que pour les progressions arithmétiques, toutes 
les questions qu’on peut proposer sur les progressions géométri
ques peuvent se réduire à dix, dont les solutions se déduisent des 
deux équations

[1] [2] S =

Je me bornerai à placer ici le tableau de ces solutions :

Données a, q, n. 
Inconnues l, S.
Données l, q, n. 
Inconnues a, S.

Données a, n, l. 
Inconnues q, S.

I = aq"-',

Données q, n, S. t 
Inconnues a, l. (

1.

II.

III.

IV.

V.

VI.

ql—a_ a(qn — 1)
‘ ~ q—l~ q—1 ’ 
. l(qn_V

s = - V * —"V® ’

S(g — 1) ,_Sg”-‘(g—1)

Données a, n, S. [ ?n-, + rV.,. +1=J l = aq^
Inconnues q, l. ( a

Données l, n, S. 
Inconnues q, a,
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c _ql — g 
k _ 7 — 1 ’

Vil. Données a, q, Z. ( 
Inconnues n, S. (

VIII. Données a, l, S.
Inconnues q, n.

IX. Données a, q, S.
Inconnues Z, n.

X. Données Z, q, S. 
Inconnues a, n.

1 a=Zg—S(ÿ—1),

log l — log a 
log?

log Z—log « 
log ÿ

Dans le Ve cas, il faut observer qu’en éliminant Z entre les équa
tions [1] et [2], il en résulte une équation en q qui sera du degré 
n — 1; et, à moins qu’on n’ait n — 3, ce qui la réduirait au se
cond degré, elle ne peut être résolue que par des méthodes qui 
seront exposées plus tard. D’ailleurs, dès que la raison q est 
connue, on trouve Z par l’équation [1], La même observation doit 

être faite à l’égard du VI’ cas : on y a pris pour inconnue - an 

lieu de q.
Enfin, dans les quatre derniers cas, on remarquera que l’équa

tion [2] donne sur-le-champ chacune des quantités a, Z, q, S, au 
moyen des trois autres : de sorte que toute la difficulté est de ré
soudre l’équation [1], dans laquelle l’inconnue n est en exposant. 
Cette résolution a été effectuée par logarithmes, d’après les règles 
qui seront exposées dans le chapitre suivant.

Sommes des puissances semblables et entières de plusieurs quantités en 
progression arithmétique. —Piles de boulets.

319. Si on élève à la même puissance tous les termes d’une 
progression géométrique, il en résultera une autre progression 
géométrique; mais l’observation analogue ne serait point vraie à 
l’égard d’une progression arithmétique. Cependant, lorsqu’on 
élève les termes d’une telle progression à une puissance positive 
et entière, on va voir qu’on peut encore trouver facilement la 
somme de la nouvelle suite.

Soit une progression arithmétique quelconque,

ia.b.c.d....k.l’,

en nommant 8 la raison, on a b = a -f- 8, c — Z>-f- à,... Z = Æ4- 8;
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puis, en élevanl toutes ces égalités à la puissance il vient

= ÿà+i±l ,s+s,+clc., 
c- = + Ü±1 (,-3 + <2±1> S-.o, + elc._

r* 1=A""14- ’A+l + 4. etc.

Ajoutons ces dernières égalités membre à membre, supprimons 
les termes cm+1,... Æm+1, communs aux deux sommes, puis 
transportons «m+1 dans le premier membre. On aura

Zm+1 _ __

+ (-ÜL+V™ S!(am-t _J_ etc.

Pour abréger, posons
4- b c ... -f- k -j— Z = Si , 

a2 + Z>2 4-c2 ... -f-Æ2 4-Z2 ==Ss, 

am + bm -j- c”... -|- km + lm = Sm •
avec cette notation, il viendra

Zm+1 _ am+i _ ^L±l S(Sm _ SS(SiB_t _ , 

et de là on tirera, pour Sm, la formule

La loi des termes qu’on n’écrit pas est assez évidente ; et d’ailleurs 
il est clair que la suite de ces termes s’arrêtera d’elle-mème lors
qu’on arrivera à celui qui renferme le facteur m — »! ou zéro.

Par cette formule, on trouvera la somme Sm quand les sommes 
inférieures seront connues. En posant d’abord «i = 0, elle don
nera So; en faisant ensuite m== 1, elle donnera Si; puis en fai
sant™ =2, on aura S,; et ainsi de suite jusqu’à telle somme qu’on 
voudra.

320. Comme application, considérons la suite naturelle des
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nombres 71.2.3... N. Dans cette progression, on a a = 1,3 = 1, 
/ = N ; par conséquent la valeur générale de Sm devient

et en y faisant successivement «w = O, 1, 2, 3, 4, on trouvera fa
cilement les valeurs suivantes :

S0 = N,
c N24-N_N(N + 1)

2 2 ’
e 2N’4-3N’ + N__N(N-|-1)(2N+1)

6 6
N‘ + 2N3 + N’ _N’(N + l)3

03 — ----------------------- , ------- ---------------- ----------------•

321. Dans les arsenaux, les boulets de même calibre sont ran
gés par piles, et quand on veut calculer le nombre qu’une pile en 
contient, on a recours aux formules précédentes. Ces piles peu
vent être ou triangulaires, ou quadrangulaires, ou rectangu
laires.

Piles triangulaires. On dispose sur le sol une tranche de bou
lets de manière que les centres de ceux qui sont sur les bords 
forment un triangle équilatéral. Sur cette tranche on en construit 
une seconde, en plaçant des boulets au-dessus des vides de la 
première. Cette nouvelle tranche aura encore la forme d’un 
triangle équilatéral; mais son côté aura un boulet de moins. On 
continue de s’élever ainsi, par tranches successives, jusqu’à ce 
qu’on ne puisse placer qu’un seul boulet.

Désignons par N le côté de la base, c’est-à-dire le nombre des 
boulets contenus dans un côté de la tranche qui touche le sol ; et 
appelons Y le nombre des boulets renfermés dans cette tranche. 
D’après ce qui vient d’être dit, onaY = l-|-2-j-3...4-N: or, 
celte somme n’est autre que la somme Si du numéro précédent ; 
donc

Y-N’ + N
2 '

Si dans cette expression on remplace N successivement par les 
nombres 1, 2, 3, etc., on aura les différentes tranches à partir du
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|2 1 1 22 _i_ 2 32 4- 3
sommet, savoir:—g—> —g—’ —2—’ e^c‘ Donc la somme L 
des boulets de toute la pile sera

„ r+1 | 2»-|_2 , y + 3 NM-N
h 2 2 ' 2 * ’ ' 2 '

Cette somme peut s’écrire ainsi :

Z = 1>-Ht + 32...4-Ni , 1 + 24-3... 4-N
2 '2

Ici se retrouvent les sommes S2 et Si du numéro précédent ; en 
conséquence, on aura

7_N(N4-1)(2N4-1) , N(N4-1)12 + 4 ’

En réduisant, on trouve, pour les piles triangulaires, la for
mule

,_N(N4-1)(N4-2j 
Z- g .

Supposons que le côté de la base contienne 35 boulets : 011 fera 

N = 35, et on aura, pour la pile entière, Z =-------- ------ = 7770.

Piles quadrangulaires. Elles ont pour base une tranche de bou
lets rangés en carré. Les autres tranches sont aussi des carrés 
dont chacun a sur son côté un boulet de moins que la tranche 
immédiatement inférieure, de telle sorte que la plus élevée n’a 
plus qu’un seul boulet, qui est le sommet de la pile.

Désignons encore par N le côté de la base, et par Z le nombre 
de boulets de toute la pile. L’addition de toutes les tranches, en 
commençant par le sommet, donne Z = l5 4*  2* 4*  32... -f- N3. Or, 
celle soninie est précisément la quantité S, du n° 320; donc

„ _ N(N4-1)(2N4-1)
6

Par exemple, supposons qu’il y ait 35 boulets sur le côté de la 
base, on aura N = 35, et alors il viendra, pour la pile entière, 
z = 35X36X71 = 1<9,0

6
Piles rectangulaires. Dans ces piles, la base est un rectangle 

au lieu d’un carré, la tranche placée au-dessus est aussi un rec
tangle qui a un boulet de moins sur chacun de ses côtés, et ainsi 
de suite jusqu’à ce que l’on arrive à une simple file de boulets.
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Représentons par p -|-1 le nombre des boulets de la fdc supé
rieure. La tranche placée au-dessous contiendra deux files dep+2 
boulets ; la suivante en renfermera trois de p 3 boulets, et ainsi 
de suite. Si donc n désigne le nombre des boulets du petit côté de 
la base, et Z celui des boulets de toute la pile, on aura

Z=(2?+l) + 2(p + 2) + 3(2> + 3)...4-n(p+.^ 
=Xl+2 + 3...4-n) + (l!4-2’4-3’...+M’) 
_ . n(n-]~ l)(2n-|- 1) 
— 2 G

En réduisant au même dénominateur et faisant attention aux 
facteurs communs, il vient

,,_ n(n 4- 1) (3p + 2n -|- 1)

Dans cette formule,p est le nombre des boulets, moins un, de la 
file supérieure. Si on veut y introduire le nombre des boulets du 
grand côté de la base, il faut observer qu’il est égal à p -|- n, de 
sorte qu’en le désignant par N, on aura p -f- n = N, d’où p=N—n. 
Par suite la formule Z devient, en fonction des côtés N et n,

, n(n + l)(3N —n + 1)
6

Pour exemple, soit une pile dont la base ait 50 boulets sur son 
grand côté, et 35 sur le petit : on fera N = 50, n — 35; et la for
mule donnera Z = -5-X 36 x (150~35 +1) _24360

6
Chaque espèce de pile pourrait être tronquée, c’est-à-dire ter

minée à une tranche composée de plusieurs files. Dans ce cas, la 
pile est encore facile à calculer ; car elle est la différence de deux 
piles complètes.

Ce serait ici le lieu de parler des nombres figurés, des nombres 
polygones; mais ils ne sont qu’un simple objet de curiosité, et je 
me contenterai de renvoyer à Y Algèbre d’EüLER.

Fractions continues.

522. Définitions. On désigne sous le nom de fractions conti
nues des expressions de la forme

^d-j-etc., 
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dans lesquelles a, b, c, d,.... sont des nombres entiers positifs. La 
suite de ces nombres peut d’ailleurs être limitée ou illimitée.

Pour plus de généralité, au lieu de l’unité, on pourrait prendre 
des numérateurs quelconques, et regarder les dénominateurs 
a, b, c,...- comme représentant telles quantités qu’on voudra; 
mais les fractions continues, telles que nous les avons définies, 
sont les seules qui méritent quelque attention.

Je nommerai quotients incomplets ou simplement quotients les 
nombres a, b, c,... qui entrent dans la fraction continue, sans 
supposer pour cela qu’ils doivent toujours provenir d’une division. 
Les quotients complets s’obtiennent en prenant chaque quotient 
incomplet avec toute la quantité qui lui est jointe par le signe +• 
Tel serait è-|— 1 . Les fractions 7, -, etc., sont souvent ap-

c —f— etc. u c
pelées fractions partielles ou fractions intégrantes.

Si on prend successivement, dans la fraction continue, d’abord 
le premier terme, puis les deux premiers, puis les trois pre
miers, etc., on aura différentes expressions qu’on pourra réduire 
à la forme de fractions ordinaires. Ces fractions sont désignées 
sous le nom de réduites ou de fractions convergentes.

525. Loi de formation des réduites. Pour les deux premières, 
on a immédiatement

a a=-, . 1 ab —|— t
F"

On passera à la 3' réduite en changeant dans la 2e b en b -|- ~ , 
ce qui donne

On obtiendrait semblablement la 4' réduite en changeant, dans la

3e, c en c + el ainsi des suivantes.

Mais déjà on aperçoit que la troisième peut se former en multi
pliant les deux termes de la seconde par le quotient c, el en ajou
tant respectivement à ces produits les deux termes de la première; 
il s'agit donc de reconnaître si celte loi est générale. Or, cette 
question revient à examiner si cetle loi, étant vraie jusqu'à une 
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certaine réduite, subsiste encore à l’égard de la suivante ; car 
alors il est clair qu’elle devra s’étendre de la 3° à la 4e, de 
celle-ci à la 5e, et ainsi de suite indéfiniment.

P P' P"
Soient donc trois réduites consécutives quelconques q«’ 

nommons m le dernier quotient employé dans la composition 
P"de Q7,, el supposons qu’on ait

P" = P'm + P. Q" = Q'»î + Q.
Nommons 1 la fraction intégrante qui, dans la fraction con

tinue, vient après le quotient m : on aura la réduite qui succède
P" 1 P"à Tp,, en remplaçant m par m -j- - dans l’expression de : et Q n

comme P, Q, P', Q’, ne contiennent point w», il est clair qu’on 
aura, pour la nouvelle réduite,

P V + n) + P _ (PVm + P) n 4- P' _ P"n + P'
Q- (m + ij Q ~ <?'*» + Q)» + 0' “ + o"

Cette réduite est évidemment formée d’après la même loi que la 
précédente; donc la loi est générale. Donc chaque réduite, à partir 
de la. troisième, se formera en multipliant les deux termes de la ré
duite précédente par le nouveau quotient, et en ajoutant respective
ment à ces produits les deux termes de l'avant-précédente.

Quand on applique cette règle, il est commode de disposer tous 
les quotients a, b, c,.... sur une ligne horizontale, et de placer 
au-dessous d’eux les réduites correspondantes à mesure qu’on les 
forme. Par exemple, si l’on donnait

x = 3

la disposition serait celle-ci :
Quotients... 3,

Réduites.... p

5,
16
T’

2,
35
11’

7.
261
82

Lorsque la fraction continue n’est pas terminée, la loi d’après 
laquelle se forment les réduites prouve que les numérateurs et les 
dénominateurs forment deux suites croissantes jusqu’à l’infini.
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524. Les réduites sont alternativement plus petites et plus 

grandes que la fraction continue.
La lre réduite est égale à a, et comme on néglige la partie frac

tionnaire qui lui est ajoutée, elle est évidemment <Zx.

La 2e est égale à a et comme on y donne à l’imité un di

viseur b moindre que dans la fraction continue, il s’ensuit que 
cette 2’ réduite est>æ.

La 3e est égale à a q------— : ici le diviseur b -j- -, d’après ce qui
&4-1 c

c
vient d’être dit pour la 2e, est une quantité trop forte; donc la 3eré- 
duite est <Z.x. Le même raisonnement se continue indéfiniment.

52iî. La différence entre deux réduites consécutives quelconques 
est égale à l’unité divisée par le produit des dénominateurs des deux 
réduites.

P P' P"Supposons que q-,, , soient trois réduites successives ;
d’après la loi démontrée (525), si on nomme m le dernier quo
tient , on doit avoir

P"=P',n4-P) Q" = Q'm + Q.
Cela posé, les réductions ordinaires donnent

P' P QP'—PQ' 
Q' Q “ QQ' ’

P" P' P'm4-P P' PQ'—QP'
Q" Ü'“Q'm4-Q Q' Q'Q"

Ces deux différences ont des numérateurs égaux et des signes con
traires. Ainsi, on peut déjà conclure que la différence entre deux 
réduites consécutives quelconques est égale, abstraction faite du 
signe, à un nombre constant divisé parle produit des dénomina
teurs de ces deux réduites. Or, si l’on considère les deux pre
mières réduites, on trouve

ab 4- 1 a_ 1.
b \~b'

donc le numérateur constant de toutes les différences est égal à 1,

<W'-W=±1.
Le signe sera 4- ou —, selon qu’on retranchera une réduite de 
rang impair d’une réduite de rang pair, ou vice versâ.



254 leçons d’algèbre.
Les dénominateurs croissant jusqu’à l’iniini, il est évident qu’on 

peut assigner deux réduites consécutives dont la différence soit 
aussi petite qu’on voudra ; et comme elles comprendront entre 
elles la valeur totale de a?, il y a, dès à présent, lieu de conclure 
qu’on peut trouver une réduite aussi approchée qu’on voudra.

Par exemple, si l’approximation doit être à t+ü près, on pous
sera le calcul des réduites jusqu’à ce que le produit des dénomi
nateurs des deux dernières soit au moins égal à 1000, el alors 
l’avant-dernière réduite aura l'approximation requise.

526. Les réduites, formées d'après la règle (525), sont toujours 
des fractions irréductibles.

commun à P et à Q, cl /« devrait aussi diviser QP'—PQ' : or cela 
est impossible, car QP' — PQ'=± 1.

527. Chaque réduite est plus approchée de la vraie valeur que la 
réduite précédente.

Pour le démontrer, j’observerai d’abord que si on complète dans 
chaque réduite le dernier quotient employé à la former, on aura 
des expressions égales à la valeur totale de x, et qu’il sera facile 
de comparer avec celles des réduites. Par exemple, soit la réduite

P" P’m 4- P
Q" —Q'nz + Q’

dans laquelle m est le dernier quotient employé. Si on pose le 
«quotient complet m + etc. = y, et si on remplace m par y dans 
celle réduite, il est évident qu’on aura une expression égale à x, 

r P'y + P
Q'y + Q’

cl que la composition de cette expression la rend facilement com- 
P P’parable avec les deux réduites et q;.

Cela posé, prenons les différences entre x et ces réduites, il vient
„ P _ P'y + P P_(QP'-PQ')y 

Q Q'y + Q Q Q(Q'y + Q) ’
z - - = P'y + P _ P' = PQ' —QP' 

U' Q'y + Q Q' Q'(Q'y + Q)‘

Quelle que soit la valeur de la quantité QP' — PQ', cesdiffé- 
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rences sont de signes contraires ; et de là on conclut, comme au 
n° 524, que la valeur de x est toujours comprise entre deux ré
duites consécutives.

Mais si on se rappelle que QP'—PQ'=± 1 (525), les différences 
ci-dessus se réduiront à

P _ ± y P' _ qp 1
x Q~Q(Q’y+Q)’ x Q'“Q'(Q'y + Q)'

Or, y étant un quotient complet, et Q' étant un dénominateur qui 
vient après Q, on doit avoir y> 1 et Q'> Q; donc la deuxième 
différence, abstraction faite du signe, est moindre que la précé
dente. C’est cette propriété qui a fait donner aux réduites le nom 
de fractions convergentes.

528. Remarque. Le quotient complet y est compris entre m et 
m + 1 : donc si, dans le dénominateur de la deuxième différence, 
on remplace y par m, on aura une fraction trop grande; et si on 
y remplace y par m-\- 1, on aura une fraction trop petite. Donc, 
abstraction faite du signe, on a

P'^ 1 * _ P< 1
X Q'^Q'(Q'm + Q) et x Q^QW+Q' + Q)’

ou bien, puisque Q'm + Q = Q",
P'1 , P< 1

X Q’^Q'Q" e X Ü'>Q'(Q'+Q')‘

P'On obtient ainsi deux limites de la différence x — ^>. La première 

limite revient à cette règle déjà connue (325), qu’en prenant une 
réduite pour valeur approchée de x, l’erreur est moindre que l’unité 
divisée par le produit des dénominateurs de cette réduite et de la 
suivante. Mais la seconde limite montre en outre que l’erreur est 
plus grande que l’unité divisée par le produit du premier dénomina
teur multiplié par la somme de ce dénominateur et du suivant.

521). Chaque réduite approche de x, non-seulement plus qu’au
cune réduite précédente, mais encore plus que toute autre fraction 
qui aurait un dénominateur moindre que celui de cette réduite.

Nous venons de reconnaître que chaque réduite approche plus 
de x que les réduites précédentes ; mais aussi elle a l’inconvénient 
d’être exprimée en termes plus grands, et l’on sait d’ailleurs 
qu'elle n’est point simplifiable. Il est donc naturel de rechercher
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s’il existe une fraction conçue en termes plus simples qu’une ré
duite, et qui cependant ne soit pas moins approchée de x.

PP' aReprenons les réduites ; et supposons qu’une fraction -, 

qu’on peut toujours regarder comme irréductible, soit plus près 
P'de x que Puisque x est entre ces réduites, mais plus près de 

la 2e que de la lre, il faudrait que * fût aussi entre ces réduites. 

Donc, abstraction faite du signe des différences, on aurait

(*) Il y a plus : si on ne considère que des valeurs approchées qui soient toutes 
moindres, ou toutes plus grandes que x, on peut facilement prouver qu’une 
fraction, pour approcher plus de x qu’une réduite, mais dans le même sens, 
doit avoir un dénominateur plus grand quo celui de la réduite suivante.

p q«—p? i 
P Q^Q' Q’ 011 OP <QQ'*

Mais le numérateur Qa— Pp est un nombre au moins égal à 1 ; 
donc il faudrait qu’on eût le dénominateur Qp>QQ', ou 0>Q'.

P'Ainsi une fraction, pour être plus près de x que la réduite q?, doit 
avoir un dénominateur plus grand (*)•

Cette propriété imprime aux réduites un caractère qu’il importe 
de bien saisir. En général, quand on emploie des fractions dans 
les approximations, il ne faut pas croire qu’en prenant des déno
minateurs plus grands on obtienne toujours un plus grand degré 
d’exactitude. Pour mieux inc faire comprendre, soient les trois 
fractions f, fl. Si on les réduit au même dénominateur, elles 
deviennent et par là on reconnaît qu’elles sont rangées
par ordre de grandeur. Or, il peut se faire qu’une inconnue x 
tombe entre $ et mais plus près de f que des deux autres, et 
alors il est clair qu’il sera impossible, avec des septièmes d’unité, 
d’obtenir pour x une approximation aussi grande que |. Cet 
exemple montre qu’en cherchant des valeurs approchées parmi 
les fractions qui ont un dénominateur donné, on peut quelque
fois avoir un moindre degré de précision qu’avec des dénomina
teurs plus petits. Mais il est très-remarquable que cela ne doive 
jamais arriver quand les valeurs approchées seront choisies parmi 
les réduites qui se déduisent de la fraction continue égale à l’in
connue ; et c’est sur cette propriété que je voulais fixer l’attention.
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550. Toute fraction continue périodique est égale à l'une des ra

cines d’une équation du 2e degré à coefficients rationnels.
Soient a, b,.... les premiers quotients, qui forment la partie 

non périodique ; et soient p, q,.... les quotients suivants, qui re
viennent périodiquement. Posons

x — a

1
p-\- etc.

y=p
t

p 4- etc.

Il est clair que dans ces deux expressions on pourrra remplacer 
par y la suite p -j-etc. : de sorte qu’on aura

x — a -j— 1
6+’.

, 1 y — p 4---- r—

En considérant ainsi ces deux suites comme terminées à y, et en 
leur appliquant les règles relatives à la composition des réduites, 
on arrivera à deux équations de cette forme :

„_p'?/ + p „_R'y+h
Q'y + Q’ J S'y 4-S*

Or, si de la première on (ire la valeur de y en x, et si on la sub
stitue dans la deuxième, il est facile de voir que l’équation résul
tante sera du 2e degré en x. Donc, etc.

La proposition inverse est également vraie : mais la démonstra- 
t on en est assez difficultueuse; et je la renvoie plus loin, à la fin 
de cet article (557).

551. Développer une quantité quelconque en fraction continue. 
Représentons celle quantité par x\ la règle générale consiste à 

faire successivement

a: = « + ^> x=b + ±, x"=«4-p, etc.

a étant le plus grand nombre entier contenu dans x, b le plus 
grand nombre entier contenu dans x', et ainsi de suite. Quand 
on saura trouver ces nombres, en remplaçant successivement x', 
x",... par leurs valeurs, on aura le développement demandé,

17
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Lorsque x est une quantité incommensurable, la fraction con
tinue devra se prolonger indéfiniment : car si elle se terminait, 
les réduites seraient en nombre limité et la dernière serait la va
leur exacte de x; donc x ne serait pas incommensurable. Au con
traire lorsque x est commensurable la fraction continue s’arrêtera 
toujours, ainsi qu’on va le voir tout à l’heure.

552. Convertir une fraction ordinaire en fraction continue, et 
former ensuite les fractions convergentes.

Soit une fraction
M

' X~ N'

Divisons M par N ; nommons a le quotient et H le reste : on aura
M , R
n-“+n-

Divisons N par R: en nommant b le quotient et R' le reste, on
aura

. R' R 1R“è + R’ d0U N”. , R’’
6 + r

Divisons encore R par R' : en nommant c le quotient et R" le reste, 
on a pareillement

R . R" , R' 1
R- —C+lV» d0U RIT

c+ïv

En continuant ainsi ces opérations, qui sont les memes que si on 
cherchait le plus grand commun diviseur de M et de N, on arri
vera nécessairement à un reste nul, puisque les restes successifs 
sont des nombres entiers décroissants. Supposons, pour fixer les 
idées, qu’on trouve, sans reste,

R"~ dou R' d'

Alors il est facile de voir (pi on aura successivement

M „ , R , 1 ,1 , 1
n=“+n=“+—tt=»+— i =’+rr_L 

6+r +~ÏV' pJ-1

Au moyen des quotients a, b, c,.... les réduites ou fractions 
convergentes se calculeront comme il a été expliqué au n” 525.
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Par exemple, soit la fraction x: = Voici le tableau des

calculs :
4 7 1 3 1

Divisions. . . J 86400 20929 2684 2141 543 512
( 2684 2141 543 512 31 16

Quotients. . . .4, 7, 1 , 3 , 1 , 16 , 1

15
1

16£ 1
31 16 15
15 1 o

, 1 , 15.
, 4 29 33 128 161 2704 2865 5569 86400

' ■ 1’ 7 ’ 8 ’ 31’ 39 ’ 655 ’ 694’ 1349’ 20929'
La fraction donnée étant conçue en nombres assez considéra

bles, on pourra, si on le juge convenable, la remplacer par une 
de ces réduites ; et alors on sera assuré qu’aucune fraction plus 
simple ne pourra en approcher davantage. En prenant la ré
duite Âjy-, l’erreur serait < ^‘g^, ou <3^.

555. Réduire en fraction continue la quantité irrationnelle 
yàt’-j-l , dans laquelle a est un nombre entier quelconque.

Le plus grand nombre entier contenu dans y/a’4-1 est évidem
ment a. En conséquence on posera

fai1 4-1 = a -|- , d’où x'=-=L----- .
, x —a

Pour extraire les entiers contenus dans x', on multiplie d’abord 
les deux termes de celle valeur par a -J- ^a!4* 1 > et on lui donne 
cette forme plus simple

x'= a 4~ V'a? 4*  1 •
Alors il est clair que 2a est la partie entière de x'\ on fera donc

a + — 2a-j- —j, d’où x’——===
x va+1 — a

Cette valeur de x" étant la même que celle de x', il s’ensuit que 
yja*  +1 sera exprimé par la fraction continue périodique

^«*+1  = a 4---- — 1
2w+2a4-etc.

En traitant de la même manière la racine carrée d’un nombre 
entier quelconque qui 11’est pas un carré exact, on trouvera tou
jours une fraction continue périodique, mais il pourra se faire 
que la période se manifeste plus tard. Cette proposition rentre 
dans celle dont j’ai déjà renvoyé la démonstration au n° 557.
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354. On propose d'évaluer le rapport approché de la circonférence 
au diamètre en fractions, dont chacune soit telle qu’aucune fraction 
plus simple ne puisse être plus approchée.

D’après la propriété démontrée n° 529, cette question revient 
à développer en fraction continue le rapport de la circonférence 
au diamètre, et à calculer ensuite les réduites. Il n’existe point de 
méthode directe pour opérer ce développement, mais on y supplée 
en se servant de la valeur approchée, en décimales, du rapport 
dont il s’agit. Si on désigne par it ce rapport et qu’on sc borne aux 
dix premières décimales, on a

* = 3,1415926535.....
Si on ajoute une unité à la dernière décimale, la valeur exacte de 
7t sera comprise entre les deux fractions

31 415 926 535
10 000 000 000 ’

31 415 926 536
10 000 000 000’

En conséquence, on les réduira toutes deux en fraction continue ; 
et en ne prenant que la partie commune aux deux développements, 
on sera assuré qu’elle doit appartenir aussi à celui du rapport x. 
Pour ne point perdre de vue l’objet principal, j’admettrai ici celte 
assertion comme démontrée (voy. le n° 535).

Si on effectue pour chaque fraction les divisions successives, 
comme au n° 552, on trouve ces deux séries de quotients:

3, 7, 15, 1, 292, 1,1,6, 2, 13, 3, 1, 12, 3,
3, 7, 15, 1, 292, 1, 1, 1, 4, 1, 1, 1, 45, 1, 1, 8.

Ne considérons donc que ceux qui sont communs à ces deux suites, 
à partir du premier sans interruption ; puis formons les réduites 
correspondantes : on aura ainsi les valeurs cherchées.

Quotients... 3, 7 , 15 , 1 , 292 ,1,1.
.... 3 22 333 355 103 993 104 348 208 341
cuites... p 7>106»113> 33102’ 33 215 ’ 66 317’

La lre réduite n’est autre chose que le quotient 3, auquel on 
donne l’unité pour dénominateur; et la 2*  est égale à 3 + 7.

La 3' réduite est formée en multipliant les deux termes de 
la précédente par le 3' quotient 15, et en ajoutant respectivement 
aux produits les termes de l’avant-précédente. Calcul analogue 
pour la 4e réduite cl les suivantes (323).

Ces fractions sont alternativement plus petites et plus grandes 
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que la vraie valeur de ~ Ainsi la fraction sera trop grande ; c’est 
le rapport trouvé par Archimède. D’après le n° 528, l’erreur qu’il 
comporte est entre 7H06 et î\î+iüëi, c’est-à-dire entre 777 et 777.

La fraction fff est le rapport d’ADRiEN Métius. Il est encore plus 
grand que le rapport exact, mais il est beaucoup plus approché 
que celui (I’Archimède : car il ne laisse qu’une erreur comprise entre 
1 i3x3Tïiii2 cl "i 13(11 3àio2> ’ ® est-a-dire entre 3740526 et 37773297;-

Le rapport placé entre celui d’Archimède et celui de Métius, 
paraît avoir été connu des Indiens; il n’est guère plus simple que 
ttI, mais il est beaucoup moins approché : car l’erreur est entre 
106x113 et 106(106 + ii3>» c esl-à-dire entre 77-9-75 et 23214-

Si on veut comparer ces rapports avec la valeur de 5 rapportée 
au commencement de ce numéro, ce qu’il y a de mieux, c’est de 
les réduire en décimales. On trouve

y = 3,142..., ||| = 3,141 50..., = 3,141 592 9...

On voit donc que le rapport d’AitcniMÈDE est en erreur à la 3' dé
cimale, celui de Métius à la 7e, et le rapport intermédiaire à la 5e.

D’1111 autre côté, si on cherche les valeurs approchées de n par 
des polygones inscrits et circonscrits en prenant le carré pourpoint 
de départ, on reconnaîtra qu’il faut s’élever aux polygones de 
128 côtés pour avoir deux décimales exactes, à ceux de 2048 côtés 
pour en avoir quatre, et à ceux de 8192 pour en avoir six. Par là 
on voit de quels polygones dépendent les trois rapports ci-dessus. 
Je n’ai rien dit des autres rapports parce qu’ils sont beaucoup plus 
compliqués, et qu’ils n’ont d’ailleurs aucune célébrité.

555. Je me suis appuyé, dans le n“ 554, sur une assertion qui 
a besoin de démonstration, et je proposerai la suivante.

Supposons que x soit une quantité comprise entre u et v, et 
qu’en développant u, v, x, en fractions continues, on ait

1 1 - , 1 1

, 1 ' AI1V = U 4" ", t y V — 4” y

x=a'+è'’

e^c.

v' = c~h~i,., etc. 

a?' = c'-|-^,, etc.

Puisque x est entre u et v, et que la même partie entière a sc trouve 
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dans u et v, cette partie entière doit aussi se trouver dans #; donc 

«'=«. De plus, il est clair que doit être entre et ÿ, et que par 

suite x' est entre u' et v' : ainsi on peut raisonner sur w', v’, x', 
comme sur u, v, x, cl on conclura que b'—b. Ensuite on conclura 
encore quec'=c. On poursuivra de même; et tant qu’il y aura des 
termes communs aux deux premières fractions continues, on re
connaîtra que ces termes doivent également se trouver dans la 
troisième : c’est ce qu’il fallait démontrer.

33G. Les fractions continues fournissent un procédé pour ré
soudre en nombres entiers l’équation indéterminée

[1] ax-\-by = c.

Dans cette équation, les nombres a, b, c sont entiers, el les deux 
premiers sont supposés n’avoir aucun facteur commun. Concevons 

qu’on ait développé le rapport | en fraction continue, et qu’on ait 

calculé toutes les réduites : la dernière ne sera autre que ce rap
port même. Rctranchons-en l’avant-dernière que je représenterai 

«'
par y

Le numérateur de la différence sera ab’—ba', et par la pro
priété du n°32o, on a ab' — ba'—±l. On doit prendre-j-ou 
— 1 selon que la dernière réduite est de rang pair ou impair.

Multipliée par±c, cette égalité devicntaX±5'c4-5X=p«'c=c; 
donc on satisfait à l’éq. [1] en prenant x=±b'c, y = zpa’c. Cetle 
solution étant connue, on peut écrire les formules qui donnent 
toutes les autres. En désignant par t un nombre entier quelcon
que (157), ces formules sont

x = ±b'c — bt, y — zpa'c-\-at,

Exemple. Soit l’équation [3] 261# —82y= 117.
261

Si on réduit — en fraction continue, on trouve

Quotients........ .. 3, 5, 2, 7.

Déduites........ . 3 16 35 261
■ r 5’ 11’ 82

Si on prend le numérateur de la différence — ff, et si on fait 
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attention que la fraction est une réduite de rang pair, on aura 
261 X 11 — 82 X 35 = +1 • Donc, en multipliant par 117,

261 X H X 117 —82X35X117 = 117,
donc on satisfait à l’équation [3] en faisant #=11 x 117 = 1287 et 
^=35x117=4095; donc les valeurs générales de #et y sont

# = 1287 4-82?, y = 4095-j-261?.
Si on fait la division de 1287 par 82, et celle de 4095 par 261, on 
trouve 1287 = 82 x 15 4-57 et 4095 = 261 X 15 4-180. Alors, en 
remarquant que ? est un nombre entier quelconque, on pourra 
écrire plus simplement

# = 57 4-82?, y= 1804-261?.
*337. Je place ici cette proposition : Que toute racine irration

nelle d’une équation du 2e degré, dont les coefficients sont rationnels, 
se développe en une fraction continue périodique.

En chassant les dénominateurs, et en multipliant tous les termes 
par 2, si cela est nécessaire pour que le coefficient du second terme 
soit pair, on mettra l’équation du 2e degré sous la forme

[1] a'#2 — 25#— a = 0
a, a', b étant des nombres entiers, positifs ou négatifs. Prenons 
l’une des deux racines de cette équation, par exemple,

isj

supposons-la positive el incommensurable : je dis quelle doit se 
développer en fraction continue périodique.

Soit m la partie entière de # : posons # = et cherchons
la partie entière de #'. On a d’abord

1 b -{- \Jb*  4~ aa' b — a'm-^-^b*  4- aa’.
x' ~ d m ~ â' '

donc
x’ _______—

b — a'm-\-\!b*  aa'
Pour remettre le radical au numérateur, multiplions les deux 
termes de celte fraction par —{b — a'm) -j- /d2-]-aa' ; il viendra, 
réductions faites,

,_ a'm — 5 4~ V 52 4~ a« ’
x —a'm>-{-'2bm-\-a
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Pour simplifier, faisons b' — a'm— b, a" ——aW-^-lbm-}- a', 
et la valeur de ®' scia

6' + ^^+ aa' 
a"

Remarquons que les valeurs; de b' et «"donnent ô’î-|-a'«'/ = 
/»a + ««'. Ainsi on peut, sous le radical de®', remplacer b--\-aa' 
par P 4-c'a". Dès lors il est évident que si m' est la partie entière 
de x’, et que l’on pose ®'=m' 4~ 1, on trouvera, en répétant les 

calculs précédents,

Ici les valeurs de b" et a!" sont b"=a!'m'—b', a'"——a''m't-\-<lb'ni'-\-a'-, 
et l’on doit encore avoir a'a".

Soit m" la partie entière de x" : en continuant comme on vient 
de faire, on aura la valeur de x en fraction continue,

i 1 «
x = m H—. 1

m +wt"4-etc.

Remarquez surtout que dans la suite des valeurs analogues à 
x, x', x", le radical est constamment égal à v' 6’ + ««' ■ c’est là un 
premier point qu’il était essentiel d’établir.

Au commencement de la série des quantités «, a', a", etc., il 
peut se faire qu’il y en ail de positives et de négatives; mais au 
delà d’un certain terme, elles devront toutes avoir le même signe; 
et c’est là un second point qu’il importe d’établir. Pour y par
venir, au lieu de calculer successivement chacune des expressions 
x', ®", etc., au moyen de la précédente, je vais montrer comment 
on peut les déduire toutes de la première.

Imaginons, pour un moment, que x, x', x", soient trois ex
pressions consécutives quelconques, qui se rencontrent dans la 
série de nos calculs, et dont les parties entières soient m, m', m". 
Dans cette supposition, ces nombres seront trois dénominateurs 
consécutifs, pris d’une manière quelconque dans la fraction con
tinue égale à l’expression [2], En conséquence, si on désigne 
pp',..

par q et q-,, les réduites correspondantes à w et m, et si on fait 

attention qu’alors x" représente le quotient complet m'-f-ctc.,

la valeur exacte de la fraction continue sera égale à ;

donc on doit avoir
P'®" + 1‘ ô-f-y/à’-Haa'
Q'^' + Q- a' •_______

Cette équation doit donner, pour ®", la valeur aa
effectuons les calculs. On a successivement 

«' P'x" 4- a'P = Q'a"(b + y/à’-j- aa') + Q (ô + y/ôe + aa'),

„ _ a' P — 6Q — Q y/b*  4- aa'
. êQ'-a'P'+Q^^q^

_ (a'P — êQ — Q y/ô’+aa') (bQ' — a'P'— Q’ ^b^aa'} 
(ôQ'— a'P')* —Q'1 (ê!-f-aa')

_  b (PQ' 4-.QP') -f- aQQ'—a'PP' + (P'Q-Q'P) \'^+ aa’
— a'P's—26P'Q' —aQ'*

Par la théorie des fractions continues, on sait que P'Q— Q'P = 
P'±1, selon que la réduite est de rang pair ou impair. Si l’on 

avait — 1, il faudrait changer les signes au numérateur et au déno
minateur de x", afin de ramener la partie irrationnelle à être 
-f-y/6s-|-a«'. Pour fixer les idées, je supposerai qu’on ait -j-1. 
Alors, la valeur trouvée ci-dessus, pour x", devant être la même 

b” 4-y/à!4-aa' .que ——1---- , on doit avoir

«'" = «'P'1 — 26 P'Q' — aQ*.
On pourrait de nouveau vérifier ici que à"’ 4- a"a" = b' 4*  aa', mais 
cette vérification est superflue.

Si l’on avait calculé de la même manière, au moyen des ré
duites, la valeur de x', le multiplicateur de y/6’4'oa' eût été de 
signe contraire à celui qui se trouve dans x" : pour cette raison, 
on aurait changé les signes du numérateur et du dénominateur, 
et alors on aurait eu

a" = — a' P» 4- 1b P'Q' -f- aQ'!.
P P'Rappelons que les deux réduites g et -, comprennent entre 

elles la vraie valeur de ®, que plus elles sont avancées, plus leur 
différence est petite, et que même cette différence peut devenir 
aussi petite qu’on voudra (323). Cela posé, les deux racines de 
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l’équation [1] étant inégales (sans quoi elles ne seraient pas incom- 

P Pz mcnsurablcs), il est permis de supposer que les réduites q et q? 
aient été choisies de telle sorte qu’elles ne comprennent point 
entre elles la seconde racine de l’équation [1],

Nommons xv la racine dont il s’est agi jusqu’à présent, et X*  
l’autre racine. Par ce qui a été dit en traitant de l’équation du 
2' degré (185), le 1" membre de l’équation [1] peut se décomposer 
comme il suit :

a'(x— x^{x— xs).
L’une des réduites est >3?,, et l’autre est <Zxt; mais elles sont 
toutes deux plus grandes que x2, ou toutes deux moindres. Donc, 
si on les substitue successivement à la place de x, dans le produit 
ci-dessus, on devra trouver deux résultats de signes contraires ; 
donc il en devra encore être ainsi en les substituant dans le 
1er membre de l’équation : c’est-à-dire que les deux quantités 

«'P2 2ÔP a'P'2 2àP'
Q2 0 a' Q'2 Q'

doivent être de signes contraires. Changeons les signes de la pre
mière, et ensuite multiplions les deux quantités respectivement 
par Q2 et Q'2, on pourra dire encore que

— a'P2-{-2àPQ-|-aQ2 el a'P'2 — 2êP'Q’ — aQ'2 
sont deux quantités de même signe. Ces deux quantités ne sont 
autres que a" et a'"; donc a" et a'" sont de même signe. La même 
conclusion s’applique aux quantités analogues qui viennent après 
a'"; car, dans nos suppositions, toutes les réduites qui viennent 

Paprès sont telles que deux quelconques d’entre elles, placées 

consécutivement, comprennent toujours x2 et ne comprennent 
point x2. Donc, dans la suite des quantités a, a', a",..., on est 
assuré d’en trouver une à partir de laquelle elles seront toutes de 
même signe.

Ce second point étant établi, faisons à2-{-aa’ = R, et rappelons 
que dans la série des valeurs de x', x!’, etc., on a toujours 

à’2+ «'«" = R, à"2 + fl"a’" = R, etc.
Or, les quantités fl, etc., à partir d’un certain rang, devant
toutes avoir le même signe, il s’ensuit que les produits ata", 
a"a”’, etc., doivent alors être constamment positifs; donc aussi, 
au delà d’un certain rang, en vertu des égalités précédentes, les 
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nombres b', b", etc., a', a", etc., abstraction faite de leurs signes, 
devront rester compris entre certaines limites.

De là il suit qu’en mettant,_dans les expressions de x, x', 
x", etc., en dehors du radical v'R, au numérateur et au dénomi
nateur, des quantités comprises entre ces limites, on ne pourra 
avoir qu’un nombre limité de valeurs. Donc, parmi les valeurs 
de x, x', x", etc., il doit s’en trouver qui se répètent. Si, par 
exemple, on suppose qu’au delà de x" on retrouve une valeur 
égale à x", on sera certain de retrouver encore, les mêmes et 
dans le même ordre, les valeurs qui ont succédé à x". Donc aussi 
les termes de la fraction continue qui ont été déduits de x'f et des 
valeurs suivantes devront se reproduire. Il est évident d’ailleurs 
que ces termes doivent se reproduire périodiquement jusqu’à 
l’infini ; donc enfin la fraction continue égale à la racine [2] doit 
être périodique. C’est ce qu’il fallait démontrer.

CHAPITRE XIIL
THÉORIE DES LOGARITHMES. — QUESTIONS SUR LES INTÉRÊTS COMPOSÉS.

Définition des logarithmes. — Leurs propriétés. — Utilité des tables.

558. Soient deux progressions, l’une géométrique, commen
çant par 1, et l’autre arithmétique, commençant par O : telles que 
celles-ci, par exemple,

T7 1 : 2 : 4 : 8 : 16 : 32 : 64 : 128 : etc. 
V O . 3 . 6 . 9 . 12 . 15 . 18 . 21 . etc.

Si on les compare entre elles, on aperçoit facilement qu’en mul
tipliant l’un par l’autre deux termes quelconques de la première, 
et en ajoutant ensemble les termes correspondants de la seconde, 
on trouve encore deux termes correspondants de ces mêmes pro
gressions. Ainsi, 4x16 = 64, 6-{-12 = 18; et l’on voit qu’en 
effet 18 répond à 64. De cette manière, une multiplication se 
trouve elfectuée au moyen d’une addition.

Cette remarque si simple est ancienne, sans doute ; mais c’cst 
le génie de Neper, baron d’Écossc, qui en a fait sortir la théorie 
des logarithmes, une des plus utiles découvertes modernes. Elle
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fut publiée en 1644, sous le titre de Mirifici Logarithmorum ca- 
nonis Descriptio. Je vais l’exposer ici avec tous les développe
ments convenables, en me tenant le plus près possible des idées 
de l’inventeur, sans toutefois employer la considération du mou
vement dont il faisait usage.

Le savant écossais commence par observer que les nombres, 
dans tous les nuances de grandeur, peuvent être regardés comme 
les termes d’une progression géométrique; et c’est là un point 
qu’il importe de bien comprendre. Considérons la progression

h i : i + “ : (t + «)*  : (1 + a)’ : etc.

Si on suppose que a soit une très-petite quantité, les termes croî
tront par degrés très-rapprocliés; et comme on peut diminuer a 
indéfiniment, on doit regarder, à la limite, les termes comme va
riant d’une manière continue. A la vérité, on ne peut point écrire 
une progression dans laquelle cette continuité existe; mais l’esprit 
la conçoit, et cela suffit : en conséquence, on pourra considérer 
tous les nombres plus grands que 1 comme compris dans la pro
gression géométrique. Je laisse de côté ceux qui sont moindres, 
pour y revenir tout à l’heure.

En même temps, Neper prend une progression arithmétique 

vO . p . 20 . 3? etc.

dont les termes croissent, à partir de O, par différences aussi fai
bles qu’on voudra; el alors, envisageant les termes de cette suite 
dans leur liaison avec ceux de la première, il les désigne sous le 
nom de logarithmes.

Ainsi, les logarithmes des nombres sont les termes d'une progres
sion arithmétique commençant par zéro, qui correspondent à ces 
nombres considérés comme faisant partie d’une progression géomé
trique commençant par l’unité.

559. Cette définition semble ne point attribuer de logarithmes 
aux nombres < 1 ; et si au lieu de prendre la progression géomé
trique croissante, on la supposait décroissante, ce serait les nom
bres >■ 1 qui n’auraient point de logarithmes. Pour fixer les idées, 
je raisonnerai toujours dans la première hypothèse ; et alors, pour 
que la progression géométrique embrasse aussi les nombrcs<l, 
il suffit de la prolonger au-dessous de l’unité, ce qui revient à di
viser l’unité par les puissances successives de la raison 1 -f-a.
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Mais quels seront les logarithmes de ces nombres, et comment 

continuer la progression arithmétique au-dessous de zéro? 
On peut bien former les termes de cette progression dans un 
ordre rétrograde, en retranchant la raison de chacun d’eux; 
mais quand on est arrivé à zéro, la soustraction n’est plus pos
sible, et il semble que la progression doive s’arrêter à ce terme. 
Cette difficulté disparaît sur-le-champ par l’emploi des quantités 
négatives, qui s’introduiraient ici naturellement si elles n’étaient 
déjà connues : c’est-à-dire qu’on mettra le signe — devant les 
multiples de la raison qui devraient être retranchés de zéro, si 
cela était possible. On engendre ainsi des termes négatifs, au moyen 
desquels on fait descendre la progression arithmétique au-dessous 
de zéro, el qui sont les logarithmes des nombres moindres que 
l’unité.

En conséquence, si on écrit à la gauche des deux suites leurs 
termes descendants, ces suites pourront se présenter ainsi

[2] v ... —30 . —20 . —0 .0. 0 . 20 . 30 ...;

et alors la seconde donne les logarithmes de tous les termes de la 
première. Ilne faut pas oublier qu’il entre dans la définition des 
logarithmes, comme condition essentielle, que les termes 1 et 0 
doivent toujours se correspondre, ce qui revient à dire que 
logl=0.

Dans les deux suites, la partie ascendante augmente jusqu’à 
l’infini; mais, dans la première, la partie descendante tend indé
finiment vers zéro, tandis que, dans la seconde, elle croît jusqu’à 
l’infini négatif. Donc log oo = c© , et log 0 — — «.

Ces deux suites mettent encore en évidence celle remarque que 
si un nombre quelconque n est placé à une certaine distance de 

l’unité dans la partie ascendante de la première, le nombre - n 
doit occuper le même rang dans la partie descendante. Donc ce 
dernier nombre a le même logarithme, mais pris négativement ; 

donc log = — log «•

540. Passons aux propriétés des logarithmes. La propriété fon
damentale est celle qui a été remarquée n° 558, et que je vais dé-



270 LEÇONS D’ALGÈBRE.

montrer généralement. Elle s’énonce ainsi : Le logarithme d’un 
produit est égal à la somme des logarithmes de ses facteurs.

1° Supposons que a et Z» soient deux nombres appartenant à la 
partie ascendante de la progression [1]. Par exemple, prenons 
a = (1 + œ)!, b = (1 + a)5 : on aura

aô=(14-a)“+2.
Dans la progression [2], les logarithmes de a et b sont 20 et 50; 
donc log a + log b =(5 -f- 2)0. Or (5 4~ 2)0 est le logarithme de 
(1 +«)5+s; donc

log ab = log a -|- log b.
2° Supposons que a soit dans la partie descendante, et b 

dans la partie ascendante, mais plus loin de l’unité que a. Soient 

a ~ (t-t-aji*  b + a)“ : on aura
ab = (1 -|- a)*~*.

Mais log a = — 20, log b = 5,8 ; donc log a + log b — (5 — 2)0 : et 
comme (5—2)0 est évidemment le logarithme de (1 —|-a)s—s, on 
conclut encore log «6 = log a 4-log h.

3° Supposons a dans la partie descendante, et b dans la partie 

ascendante, mais plus près de 1 : a = , 5==(14-a)!. Alors

Or loga=—50, logà = 20; donc loga + logè=—(5 —2)0, ce 

qui est le logarithme de Z1 donc logab = loga -f-log b.
(t ~ra/ ■

4° Enfin, prenons les deux nombres a et b dans la partie des
cendante, et soient a= —r=, b — * : on aura

(1 -f- «)’ (1 + «T

“^(l -f-a)14-*'

Ici log a=~20,log b=—50 ; par suite on aloga-]-log b=—(24-5) 0, 
ce qui est le logarithme du produit ci-dessus; donc encore 
log «5= log « 4-log è.

Celte égalité étant vraie dans tous les cas, changeons-y b en bc\ 
elle devient

log abc = log a log bc = log a -f- log b 4*  log c.
On peut continuer ainsi, quel que soit le nombre des facteurs ; 
donc le logarithme d'un produit, etc.
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541. Posons “ = g, on aura bg — a ; donc log b 4- logq = log a, 

d’où log 7 = log a — log b. Donc le logarithme d’un quotient est 
égal au logarithme du dividende, mois celui du diviseur..

542. Si un produit est composé de n facteurs égaux à a, on 
doit avoir log a" = log a -f- log a 4-... = n log a.

Pour étendre cette formule aux exposants fractionnaires, on m
posera x = an, d’où xn = am. Par suite log xn = log am : donc, en 
yertu de la formule ci-dcssus, nlogo?=mloga, et de là on tire 

log æ = —log a.c n a
Si a est affecté d’un exposant négatif — n, on remarquera que 

a~n X an — 1 ; donc log a-" 4*  log an = log 1. Or log 1 = 0 ; donc 
log a~n = — log an= — n log a.

Donc le logarithme d’une puissance quelconque d’un nombre est 
égal au produit du logarithme de ce nombre par l’exposant de la 
puissance.

545. Soit r — ’ÿja, on a rn= a; donc, par la règle précédente 

nlogr = loga. Delà on tire log r== log = • Donc le lo

garithme de la racine d'un nombre s’obtient en divisant le loga
rithme du nombre par l’indice de la racine.

544. Ces propriétés montrent clairement que si l’on avait des 
tables où l’on pût trouver tous les nombres, et à côté leurs loga
rithmes, il serait facile de ramener la multiplication à l’addition, 
la division à la soustraction, la formation des puissances à la mul
tiplication, et l’extraction des racines à la division. Par exemple, 
qu’on ait à calculer ^837 : on prendrait dans les tables le log. 
de 837, on le diviserait par 7, et on aurait ainsi le log dey'837; 
donc, en cherchant dans les tables le nombre correspondant, on 
aurait la racine demandée.

Table des logarithmes. — Des différents systèmes considérés d’après leurs 
modules. — Système Népérien.

545. On comprend bien que les tables ne peuvent pas renfer
mer les logarithmes correspondant à toutes les nuances de gran
deur que peuvent avoir les nombres : car ces nuances sont infi
nies, même entre deux limites très-rapprochées. Elles ne peuvent 
pas non plus contenir les logarithmes de tous les nombres entiers : 
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car la suite de ces nombres est illimitée. Mais on y mettra ceux 
•les nombres entiers depuis 1 jusqu’à une certaine limite, jusqu’à 
100 000, par exemple; et comme toutes les opérations numéri
ques se ramènent à des calculs de nombres entiers, ces tables se
ront encore d’une immense utilité. Je vais exposer leur construc
tion, en suivant toujours les idées de Neper.

Pour que la progression géométrique embrasse les nombres plus 
grands que 1, dans tous les états de grandeur, il faut la concevoir 
comme formée de termes qui croissent d’une manière insensible 
à. partir de 1 ; et, pour avoir leurs logarithmes, il faut aussi con
cevoir la progression arithmétique comme composée de termes 
qui varient par degrés insensibles, à partir de zéro. Cette dernière 
condition est nécessaire, sans quoi des nombres finis auraient des 
logarithmes infinis.

A leur origine, les accroissements simultanés que peuvent re
cevoir les termes 1 et 0 sont d’une petitesse inappréciable; mais, 
quelque petits qu’ils soient, on conçoit qu’on peut établir entre 
eux un certain rapport, lequel est entièrement arbitraire. Ainsi, 
lorsque ces accroissements Commencent à naître, on pourra sup
poser que celui du logarithme 0 est double, triple, etc., de celui 
du nombre 1. Ce rapport est appelé, d’une manière générale, le 
Module des logarithmes, et je le désignerai par M.

Cela posé, donnons au terme 1 de la progression géométrique, 
un accroissement très-petit w, mais cependant appréciable en 
nombres. L’accroissement correspondant du terme zéro de la pro
gression arithmétique sera à fort peu près égal à Mw; et l’on 
pourra prendre pour les deux progressions, celles-ci :

[1] « 1 : 1-j-w : (1+ «■>)’ : (1 + »)’ : (l-f-w)‘ : etc.
[2] 0 . Mw . 2Mw . 3M<» . 4Mw . etc.
Nous avons dit que le rapport ou module M peut être pris à vo

lonté : par conséquent, selon les valeurs particulières qu’on lui 
attribuera, on aura différents systèmes de logarithmes.

Les logarithmes que Neper a publiés étaient tirés des progres
sions

[3] H 1 : î-f-o, : (1-j-w)’: (14-W)*  : etc.
[4] d • <•> . 2 co . 3<>> • etc.

Cela revient à supposer M = 1, et celte hypothèse se présentait 
d’elle-même comme moyen d’éviter les multiplications par M.
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Les termes de ces deux suites varient très-peu rapidement ; de 

sorte qu’en les prolongeant l’une et l’autre aussi loin qu’on vou
dra, on est sûr de trouver, dans la première, des termes égaux 
aux nombres entiers 2,3, etc., ou si approchants que la différence 
sera négligeable. Les termes correspondants de la seconde pour
ront donc être pris pour les logarithmes de ces nombres, et ce 
sont eux qu’on devrait écrire dans les tables.

Par là, on voit que ces logarithmes ne sont pas exactement ceux 
des nombres à côté desquels ils seraient inscrits. Mais il existe 
d’ailleurs une autre cause d’inexactitude, laquelle résulte de ce 
que c» ne représente qu’approximativement l’accroissement que 
doit prendre le logarithme 0, lorsque w est celui du nombre 1. 
Toutefois, cette supposition approchera d’autant plus de la vérité 
que w sera une quantité plus petite.

Les logarithmes dont je viens de parler, qui répondent au mo
dule M = 1, se nomment Népériens; on les appelle aussi hyperbo
liques, pour une raison qui ne peut point se placer ici. La com
paraison des deux suites [2] et [4] démontre sur-le-champ que, 
pour transporter les logarithmes népériens dans un système quel
conque, il suffira de les multiplier par le module de ce système.

54G. Je placerai ici deux valeurs assez souvent employées. 
L’une est le logarithme népérien de 10; et l’autre, qu’on repré
sente ordinairement par e, est le nombre dont le logarithme né
périen est 1. Ces valeurs sont :

Log. nép. de 10= 2,302 583 092...,
6 = 2,718 281828....

D’après ce qui a été dit plus haut sur les suites [3] el [4], il n’y a 
aucune difficulté à concevoir comment on a pu les calculer.

547. On a fréquemment à multiplier et à diviser par 10, 100, 
1000, etc.; par conséquent, en construisant des tables dans les
quelles 10 aurait 1 pour logarithme, ces opérations se réduiraient 
à une addition ou à une soustraction de quelques unités entières 
Cette remarque n’avait point échappé à Neper; mais la mort 
l’empêcha de construire ces nouvelles tables, et cefutBRiGc.s, 
professeur d’Oxford, à qui il en avait recommandé instamment 
l’exécution, qui publia les premières en 1624, sous le titre de 
Arithmetica logarithmica. Ces logarithmes sont ceux dont on fait 
usage dans les calculs numériques : on les appelle indifféremment 
logarithmes de Briggs ou logarithmes vulgaires.

18
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D’après la remarque du n° 343, on voit que les logarithmes né
périens une fois calculés, on les fera passer dans le nouveau sys
tème, en les multipliant tous par un module convenable M. Ce 
module est facile à trouver; car, puisque dans ce système le loga
rithme de 10 est 1, on doit avoir M X log. nép. de 10 = 1; donc, 
en divisant 1 par log. nép. de 10, rapporté plus haut, on connaî
tra le module M ; savoir :

M =0,434 294 481....

Des différents systèmes de logarithmes, considérés d’après, leurs bases.
— Système de Briggs.

548. Si l’on suppose toujours qu’on s’élève ou qu’on s’abaisse 
à partir de 1, en suivant une progression dont les termes varient 
géométriquement d’une manière continue, on peut lui adjoindre 
une infinité de progressions dont les termes croissent, à partir de 
zéro, arithmétiquement et aussi d’une manière continue. C’est 
pour cette raison qu’il peut exister une infinité de systèmes de 
logarithmes, mais toute indétermination disparaît dès qu’on fixe 
le nombre auquel correspond un certain logarithme, qu’on peut 
d’ailleurs choisir arbitrairement. Par exemple, on peut donner 
le nombre auquel on attribue l’unité pour logarithme, et c’est ce 
nombre qu’on nomme la base du système.

Sous ce point de vue, le système qui se présente tout d’abord, 
comme le plus simple, est celui dont la base est 10, et je vais 
m’en occuper spécialement.

Dans ce système, les logarithmes de 10, 100,1000, etc., sont 1, 
2, 3, etc., et en général log 1O‘ = A; de sorte que ces logarithmes, 
qui doivent revenir si souvent dans les calculs, sont toujours con
nus sans aucune peine.

De 1 à 10, les nombres ont leurs logarithmes compris entre 
0 et 1 ; de 10 à 100, entre 1 et 2 ; de 100 à 1000, entre 2 et 3; etc. 
Or, la partie entière d’un logarithme se nomme caractéristique : 
on peut donc conclure que, dans le système dont la base est 10, la 
caractéristique du logarithme d’un nombre a autant d’unités, moins 
une, qtCiL y a de chiffres dans le nombre.

549. Lorsqu’on multiplie ou qu’on divise un nombre par 10,100, 
1000, etc., son logaritlnne doit augmenter ou diminuer du loga
rithme de 10, 100, 1000, etc., c’est-à-dire, de 1, 2, 3, etc. Donc, 
tant que le nombre restera plus grand que 1, la partie décimale 
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du logarithme sera toujours la même, et il n’y aura que la carac
téristique qui changera.

Ainsi, en prenant pour point de départ le nombre 658, on aurait 
log 658 =2,818 225 9, 
log 65,8 = 1,8182259, 
log6,58 = 0,818 225 9.

Si on continue la division par 10, il vient
log 0,658 = 0,818 225 9 — 1 = — 0,181 7741, 
log0,0658 =0,818225 9 — 2 =— 1,181 7741, 

etc..
Mais on a trouvé plus commode de ne point effectuer les soustrac
tions, et de donner à la partie décimale une caractéristique néga
tive qu’on écrit ainsi : 1, 2,.... Par exemple, 2, 818 225 9 ne sera 
qu'une abrév iation de — 2 -f- 0, 818 225 9.

En admettant ainsi des logarithmes dont la caractéristique seule 
est négative, il sera permis de dire qu’un nombre décimal étant 
donné, on peut y changer à volonté la place de la virgule, sans 
que la partie décimale de son logarithme soit altérée ; et en même 
temps on voit qu’il sera toujours facile de rétablir la caractéristique 
à la simple inspection du nombre donné.

350. Expliquons maintenant comment on peut calculer les loga
rithmes des différents nombres, depuis 1 jusqu'à 100 000, par 
exemple. Dans le système que nous considérons, 1 et 10 sont deux 
termes de la progression géométrique auxquels répondent les 
termes 0 et 1 de la progression arithmétique. Pour avoir des termes 
qui varient par degrés très-rapprochés, insérons un très-grand 
nombre de moyens géométriques entre 1 et 10, tout autant de 
moyens arithmétiques entre 0 et 1, et prolongeons les deux pro
gressions jusqu’à ce que la première atteigne 100 000. Dans cette 
progression, on trouvera des termes qui différeront si peu des 
nombres entiers 2, 3, 4,.etc., qu’on pourra négliger la différence, 
et prendre les termes correspondants de la seconde pour les loga
rithmes de ces nombres.

Soit un nombre n qui tombe entre deux termesde la première, 
auxquels correspondent l et l' dans la seconde. On peut concevoir 
par la pensée qu’en augmentant de plus en plus le nombre dés 
moyen insérés, on s’élève dans les deux progressions par toutes 
les nuances possibles de grandeur. Il est clair qu’alors, dans la
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seconde, le terme correspondant an serait entre l el r, et par 
conséquent, en prenant log n = l, l’erreur sera <7'—l. Par exem
ple, en admettant que les termes de la progression arithmétique 
croissent de millionième en millionième, elle fournirait les loga
rithmes avec six décimales exactes.

Pour réaliser cette supposition il faut que 10 ait 1000 000 termes 
avant lui dans la progression géométrique ; par conséquent, pour 
avoir la raison de cette progression, il faudrait extraire la racine 
1 000000e de 10. Comme on a 1000000=2eX56, cette opération 
peut se faire par des racines carrées et des racines cinquièmes; 
mais ces dernières exigeant des calculs laborieux, Neper a pris 
soin d’indiquer lui-même la manière de trouver les logarithmes 
des nombres en n’employant que des racines carrées.

Nommons n le nombre dont on veut le logarithme, el que je 
suppose compris entre 1 et 10. On calculera le moyen géométrique 
entre 1 et 10, ce qui se fait par une simple racine carrée, et aussi 
le moyen arithmétique entre 0 et 1. Désignons le premier par A 
el le second par a. Supposons que n tombe entre 1 et A : on cher
chera le moyen géométrique B entre 1 et A, et le moyen arith
métique b entre O el a. Supposons que n tombe entre A et B; on 
cherchera encore le moyen géométrique entre A et B, et aussi le 
moyen arithmétique entre a et b. On continuera ainsi jusqu’à ce 
qu’on ail resserré n entre deux moyens géométriques auxquels 
correspondent deux moyens arithmétiques dont les six premières 
décimales soient les mêmes : alors en rejetant les décimales ulté
rieures, on sera sûr que l’un de ces moyens est le logarithme de n 
avec l’approximation demandée. Pour atteindre la plus grande 
approximation possible avec six décimales, on aura soin de cal
culer la 7’ décimale; et, dans le cas où elle serait 5 ou >5, on 
ajoutera 1 à la 6e.

551. Les nombres premiers sont les seuls dont on ait besoin 
de calculer les logarithmes par cette voie : car, d’après ce qui a 
été démontré (540), les logarithmes des autres nombres s’obtien
dront en ajoutant entre eux les logarithmes des facteurs premiers 
dont ces nombres sont composés.

Ces additions pourront élever l’erreur à plus d un demi-millio
nième , mais il est facile de fixer un maximum qu elle ne dépas
sera jamais. Observons que dans notre hypothèse les tables doi - 
vent s’arrêter à 100 000, que le plus petit nombre premier est 2, 
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el que 217=131O72. Donc un nombre -<100 000 ne renferme pas 
plus de 17 facteurs; par conséquent, l’erreur de chaque loga
rithme étant moindre qu’un demi-millionième, la somme des 
erreurs, même quand elles seraient toutes dans le même sens, 
sera moindre que 17 demi-millionièmes.

Toutefois on conçoit qu’elle peut approcher assez près de celte 
limite; et, pour obvier à cet inconvénient, on calculera les loga
rithmes des nombres premiers avec 8 décimales. Alors, en les 
ajoutant pour avoir ceux des nombres composés, l’erreur ne sur
passera point 2 unités du7e ordre, et par conséquent elle ne sera 
point d’une unité sur la 6e décimale (*).

(*) On ne peut point affirmer qu’elle sera moindre qu’un demi-millionième. Par 
exemple, supposons qu’après l’addition les huit décimales soient 0 472 321 49. 
La partie négligée pouvant s’élever presqu’à 2 unités du 7* ordre, l’erreur com
mise, en prenant les six premiers chiffres 0,472 321, atteindrait presque 7 unités 
du 7* ordre; mais, comme on l’ignore, on n’est point autorisé à augmenter 
d’une unité le 6e chiffre.

552. Quand on détermine les systèmes de logarithmes par leurs 
bases, le passage d’un système à un autre est toujours facile. En 
désignant par a une quantité aussi petite qu’on voudra, tous les 
nombres se tireront de la progression géométrique.

= 1 : 14-a : (1+ «)*':  (i+«)’ : elc.
Supposons que, p el y étant aussi des quantités de tel degré de pe
titesse qu’on voudra, les logarithmes des deux systèmes que l’on 
compare soient pris dans les deux progressions arithmétiques

4 0 . p . 28 . 3p . etc.
V 0 . Y . 2y . 3y . etc.

On voit sur-le-champ que les logarithmes d’un même nombre, 
dans le second système et dans le premier, ont entre eux un rap
port constant : de sorte qu’en appelant x' et x ces deux logarith
mes, et K ce rapport constant, on aura x' = Ka?.

Quant au rapport K, il suffit, pour l’obtenir, que les logarithmes 
d’un seul nombre soient connus dans les deux systèmes. Or, dans 
le premier, le logarithme de la seconde base est censé connu; et, 
dans le second, il est égal à 1 : donc, en appelant a et a' les deux 
bases, et désignant par log a' le logarithme de a’ dans le premier 

système, on aura 1 =K log a' d’où K =
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355. Reprenons , n°559, les deux progressions

Des logarithmes considérés comme exposants.

dans lesquelles a et p sont des quantités aussi petites qu’on voudra, 
de telle sorte qu’on puisse regarder leurs termes comme variant 
d’une manière continue. La seconde suite renfermera un multiple 
de p égal à 1 : soit gfi ce multiple, et soit a le terme correspondant 
de la première suite ; on devra avoir à la fois

g? = 1. (l-f-a/ —a. 
Ile là on tire

p = -, 14-a = aï=tf.
p

Par conséquent, en faisant usage des exposants négatifs., les deux 
progressions peuvent s’écrire ainsi

H.-.o-’P : a~^ : : 1 : a? : a’? ; a’? ....
v...—3p. —2p. —p: 0 . p . 2p . 3p ...;

et alors on voit que si on appelle x un terme quelconque de la se
conde, et y le terme correspondant de la première, on doit tou
jours avoir la relation y = az.

Donc on peut encore définir les logarithmes des nombres comme 
les exposants des puissances auxquelles il faut élever une quantité 
constante qu’on appelle base, pour en déduire tous ces nombres.

Quand on adopte celte définition, on sous-entend toujours que 
la base doit être une quantité réelle et positive. Il est d’ailleurs 
facile de prouver qu’on peut lui donner telle grandeur qu’on 
voudra, autre que l’unité.

554. Cela revient à montrer que si, dans l'équation exponentielle

[1] y=ax,
on donne à l’exposant x toutes les valeurs possibles, tant néga
tives que positives, les valeurs correspondantes de y compren
dront toutes les nuances de grandeur entre zéro et l’infini.
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En premier lieu, soit a> 1. Si l’on donne à x des valeurs posi

tives croissantes à partir de zéro, telles que •&,... il vient
— 2. £

y = a°, a10, a”, a’°, etc.,

ou en faisant ç/a = «'

ÿ=l, a', a'*,  a'3, etc.,

a' est ici une quantité plus grande que 1, el par conséquent cette 
suite est croissante jusqu’à l’infini. De plus, il est clair qu’en fai
sant augmenter a; par différences plus petites que^, on peut rap
procher autant qu’on voudra les valeurs de y.

Posons x=— z, on aura y = a~’ = Or, d’après ce qui vient 

d’être dit, si on fait passer z par toutes les valeurs positives à 
partir de zéro, a~ croîtra d’une manière continue depuis 1 jusqu'à 
l’infini; donc le quotient de 1 par a1 décroîtra depuis 1 jusqu’à 
zéro. De là on conclut que les valeurs négatives de x, entre zéro 
et l’infini, font prendre à y toutes les grandeurs descendantes 
depuis 1 jusqu’à zéro.

En second lieu, soit a < 1, cl faisons a = on auraa
1

Ici o! est >1 : donc, selon qu’on fera croître x positivement ou 
négativement, a'*  augmentera à partir de 1 jusqu’à l’infini ou 
diminuera à partir de 1 jusqu’à zéro ; el par suite y devra décroître 
depuis 1 jusqu’à zéro, ou croître depuis 1 jusqu’à l'infini.

Concluons donc que tout nombre, autre que l’unité, peut être 
pris pour base d’un système de logarithmes.

La discussion précédente fait voir en outre : 1° que, dans tous 
les systèmes, le logarithme de 1 est égal à zéro, et celui de la base 
est égal à 1 ; 2° que, dans les systèmes dont la base est >1, on 
a log ce = oc , et log 0=—oc ; 3° que , dans ceux dont la base est 
< 1, on doit, au contraire, avoir log oo = — oo et log 0 = oo .

355. Par la nouvelle définition (355), les propriétés des loga
rithmes se tirent immédiatement de celles des exposants. En effet, 
soient y, y', y",... des nombres dont les logari thmes sont x, x', x",... : 
par celle définition on doit avoir

y=ax, y'—az', y"=a*",...
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donc, par les règles relatives aux exposants, il viendra 

yy'y".... = axax'ax"... — ax+x'+x"...,

y-ax/-« .

yn = Çax')n — anx,
X

^/y = ^ax=an-
Mais, d’après la définition, les exposants de a, dans les derniers 
membres, sont les logarithmes des quantités qui sont dans les 
premiers; on retrouve donc ainsi les propriétés connues.

556. Les logarithmes étant toujours considérés comme des ex
posants , proposons-nous de calculer le logarithme d’un nombre 
donné b. Ce problème, sur lequel repose la construction des ta
illes , revient à résoudre l’équation

ax= b.
L’inconnue est en exposant, et les méthodes expliquées jusqu’ici 
ne sont point applicables à ce cas. Voici celle qu’il faut suivre.

Supposons les nombres a et b tous deux > 1. En donnant à x 
successivement les valeurs 0,1,2, etc., on arrivera à deux puis
sances «n et an+i, entre lesquelles b sera compris, et alors on 
saura que x est entre n et n -[-1. En conséquence on posera 

x = n-j- —, : par suite, l’équation a“= b devient

a***  = b, d’où a*'  = 4»

Faisons, pour abréger, = c, et élevons la dernière égalité à 

la puissance x', elle devient
cx' = a.

Ici c est > 1 et < a ; car b est > an et < aB+I. Donc, en formant 
les puissances c1, c’, c3,... on reconnaîtra que a est compris entre 
deux puissances consécutives c"' et c’,'+1, et par suite que x' est 

entre n’ et n' -j- i. On posera donc x' = ri -j—, ; il viendra

cn,+^=a, d’où c* 77 —

puis, en élevant à la puissance x!' et faisant ^> = «,
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En opérant semblablement sur cette équation, on trouvera entre 

quels nombres entiers, n" et n"-j-l, doit être a/'. On fera encore 
a;"=n" + À? et on continuera le même procédé aussi loin qu’il

*Zz

sera convenable.
Rapprochons présentement les relations trouvées ci-dessus,

x æ’ — ri H- •> cri=n 4-^»>

et on pourra exprimer x par celte fraction continue

x=n-]------------ 1

n »"-j-etc.

Par la théorie de cette sorte de fractions, on sait que plus on 
prendra de termes, plus on approchera de la valeur de a?, et que 
même on pourra rendre l’erreur aussi petite qu’on voudra.

557. Lorsqu’on prend 10 pour base, on a évidemment 10*  = 10, 
10! = 100, etc. ; donc les logarithmes des nombres 1, 10,100, etc., 
sont 0, 1,2, etc., et en général log 1O‘ = Æ. Ici viennent naturel
lement se reproduire les remarques déjà faites sur la caractéris
tique, n°s 548 et 549, et auxquelles je renvoie.

Pour avoir les logarithmes des autres nombres, on devra ré
soudre successivement les équations 10I=2,10x=3,10*=4,  etc., 
ce qui ne peut plus offrir de difficulté. Il ne faut pas oublier qu’il 
suffit de chercher les logarithmes des nombres premiers; car de 
simples additions feront connaître ceux des nombres composés.

538. Dans les tables, les logarithmes sont toujours exprimés en 
décimales, et par conséquent il importe peu de savoir s’il existe 
d’autres nombres que les puissances de 10, qui aient des loga
rithmes commensurables; cependant, pour satisfaire le lecteur, 
je traiterai ici cette question.

Pour plus de généralité, je chercherai d’abord à quelles condi
tions on peut reconnaître que x est commensurable dans l’équa
tion a*  = b, a et b étant des nombres entiers positifs.

'ffl
Soit donc x = m d n étant des nombres entiers. 11 'ient /D

m

an = b, d’où am = bn.

Dans am, il ne peut pas y avoir d’autres facteurs premiers que 
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dans a, ni dans b" d’autres facteurs premiers que dans 6; donc 
la dernière égalité exige que les facteurs premiers de b soient 
les mêmes que ceux de a. Supposons a=a.^-(r et é = ap'py : 
on aura

Mais, pour que cette égalité subsiste, il- faut que chaque facteur 
premier entre le même nombre de fois dans les deux membres ; 
donc mp = np', mq = nq', mr = nr'. De là on tire

m_ p' m__q’ m__ r'.
n~~ p’ n~q’ n~'r'

par conséquent on a ces conditions

p q r'
Réciproquement, admettons qu’on ait a = a’PY, b = 

p' q' r' „. , p' q' r'- — - = Si on prend x = - — - = -, on aura px=p,p q r 1 p q r
qx — q', rx — r1, et par suite

ax — apx|î’Y*  = ap,p'f'YT' = b.

(*) Les cas où, a et b étant des fractions ou des radicaux, on voudrait encore 
que x fût commensurable, se traiteront d’une manière analogue.

Donc, pour que x soit commensurable, il faut et il suffit que a et b 
soient composes des mêmes facteurs premiers, et que les rapports des 
exposants de b aux exposants de a soient égaux (*).

Lorsque «=10 = 2X5, on devra avoir é = 2p' xô’’ clp'=/; 
donc b = 2P' X 5P' = 10p', c’est-à-dire qu’iï n’y a que les puissances 
de 10 qui aient des logarithmes commensurables.

559. Quand on définit les logarithmes par les exposants, et 
qu’on les a calculés pour une base particulière, il n’y a aucune 
difficulté à les transporter dans un autre système. En effet, si a' 
est la nouvelle base, et que, pour cette base, x’ représente le lo
garithme d’un nombre quelconque y, op doit avoir

a""' — y.
Or, en prenant les logarithmes des deux membres dans le premier 
système, et observant (555) que log a'x’ — x' log a', il viendra 

x' l°g «' = log y, d’où x'=^^-

1—r
Remarque. De là on tire aussi ; donc , quel que

soit le nombre y, il existe un rapport constant entre ses loga
rithmes, pris dans les deux systèmes. Quand les logarithmes ont 
été tirés des progressions, celte conséquence s’est présentée tout 
d’abord (552), puis on en a déduit la valeur de x'; mais ici c’est 
le contraire.

560. Soit une progression géométrique quelconque
■h h : hq : hq*  : luf : etc.,

les logarithmes des différents termes seront
log Zi, log h-f- log q, log à2log 7, etc.

Donc les logarithmes des nombres en progression géométrique sont 
en progression arithmétique.

Si l’on suppose h — 1, les deux progressions seront
H 1 : ? : : q3 : etc.,
v 0 . log <7 . 21ogÿ . 31ogy . etc.,

ce qui ramène à la définition des logarithmes, tels qu’on les a 
considérés d’abord.

Deux questions principales que les tables de logarithmes servent à résoudre.

561. La première de ces questions est celle-ci : un nombre 
quelconque N étant donné, trouver son logarithme.

Les tables de Callet, qui sont les plus répandues en-France, 
contiennent les logarithmes des nombres depuis 1 jusqu à 108000. 
Elles sont dites à sept décimales, parce qu’en effet elles donnent 
les logarithmes avec sept décimales. Cependant on doit observer 
que dans quelques parties il y en a huit. Pour réduire ces tables à 
un format commode, la caractéristique a été partout supprimée, 
comme étant connue d’avance (557); et en outre une disposition 
particulière a été adoptée, que je vais expliquer eu parcourant les 
différents cas de la question dont il s’agit ici.

1er cas. On suppose le nombre N entier et < 108000.
De 1 à 1200, il ne faut aucune explication. Par exemple, veut-on 

le log de G52?on cherche ce nombre dans la colonne N; on trouve 
à côté les huit décimales 81424760, cl en rétablissant la caracté
ristique on a log 652 = 2,81424760.

Au delà de 1200, la disposition est moins simple. Dans la 
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colonne N, les nombres se suivent sans interruption depuis 
1020 jusqu’à 10800, et leurs logarithmes se trouvent encore dans 
la colonne immédiatement à droite. Je suppose qu’on demande 
le log. de 3456. Après avoir trouvé le nombre 3456 dans la co
lonne N, on remarquera que dans la colonne à droite les trois 
chiffres 538 sont censés se répéter dans l’espace vide qui est au- 
dessous d’eux; par conséquent on aura, en restituant la caracté
ristique, log 3456 = 3,5385737.

Jusqu’ici il semblerait que les tables s’arrêtent à 10800. Mais à 
l’aide des colonnes 1, 2, 3,... 9, elles vont réellement jusqu’à 
108000. D’abord, si un nombre est décuple d’un autre, la partie 
décimale de son logarithme est la même ; et de là il suit que la co
lonne marquée 0 donne aussi de i O en 10 les logarithmes des nom
bres jusqu’à 108000. Pour les nombres intermédiaires, il faut se 
servir des colonnes 1, 2, 3... 9, ainsi qu’il va être dit.

Au delà de 10200, les logarithmes des nombres qui ne diffèrent 
que par les unités ayant les trois premières décimales communes, 
on s’est contenté d’écrire ces décimales une seule fois dans la co
lonne O, et on n’a placé dans les colonnes suivantes que les quatre 
dernières décimales. Ainsi, veut-on le log. de 34567? on fera abs
traction des unités 7, on cherchera 3456 dans la colonne N, puis 
on s’avancera horizontalement, à partir de ce nombre jusqu’à la 
colonne 7, pour y prendre les derniers chiffres 6617 du logarithme 
demandé ; quant aux premiers, ils sont donnés par le nombre isolé 
538 qui se trouve dans la colonne 0, le plus proche en montant. 
En rétablissant la caractéristique, on a log 34567 = 4,5386617.

II’ cas. On suppose le nombre N entier et > 108000.
Soit N = 3456789. Je sépare sur la droite assez de chiffres pour 

Que la partie restante à gauche ne surpasse point 108000; et j’ai 
ainsi le nombre N'=34567,89, qui est 100 fois < N, mais dont le 
logarithme a la même partie décimale que celui de N (349).

Ne considérant que la partie entière de N', je cherche log 34567 
comme dans le Ier cas, et je trouve, abstraction faite de la carac
téristique, log 34567 = 0,5386617.

Mais N' surpassant 34567 de 0,89, le logarithme de N' doit sur
passer le précédent d’une certaine quantité que je vais chercher. 
Admettons pour un moment que les accroissements des nombres 
soient proportionnels aux accroissements de leurs logarithmes; on 
remarquera alors que les tables contiennent, dans la dernière co
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lonne à droite, les différences, toutes calculées, entre les loga
rithmes des nombres consécutifs; et que, pour les nombres34567 
et 34568, cette différence tabulaire est de 126 unités décimales du 
dernier ordre. C’est donc là ce qu’il faut ajouter au log. de 34567, 
lorsque ce nombre augmente d’une unité; el par conséquent, 
lorsqu’il augmente de 0,89, on aura ce qu’il faut ajouter à son 
logarithme en faisant la proportion

1 : 0,89 :: 126: x, d’où a; = 126X0,89 = 112,14.
On doit négliger la fraction 0,14 qui est moindre que l’unité dé
cimale du 7e ordre, et l’on a simplement x—112. On peut aussi 
s’épargner la multiplication 126X0,89. En effet, dans les tables on 
voit au-dessous de 126 une petite colonne de parties proportion
nelles, qui renferme les produits de cette différence par -ff,, ^j, etc., 
et qui donne immédiatement 126X0,8=101, 126X0,09=11,3; 
donc 126x0,89=1014-11 = 112.

De quelque manière que ce produit soit trouvé, en l’ajoutant au 
log. de 34567, et en rétablissant la caractéristique, on aura le lo
garithme cherché, savoir : log 3456789 = 6,5386729.

Les calculs que je viens d’expliquer sont réunis dans le type 
suivant :

N = 3456789
log 34567 .............. 0,5386617
pour 0,8 ............... 101
pour 0,09 ............... 11

log 3456789 .............. 6,5386729.
Remarques. La proportion entre les accroissements des nom

bres et ceux des logarithmes n’est point rigoureusement exacte. 
Seulement elle fournit une approximation suffisante, quand les 
nombres sont grands et leurs accroissements peu considérables. 
C’est pourquoi il est essentiel de ne séparer sur la droite du nombre 
donné que le moins de chiffres possible.

Si on avait à trouver log 345678987, il faudrait séparer quatre 
chiffres; et, en calculant la différence correspondante à 0,8987, 
on aurait 126X0,8 = 101, 126X0,09=11,3; 126x0,008=1,01, 
126 X 0,0007= 0,088. Or, si on ajoute ces produits partiels, on voit 
que le dernier, celui qui résulte du chiffre 7, n’a aucune influence 
sur la 7’ décimale du logarithme. Cet exemple montre qu’en gé
néral, lorsqu’il faudra séparer plus de trois chiffres pour que la 
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partie restante à gauche ne surpasse point 108000, on pourra 
compter comme zéro le 4' chiffre et les suivants (*).

(*) Si on voulait apprécier l’approximation sur laquelle on peut compter en 
faisant usage des tables logarithmiques, on ne saurait mieux faire que de con
sulter la note de M. Vincent, insérée dans l’Algèbre de M. Bourdon.

III' cas. On suppose que N renferme des parties décimales.
Soit N=34,56789. On fait abstraction de la virgule, et on opère 

comme si N était entier. La partie décimale du logarithme ne sera 
pas altérée, et en lui donnant la caractéristique convenable, qui 
est toujours connue d’avance, et qui dans l’exemple est égale à 1, on 
aura le logarithme cherché, savoir : log 34,56789 = 1,5386729.

Soit encore N=O,003456789. En opérant sans faire attention à 
la virgule, et en laissant toujours la caractéristique de côté, on 
trouverait 0,5386729. Ce serait là précisément le logarithme du 
nombre donné, si la virgule était placée à la droite du premier 
chiffre significatifs. Mais par laie nombre serait multiplié par 1000; 
donc il faudra retrancher 3 du logarithme ci-dessus, et l’on aura 
log 0,003456789 = 0,5386729 — 3 = — 2,4613271.

Ce logarithme est entièrement négatif; mais, d’après ce qui a 
été dit dans le n° 549, on pourra, en employant la caractéristique 
négative 3, se dispenser de faire la soustraction, el écrire simple
ment log 0,003456789 = 3,5386729.

IV' cas. Supposons que N soit un nombre fractionnaire.
Si des entiers sont joints à une fraction, on convertit le tout en 

une expression fractionnaire que l’on considérera comme un quo
tient ; et en conséquence on retranchera le log. du dénominateur 
du log. du numérateur. On trouve ainsi

47 ( 1,67209786
Og3 — 0,47712125

1,1949766k

Quand il s’agit d’une fraction proprement dite, on retranche 
encore le log. du dénominateur de celui du numérateur; et alors 
il vient un logarithme négatif. Par exemple,

0,47712125
Og 47 “(—1,67209786

— 1,19497661.
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Mais on peut facilement avoir, si on veut, un logarithme dont 

la caractéristique soit seule négative. Pour cela, il suffit d’ajouter 
au premier logarithme assez d’unités pour que la soustraction 
puisse se faire, et de donner ensuite au reste, pour caractéristique, 
ce nombre d’unités pris négativement. En effet, si, dans l’exemple 
ci-dessus, on ajoute 2 au logarithme de 3, on a

3 (-2 4-2,47712125
°S 47 “ ( — 1,67209786

2,80502339.

Pour plus d uniformité, on peut convenir d’ajouter toujours 
10 à la caractéristique du numérateur. Alors il faudra ôter 10 à 
celle du reste, ce qui ramènera à une caractéristique négative.

562. La seconde question que les tables doivent servir à ré
soudre est celle-ci : Un logarithme L étant donné, trouver le nom
bre correspondant.

1" cas. On suppose que la partie décimale de L est positive, el 
quelle se trouve dans les tables.

Soit L = 5,5386617. Dans la partie des tables qui s’étend au delà 
de 10800, on cherche à la colonne marquée 0 le logarithme qui 
approche, le plus de la partie décimale de L ; puis on avance dans 
la ligne horizontale jusqu’à la colonne marquée 7, où l’on trouve 
les quatre dernières décimales 6617 de L. Alors on se transporte 
dans la colonne N, pour y prendre le nombre 3456, à la suite du
quel on placera le chiffre 7 ; et on obtient ainsi le nombre 34567, 
lequel serait le nombre cherché si la caractéristique donnée était 4. 
Mais la caractéristique étant 5, il faut multiplier 34567 par 10, et 
on aura le nombre cherché = 345670.

Soit L = 2,5386617. Après avoir trouvé, comme ci-dessus, le 
nombre 34567, ou remarquera que la caractéristique donnée 
étant seulement 2, ce nombre doit être divisé par 100, donc le 
nombre cherché = 345,67.

Soit encore L = 2,5386617. Le signe —, placé au-dessus de 2, 
indique que cette caractéristique est seule négative. Après avoir 
trouvé le nombre 34567, comme si la caractéristique était 4, on 
remarquera que, pour passer à la caractéristique 2, il faudrait re
trancher 6 de 4; donc le nombre 34567 doit être divisé par 10"; 
donc le nombre cherché =0,034567.

Il faut avoir bien soin, en ajoutant des zéros on en plaçant la 
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virgule, que le chiffre de l’ordre le plus élevé soit toujours tel que 
la caractéristique donnée lui convienne.

IIe cas. On suppose que la partie décimale de L est positive, et 
qu’elle ne se trouve point dans les tables.

Soit L = 2,4971499. En cherchant, comme plus haut, si la par
tie décimale se trouve dans les tables, on reconnaît qu’elle est 
comprise entre 0,4971371 et 0,4971509. Si cette partie était exacte
ment 0,4971371, le nombre correspondant, tel qu’il est donné par 
les tables, abstraction faite de l’ordre des unités, serait 31415.

Mais elle surpasse 0,4971371 de 128, ce qui doit produire une 
augmentation dans le nombre 31415. Or, la différence tabulaire 
la plus voisine est 138, et elle répond à une unité d’augmentation 
dans le nombre 31415; donc, en admettant toujours qu’il y ail 
proportion entre les accroissements des nombres et ceux des loga
rithmes , l’augmentation cherchée se connaîtra en posant

Par suite, le nombre cherché, abstraction faite de l’ordre des uni
tés, serait composé des chiffres 3141593. Mais comme la caracté
ristique donnée est 2, ce nombre ne doit avoir que trois chiffres à 
sa partie entière; donc enfin le nombre cherché =314,1593.

Les parties proportionnelles de la différence tabulaire peuvent 
épargner la division de 128 par 138. La partie moindre que 128 et 
qui en approche le plus est 124, cette partie répond à 0,9, et il y a 4 
de reste. Si on met un zéro à droite de 4, on a 40 qui diffère très- 
peu de la partie 41, cl comme le nombre 3 est à côté, on conclul 
que 40 répondrait à 0,3; donc 4 répond à 0,03. En conséquence, 
le nombre cherché se compose des chiffres 3141593; donc, en te
nant compte de la caractéristique 2, ce nombre = 314,1593.

On pourra disposer les calculs comme on le voit ci-dessous :
L = 2,4971499
Pour 0,4971371............ 31415
1er reste 128............. 09
2' reste 4............ 003
Nombre cherché.................. 314,1593.

Quand la caractéristique est négative, cela ne change rien aux 
calculs. On n’v fait d’abord aucune attention, mais on y a égard à 
la fin pour déterminer le rang des plus hautes unités.
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III" cas. On suppose que le logarithme donné L est entièrement 

négatif.
Soit L =—1,8753145. Prenons ce logarithme positivement, et 

cherchons le nombre correspondant N. En divisant l’unité par N, 
on aura le nombre cherché : car le logarithme de 1 étant 0, il est 
clair que le logarithme de ce quotient sera égal à — log N ou L.

Mais il vaut mieux éviter la division de 1 par N, en ramenant le 
logarithme donné à un autre dont la caractéristique soit seule né
gative : or, c’est ce qu’on fera en ajoutant 2 à L, et en prenant 
ensuite 2 pour caractéristique. En effet, on a

L =— 2 -j- (2 — 1,8753145) = 2,1246855.
Alors on opère comme dans le second cas, et on trouve le nombre 
cherché = 0,01332556.

Compléments arithmétiques. — Exemple de calculs effectués par logarithmes. 
— Résolution des équations exponentielles.

565. Souvent dans les calculs on doit ajouter les logarithmes, 
et de leur somme retrancher d’autres logarithmes. Je vais expli
quer comment on peut réduire toutes ces opérations à une seule 
addition, au moyen des compléments arithmétiques.

Soient p, q, r, s, plusieurs logarithmes, lesquels sont presque 
toujours moindres que 10, et supposons qu’on ait à effectuer les 
calculs indiqués dans l’expression

s=p + ? —r—s.

I l’abord on peut écrire z =p -}-q (10 — r)-j-(10 — 5) —10 —10;
puis, en faisant 10 — r = r' et 10—s = s', on aura

5=^4-g-|-r' + A/— 10 — 10.

Ainsi, z se calculera en ajoutant p, q, r', s', et en ôtant 2 dizaines 
de la somme. Or, cette soustraction ne coûte aucune peine; et 
quant à celles qui sont nécessaires pour évaluer r' et s', elles sont 
toujours très-faciles; car, pour/, par.exemple, il n’y a qu’à re
trancher de 10 le premier chiffre significatif de r, sur la droite, et 
de 9 tous les autres chiffres à gauche. Le reste est ce qu’on nomme 
le complément arithmétique.

On peut donc poser en règle qu’aw lieu de soustraire des loga
rithmes, on peut ajouter leurs compléments arithmétiques, pourvu

19
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qu’on ait soin d’ôter à la somme autant de dizaines qu’on aura 
pris de ces compléments.

564. Soit proposé d’évaluer à 0,01 près l’expression
_ 7340 X 3549

X ~ 681,8X593,1’

Par les propriétés des logarithmes, on a
log x = log 7340 + log 3549 — log 681,8 — log 593,1.

Si on opère sans compléments, on a les calculs suivants :
log 7340 = 3,8656961 
log 3549 =3,5501060 
somme = 7,4158021.

1" somme 
2e somme 

diff. ou log x

log 681,8 = 2,8336570
log 593,1 = 2,7731279 

somme = 5,6067849
7,4158021
5,6067849
1,8090172.

Mais il est plus simple d’employer les compléments, comme on 
le voit ci-après :

log 7340 = 3,8656961
log 3549 = 3,5501060

coinp. log 681,8 = 7,1663430
coinp. log 593,1 =7,2268721

Soin.—20 ou log tr = 1,8090172
log 100a; = 3,8090172

100a; = 6442
a: = 64,42.

On a retranché 20 à cause des deux compléments; et ensuite, 
comme on voulait connaître x à 0,01 près, on a ajouté 2 à la ca
ractéristique de log a;. Alors on a eu le log. de 100a?, et par consé
quent il a suffi de chercher le nombre entier le plus approchant 
auquel ce dernier logarithme correspond. On a trouvé ainsi, avec 
un léger excès, x = 64,42.

56a. Soit proposé d évaluer à 0,00001 près le quotient
(^146298)*
(V988789)3

En prenant, d’après les règles, le log. du numérateur et celui du 
dénominateur, puis retranchant l’un de l’autre, il vient

log x = 4 log 146298 — f log 988789.
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Voici le tableau des calculs :
5 log 146298

log 14629 ... 
pour 0,8...

146298... 
produit par 4... 
quotient par 5...

0,1652146
238

5,1652384 
20,6609536

4,1321907

flog988789
log 98878 .... 0,9950997
pour Q,9.... 40

log 988789.... 5,9951037
produit par 5.... 29,9755185 
quotient par 6.... 4,9959197

flog 146298 = 4,1321907 
comp. f log 988789 = 5,0040803

SOm. — 10 ou log x = 1“ 1362710 
log 100000a; = 4,1362710 

100000a; = 13686
x = 0,13686.

566. Soit proposé de résoudre l’équation exponentielle
117V _ 8493 
.337/ ~ 73 ’

En prenant les logarithmes, il viendra
a? (log 117 — log 337) = log 8493 — log 73, 

d’où
_ log 8493 —log 73 

X ~ log 337 — log 117’

log 8493 = 3,9290611 
log 73 = 1,8633229 

différence = 2,0657382

x —

log 337 = 2,527 6299
log 117 = 2,0681859 

différence = 0,4594440 
20657382
4594440 ’

Je désignerai par a;' la valeur de a?, abstraction faite du signe —, 
et je vais chercher x' par le moyen des logarithmes.

log 20657 0,3150672 log 45944 0,6622288
pour 0,3 ... 63 pour 0,40 .... 38
pour 0,08 ... 168 !og 4594440 = 6,6622326
pour 0,002 ... 42

log 20657382 = 7,3150752
log 4594440 = 6,6622326 
diff. ou logar = 0,6528426
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Arrivé à ce point, je dois chercher le nombre correspondant au 
logarithme trouvé, comme il a été expliqué n° 5G2 (IIe cas).

log «' = 0,6528426
pour 0,6528360 ... 44961
1" reste 66 ... 06
2e reste 80 ... 008
3e reste 20... 0002

x'= 4,4961682
x — —4,49616.

Je n’ai mis qu’un seul chiffre à la partie entière, parce que la 
caractéristique de log x' était zéro. Dans les calculs de cette es
pèce , quand on revient des logarithmes aux nombres, on ne peut 
guère compter sur l’exactitude du 7e chiffre. C’est pourquoi j’ai 
pris simplement x = — 4,49616.

3G7. Les logarithmes sont d’un grand secours dans les ques
tions relatives aux progressions géométriques. Par exemple, pre
nons dans le tableau n° 518, la formule

c_ — \a 

k M-1/7 M-l — •

y l — \(L

On commencera par l’écrire ainsi

puis on calculera les deux racines par logarithmes. En nommant 
x cl y ces deux racines, on aura

a(æ—1) 
‘ ” ?/~l ’

expression qu’on pourra aussi calculer par logarithmes, si on le 
juge convenable.

Mais surtout c’est lorsque le nombre des termes de la progres
sion géométrique est inconnu, que les logarithmes paraissent in
dispensables. Alors l’équation à résoudre est celle-ci :

ag"-1 = Z,
dans laquelle l’inconnue n est en exposant. On prendra donc les 
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log. des deux membres, ce qui donne log a-\-(n— 1)log g = logl ; 
el de là on tire la valeur de n, telle qu elle se trouve au n° 518, 

n = l + 1°g'l~lt,8°
logj

Questions sur les intérêts composés.

5G8. L’homme industrieux qui conçoit un projet dont l’exécu
tion serait profitable à sa fortune, manque souvent des capitaux 
nécessaires pour le réaliser, tand is qu’au contraire celui qui les pos
sède ignore les moyens d’en tirer d’utiles résultats. Que celui-ci 
prête des capitaux au premier, et alors la difficulté disparait. Tou
tefois, comme il renonce à s’en servir lui-même pendant un temps 
déterminé, il exigera non-seulement qu’ils lui soient remboursés 
au bout de ce temps, mais encore qu’un certain profit ou intérêt 
lui soit accordé, en proportion de ces mêmes capitaux et du temps 
pendant lequel il en aura cédé l’usage. Telle est en peu de mois 
l’origine et la nature du prêt à intérêt. Pour régler toutes les sti
pulations de ce genre, on convient ordinairement de l’intérêt 
qu’une somme fixe de 100 francs doit rapporter en un an, et c’est 
là ce qui s’appelle le taux de l’intérêt.

L’intérêt peut être simple ou composé. Il est simple quand on 
le reçoit à la fin de chaque année : il est composé lorsqu’on le 
laisse chaque année entre les mains de l’emprunteur pour aug
menter le capital qui doit porter intérêt pendant l’année suivante. 
Les questions d’intérêt simple sont sans difficulté, et je ne m’oc
cuperai ici que des questions d’intérêt composé.

568. Une somme quelconque étant placée à intérêt composé, que 
doit devenir cette somme, par l’accumulation des intérêts, au bout 
d’un certain nombre d’années?

Nommons a la somme placée, r l’intérêt que rapporte 1 fr. par 
an, el n le nombre des années.

11 est clair que la somme a doit rapporter rx«ou ar pendant 
un an ; et si on réunit cet intérêt au capital a, on aura a-\-ar ou 
a(l-j-r). Donc, pour obtenir ce que de\ient un capital pendant 
un an, il faut multiplier ce capital par 1 -j-r.

Au bout de la lre année le capital étant a(l -j-r), il sera donc 
a(l -f-r)‘ au bout de 2 ans; a(l -j-rp au bout de 3 ans; et en 
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général a(l -1- rp au bout de n années. Ainsi, en nommant A 
celte valeur, on a

[1] A = «(lH-r)M.
Supposons, par exemple, qu’on demande la valeur de 1 fr. au 

bout de 10 ans, l’intérêt étant de 5 pour 100. On fera a = l, 
n = 10, r = 0,05, et par suite il viendra

A = (l,05)10.
En employant les logarithmes, on trouve log A = 10 log, 1,05 = 
0,2118930, ce qui donne à peu près A = 1,6289.

Veut-on savoir en combien d’années un capital est doublé par 
l’accumulation des intérêts à 5 p. 100? on fera A=2a, 1-J- r=l ,05, 
et la formule [1] deviendra, en divisant par a, (l,05)n = 2. Ici 
c’est l’exposant n qui est inconnu, et en se servant des loga
rithmes on trouvera

log 2 _ 0,30103000 k Q 
71 “log 1,05 ~ 0,02118930 ~ ’’

Ainsi, telle est la puissance de l’intérêt composé, qu’un capital 
placé à 5 pour 100 est doublé dans l’intervalle de 14 à 15 ans.

La formule [1], considérée d’une manière générale, exprime une 
relation au moyen de laquelle on peut trouver une quelconque 
des quatre quantités a, r, n, A, quand les trois autres sont données.

570. Quelle valeur produira-t-on au bout d’un certain nombre 
d’années, si on ajoute chaque année au capital primitif un capital 
égal, et si on accumule avec toutes cessommes leurs intérêts composés ?

Soient a le capital placé chaque année, n le nombre des années, 
et r l’intérêt de 1 fr. La première somme a s’ajoutera avec ses 
intérêts composés pendant n années, ce qui produira a(l 4- r)' ; la 
deuxième somme a à ses intérêts pendant n — 1 années, ce qui 
produira a(l -j-r)"-1; ainsi de suite jusqu’à la dernière somme a 
qui, n’étant placée que pendant un an, produira seulement a(l+r). 
La valeur demandée n'est autre chose que la réunion de toutes 
ces valeurs, ainsi accumulées avec leurs intérêts; de sorte qu’en 
désignant le total par S, on aura

S = a(14-r? + a(14-r)n-14-a(14-r)n_î.... + °(l+r),

ou, sous une autre forme,

S=«(l+r)[l+a + r)+(i+r)’...+(14-r)-‘].
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La suite 1(1 + r) + etc. est une progression géométrique; 
donc, par la règle connue (508), il viendra

S = + *~)[(l+r) n—1]
LZJ f

Cette relation servira à déterminer une quelconque des quantités 
«, r, n, S, au moyen des trois autres.

Soient a = 1, r = 0,05, n = 10 : alors S = “1.1
= 21 [(l,05)’°—l] = 13,2069. Ainsi, 1 fr. placé chaque année à 
5 pour 100 produit, au bout de 10 ans, une valeur de plus de 13 fr. 
Cet exemple prouve combien s’accroît là puissance des intérêts 
composés, quand on y joint celle d’une économie soutenue.

571. Ln emprunt est fait sous la condition d'être remboursé au 
moyen d’un certain nombre D'annuités , c’est-à-dire, par sommes 
égales qu’on payera d'année en année. On demande la quotité de l’an
nuité, calculée d’après le taux d’un intérêt convenu.

Celte quotité doit être telle qu’en tenant compte de chaque an
nuité et de ses intérêts composés jusqu’au moment du dernier 
payement, on ait précisément la valeur que doit acquérir à cette 
époque le capital emprunté.

Appelons C ce capital, a la quotité de l’annuité, n le nombre 
des annuités, cl r l’intérêt de 1 fr. par an. Le payement de la 1" 
annuité devant se faire un an après le jour de l’emprunt, la valeur 
qu’elle acquerrait, si on reportait le payement à la n""‘ année, 
serait «(1 r)"-1. A cette époque, la valeur de la 2e annuité serait
«(1 -j-r)"-*;  celle de la 3e serait a(l -j-r)"-’; etc. Donc l’ensemble 
de toutes ces valeurs, y compris la dernière annuité «, serait

« (1 -j- r)---1 -j- a ( 1 + r)"-*  a + (1 + r)-*  ..• + «, 

progression géométrique dont la somme est ----- —. Mais

à cette même époque, c’est-à-dire, au bout de n années, le capital 
emprunté C vaudrait C (1 -j- r)n; donc on doit avoir

—1 r)"“—= C(1-f-r)".
r

De cette équation l’on tire immédiatement la valeur de a, 

[3]
Cr(l -j-r)"

(1 + '



297296 leçons d’algèbre.
Ici encore il faut observer que cette relation peut servir à calculer 
une quelconque des quatre quantités a, r, C, n, quand les trois 
autres sont connues.

Par exemple, soit fait C = 1, r — 0,05, n —10, la formule ci-des- 

sus donne a = 05y0J_ / = 628894 ~ 0 ’ 1295‘ Ccllc annuité
est celle qu’il faut payer pour éteindre en 10 ans une dette de 1 fr. 
Pour une dette de 10000 fr., l’annuité serait donc de 1295 fr.

572. Plusieurs sommes sont payables à des échéances différentes, 
et on veut les fondre en une seule, payable à une époque déterminée. 
Quel sera le montant de cette somme?

L’objet principal de cette question est de bien faire remarquer 
que, pour comparer entre elles des sommes payables à des 
échéances différentes, il faut toujours les ramener à une même 
époque, laquelle peut d’ailleurs être choisie comme on voudra. 
C’est ainsi que dans Je problème précédent elles ont toutes été 
rapportées au terme du dernier payement.

Soient a une dette payable au bout de m années, b une autre 
dette payable dans n années, et c la somme inconnue, qu’on doit 
payer au bout de p années pour acquitter ces deux dettes. Pre
nons arbitrairement un nombre d’années s plus grand que cha
cun des nombres m, n, p, et rapportons les trois sommes a, b, c, 
à l’expiration de ce nombre d’années.

Pour arriver à ce terme, la somme a devrait rester placée pen
dant s — m années, la somme b pendant s — n, et la somme c 
pendant s—p. Par là elles acquerraient les valeurs

afl-j-r)"-”, 6(1 -j- r)-n, cfl-j-r)-”;
donc, d’après l’énoncé de la question, on doit avoir

c(l -f- r)'-’’ = a(l 4- r)’-” 4- 6(1 -f- r)-»_
En divisant par (1 -f-r)', celte équation devient

c(l 4- rf~r =■ «(1 4- r)“m -{- 6(1 -J- f-)-",
et I on en tire l’inconnue

c = a(l 4- -f- 6(1 4- r)"-n.
On aurait pu réduire les trois sommes a, 6, c, à l’époque où 

l’on veut fondre les deux dettes en une seule. Alors on observera 

que la valeur actuelle de la somme a doit être
a

(14-r)-»’ car cette
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somme n’est payable qu’après m années; el, semblablement, que 
b c

la valeur actuelle de 6 est (ï_L ~ÿ. > et <Iue celle de c est —: 

donc on doit avoir l’équation

c _ a , 6
(l-j-r)’’-(1 4-r)m+'(l 4-4"’

laquelle revient à celle qu’on a trouvée plus haut avec des expo
sants négatifs.

CHAPITRE XIV.
THÉORIE DU PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR ALGÉBRIQUE. 

Théorèmes fondamentaux.

575. J’ai tardé jusqu’à présent à exposer la théorie du plus 
grand commun diviseur des quantités littérales, parce qu’elle ne 
rencontre guère d’application que dans les parties élevées de l’al
gèbre. Pendant longtemps elle est restée sujette à des difficultés 
que j’ai essayé de résoudre en démontrant, sur la décomposition 
des polynômes en facteurs, deux théorèmes, qui sans doute étaient 
admis des analystes, mais que les auteurs avaient toujours éludés. 
Je vais les reproduire ici après avoir rappelé quelques définitions.

On a dit (14) que les quantités rationnelles sont celles dont 
l’expression ne renferme point de radical, et que les quantités 
entières sont celles qui réunissent la double condition d’être ra
tionnelles et de ne contenir aucun dénominateur. De plus, j’ap
pellerai quantité première toute quantité entière qui n’est divi
sible que par elle-même et par l’unité : de sorte qu’en la divisant 
par toute autre quantité entière, le quotient ne sera point entier. 
Ainsi a — b1 est une quantité première ; mais a?— 6’n’en est point 
une, car en divisant a* —6’par a 4-6 on trouve a—6 pour quotient.

374. Théorème. Toute quantité première P, qui divise un pro
duit AB de deux quantités entières, doit diviser l’une d’elles.

Lorsque A, B, P sont des nombres, la proposition est connue 
(281). Considérons successivement les quatre cas où ces quantités 
ne contiennent pas plus d’une lettre.
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Ier cas. L’une des quantités A et B est fonction de x, l’autre est 

numérique, et P est aussi numérique.
Soit un polynôme

A = ax°-4- + etc.,
dans lequel les lettres a, b,... représentent des nombres entiers 
quelconques positifs ou négatifs, et a, p,... des exposants entiers 
positifs. En multipliant A par le nombre B, on a

AB = Baxa -|- Bbx- -j- etc.

Puisque ce produit est supposé divisible par le nombre P,'il faut 
que les coefficients des diverses puissances de x soient divisibles 
par P. Ainsi, P doit diviser Ba, B6,... ; donc, en vertu du théo
rème connu (281), s’il ne divise point B, il devra diviser tous les 
nombres a, b,... Or, s’il divise ces nombres, il divise évidem
ment le polynôme A ; donc P doit diviser B ou A.

IIe cas. Les deux quantités A et B sont fonctions dex, et P est 
encore numérique.

Admettons pour un moment que le nombre P ne divise ni A 
ni B. Nommons A' l’ensemble de tous les termes de A dont les 
coefficients sont des multiples de P, el A" l’ensemble de tous les 
autres; on aura A = A'-f-A". Décomposons B de la même ma
nière, et soit B = B' + B"; il viendra

AB = (A' + A”) (B' + B") = A'B' + A'B" -j- A"B' + A"B".

Les trois premières parties sont divisibles par P, car dans A' et 
B' tous les coefficients sont divisibles par P; et, pour que A"B" le 
fût aussi, il faudrait que les coefficients de tous les termes de ce 
produit le fussent eux-mêmes.

Soient ax*  et bx'1, les termes de A" et de B" où la lettre a: a le 
plus haut exposant; le terme abx^ fera partie du produit A"B" 
et ne se réduira avec aucun autre. Or, ni a ni b n’est divisible 
par P, puisque P est un nombre premier qui ne divise aucun des 
coefficients de A" et de B"; donc ab n’est point divisible par P, et 
par conséquent A"B" ne l’est pas. Ainsi, les trois premières par
ties du produit AB seraient divisibles par 1‘, et la quatrième ne le 
serait point ; donc AB ne pourrait pas l’être, ce qui serait contraire 
aux conditions de l’énoncé. Il est donc impossible d’admettre que 
ni A ni B ne soit divisible par P.
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IIIe CAS. L’une des quantités A et B est numérique, l’autre est 

fonction de x, et P est aussi fonction de x.
Soient A le facteur fonction de x, et Q le quotient entier de AB 

par P : on aura AB= PQ, ou, en représentant par F, F', F",... les 
facteurs premiers du nombre B,

AFF'F"....=PQ.
Le premier membre étant divisible par F, PQ doit l’être aussi : 

or F est un nombre premier ; donc, en vertu des cas précédents, P 
ou Q sera divisible par F. Mais P est une quantité première qui 
contient x\ donc elle n’est divisible par aucun nombre; doncQ 
est divisible par F ; donc, en désignant par Q' le quotient de Q par 
F, et en divisant par F les deux membres de l’égalité, on aura

AF'F".... = PQ'.
On prouvera de la même manière que Q' doit être divisible par 
F'; et en nommant Q" le quotient, on aurait

AF"..... = PQ".
En continuant ainsi jusqu’à ce que le premier membre ne ren
ferme plus que A, on arrivera à une égalité telle que

A = PQ1,
dans laquelle Q, serait encore une quantité entière, et de là on 
conclut sur-le-champ que A est divisible par P.

IVe cas. A, B et 1‘ sont trois fonctions de x.
Supposons la quantité A non divisible par P, et d’un degré plus 

élevé que P. Ordonnons A et P de manière que les exposants de a; 
aillent en décroissant, et poussons la division de A par P jusqu’à 
ce qu’on trouve un reste de degré moindre que P.

Avant d’amener la division à ce point, on peut trouver des restes 
dont le rrtcrmeait un coefficient qui ne soit pas divisible par celui 
du 1erterme du diviseur. Alors, poursuivons l’opération en prenant 
des coefficients fractionnaires, et concevons qu’à la fin tous les 
termes du quotient et du reste soient réduits au même dénomina
teur : on pourra représenter ce quotient et ce reste sous la forme 
O A'et en désignant par Q et A' deux quantités entières, et 

par M le dénominateur commun. Or, on doit toujours avoir

A = P R + tt 5 donc MA = PQ + A'.
iVl au
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On voit par là qu’en multipliant le dividende par M avant défaire 
la division, le calcul se ferait sans fractions. Et remarquez bien 
que A' ne peut pas être zéro, autrement le produit MA serait divi
sible par le polynôme premier P, et dès lors P devrait diviser 
A (3e cas), ce qui est contre l’hypothèse.

Cela posé, multiplions les deux membres de la dernière égalité 
par B et divisons-les ensuite par P, il vient 

donc, puisque AB est divisible par P, le produit A'B l’est aussi.
Supposons que A' soit algébrique, et divisons P par A'. Soit M'le 

nombre par lequel il faut multiplier P pour arriver, sans frac
tions à un reste de degré moindre que A'. En nommant Q' le quo
tient , et A" le reste, on aura

M'P=A'Q'-|-A";

et A" ne pourra pas non plus être zéro : car, pour que cela fût, il 
faudrait que M'P fût divisible par chaque facteur algébrique pre
mier de A'. Donc, en vertu du 3e cas, P devrait l’être aussi, et dès 
lors P ne serait plus une quantité première.

Si on multiplie par B et si on divise par P les deux membres de 
cette égalité, elle devient 

donc la divisibilité de A'B par P entraîne celle de A"B.
Divisons encore 1‘ par A". Soit M" le nouveau nombre par le

quel on multiplie P pour éviter les coefficients fractionnaires, soien l 
Q" le quotient et A'" le reste, il viendra

M"P=A'Q" + A",
d’où l’on tire, comme plus haut, 

M"B = ^Q' + A"'B. 
P ’

donc A"B est aussi divisible par P.
En continuant ainsi, on obtient des restes successifs A', A'', 

A'",... dont le degré va en décroissant, et comme aucun reste algé
brique ne pourra diviser exactement I’, on est sûr d’arriver à un 
reste numérique Ai. Or, les raisonnements précédents prouvent
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que tous les produits A'B, A"B, A"’B, etc., sont divisibles par P; 
donc A[B doit l’être ; donc, par le 3e cas, il est divisible par P.

Les quatre cas qu’on vient d’examiner sont les seuls qui soient 
à considérer lorsque les quantités A, B, P ne sont pas numériques 
à la fois, et qu’elles ne contiennent pas plus d’une lettre. Passons 
aux cas où il y a deux lettres x et y dans l’une de ces quantités, 
ou dans deux d’entre elles, ou dans toutes les trois. Ces cas sont 
aussi au nombre de quatre, savoir :

1° Lorsqu’un seul des facteurs A et B contient la lettre x et que 
P ne la contient point.

2° Lorsque les deux facteurs A et B contiennent la lettre X et que 
P ne la contient point.

3° Lorsqu’un seul des facteurs A et B contient la lettre x et que 
P la contient aussi.

4° Enfin, lorsque les deux facteurs A et B contiennent la lettre x 
et que P la contient aussi.

Les démonstrations sont semblables à celles qui viennent d’être 
exposées; la seule différence consiste en ce que les quantités qui, 
précédemment, étaient supposées numériques, peuvent être ici 
des fonctions de y.

De même que les cas où A, B, P, ne renferment pas plus d’une 
seule lettre, servent à démontrer la proposition pour les cas où 
ces quantités peuvent contenir deux lettres; de même ceux-ci 
serviront à s’élever aux cas où ces quantités pourraient en conte
nir trois; et ainsi de suite, quel que soit le nombre de lettres. Le 
théorème général doit donc être regardé comme démontré.

57u. Théorème. Il n’existe qu’un seul système de facteurs pre
miers dont le produit soit égal à une quantité donnée : ou, ce qui 
est la même chose, deux produits de facteurs premiers ne peuvent 
être égaux que lorsqu’ils sont composés de facteurs égaux chacun à 
chacun.

Cette proposition, toute semblable à celle qu’on connaît sur les 
nombres (285), se démontre aussi de la même manière. Soient 
ABCD.... et abed.... les deux produits égaux. Puisque tous les 
facteurs sont premiers, si a n’est point égal à quelqu’un des fac
teurs A, B, C,... il ne pourra diviser aucun d’eux. Or, a ne divi
sant ni A ni B, ne divisera point AB : car, d’après le théorème 
précédent, si a divisait AB, il devrait diviser A ou B. Par la même 
raison, a ne divisant ni AB ni C ne divisera pas ABC; et ainsi
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de suite. Donc a ne pourrait point diviser le produit ABCD,.... ce 
qui serait absurde, puisque ABCD.... = abcd.... Il faut donc que a 
soit égal à l'un des facteurs A, B, C, D, etc. Supposons « = A, et 
divisons les deux produits par a. Les produits restants BCD... et 
bcd... seront encore égaux, et l’on pourra leur appliquer le même 
raisonnement. On conclura donc que b est égal à l’un des fac
teurs du produit BCD..., à B, par exemple. On fera voir sembla
blement que c est égal à l’un des facteurs restants, et ainsi de 
suite. Donc les deux produits ABCD..... et abcd.... sont composés
des mêmes facteurs premiers.

Si plusieurs facteurs du premier produit sont égaux entre eux, 
lesecond produitdoit les renfermer précisément en pareil nombre.

Définition du plus grand commun diviseur. — Principes sur lesquels repose 
sa détermination. — Cas les plus simples.

576. En algèbre, le plus grand commun diviseur n’est point, 
comme en arithmétique, un diviseur qui soit réellement plus 
grand qu’un autre. Une nouvelle définition est nécessaire, et j'a
dopterai celle-ci : Le plus grand commun diviseur de plusieurs 
quantités entières est le produit de tous leurs facteurs premiers com
muns, soit numériques, soit monomes, soit polynômes.

On n’a besoin d’aucune méthode nouvelle pour déterminer ce 
produit lorsque les quantités dont il s’agit sont des monomes. Par 
exemple, soient les quantités

432a4è% 270dWa?, Mcfbx*.
Je cherche, par les méthodes de l’arithmétique, le plus grand di
viseur commun des coefficients 432, 270, 90, et j’obtiens le nom
bre 18. A la suite de cc nombre, je place chacune des lettres com
munes aux trois monomes, et je lui donne le plus petit exposant 
dont elle est affectée dans ces monomes. Je trouve ainsi 18a3Ar 
pour le plus grand commun diviseur.

577. Mais lorsque les quantités proposées sont des polynômes, 
leur plus grand diviseur commun ne s’obtient plus avec la même 
facilité : sa détermination repose alors sur deux principes.

Premier principe. Le plus grand diviseur commun à deux 
quantités entières n’est point altéré si l’on multiplie ou si l’on di
vise l’une d’elles par telle quantité entière qu’on voudra, pourvu 
que celle-ci n’ait aucun facteur commun avec l’autre.

En effet, les facteurs premiers, communs aux deux quan
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tités proposées, sont toujours les mêmes; et c’est le produit de 
ces facteurs qui est le plus grand commun diviseur des deux 
quantités.

Deuxième principe. Si l’on a deux polynômes A et B, si l’on di
vise A par B, en ayant soin de ne prendre que des termes entiers 
au quotient Q, et si l’on désigne par R le reste de la division, je 
dis que le plus grand commun diviseur de A et de B est le même 
que celui de B et de R.

On doit avoir, comme dans toute division,

A = BQ + R, d’où A—BQ = R.
Soit D le plus grand diviseur commun de A et de B : il devra dix iser 
A—BQ; donc il divisera aussi R. Représentons par A', B', R', les 
quotients de A, B, R, par I), et divisons par I) les deux membres 
de la première égalité, il viendra

A' = B'Q + R'.
B' et R' n’ont plus de facteur commun : car, s’ils en avaient un, il 
devrait diviser B'Q -j- R', et par conséquent aussi A'. Donc A' et B' 
auraient encore un facteur commun; et D, qui est le plus grand 
diviseur commun de A et de B, ne renfermerait pas tous les fac
teurs communs à ces quantités, ce qui est contre la définition.

Puisque B'et R', qui sont les quotients de B et de R par D, ne 
peuvent plus avoir de facteur commun, il s’ensuit que le plus 
grand commun diviseur de B et de R est égal à D ; donc il est le 
même que celui des quantités A et B.

578. Maintenant, passons à la recherche du plus grand com
mun diviseur des polynômes. Par exemple, soient les quantités

X = 48aW — 120a’W +12aW — 12a6è’x!,
Y = 48a’taT — 88aW — 64a5ta5 — 8a’ôx‘.

Je cherche d’abord le plus grand commun diviseur des termes 
de X, ainsi que celui des termes de Y : je trouve 12a56ù:s pour le 
premier, et 8a3ôxl pour le second. Le plus grand commun diviseur 
de ces deux monomes est 4a’taî, et ce diviseur commun est le 
produit de tous les facteurs monomes communs à X et à Y.

Alors, je divise X par 12a3b3x’, Y par Wbx’', et j’ai pour quo
tients les polynômes

A = 4x‘ — 10ax3 _ a* ,
B = 6x3 — 11 ax3 —8a*r — a* , 



304 LEÇONS d’algèbre.
dans lesquels il n’y a plus que les facteurs polynômes des quantités 
X et Y. I’ar conséquent, si l’on connaissait le plus grand commun 
diviseur de A et B, il suffirait de le multiplier par 4a8èx8, pour ob
tenir le plus grand commun diviseur de X et Y. Ainsi, la question 
est simplifiée : car elle se réduit à déterminer le plus grand com
mun diviseur des polynômes A et B, qui n’ont plus de facteurs 
monomes. C’cst donc celte recherche qui doit nous occuper.

Ce diviseur doit être le produit des facteurs premiers communs 
à A cl à B; donc si la quantité B divise exactement A, elle sera 
elle-même ce diviseur; c’est pourquoi nous essayerons cette divi
sion. Or, une difficulté se présente dès le commencement, c’cst 
que 4x4, premier terme du dividende, ne peut point se diviser 
par 6x3, premier terme du diviseur. Pour rendre la division pos
sible, on pourrait multiplier A par 6, et le diviseur cherché ne serait 
point altéré (577) ; car 6 ne contient aucun facteur qui soit commun 
à B, et en effet ne doit point en contenir, puisque B n’a plus de 
facteurs monomes. Mais il suffit de multiplier A par 3 ; car alors 
le premier terme du dividende devient 12x4, et il est divisible par 
fix3. Pour dividende, on prendra donc A X 3 ou

12x4— 30ax3 -j- 3aV — 3a’.

Après avoir placé le terme 2x au quotient, on trouve le reste 
—8ax3-|-19a8x84-2a3x—3a4, lequel, en vertu du 2' principe (577), 
doit avoir avec B les mêmes facteurs communs que A.

La division est encore arrêtée; mais on la rend possible en mul
tipliant aussi ce reste par 3. On trouve ainsi —4a au quotient, et 
pour reste la quantité 13a8x8—26a’x—13a4, qui a encore avec B 
les mêmes facteurs communs que A.

Ce reste contenant x à un degré moindre que le diviseur, c’est 
le diviseur qu’on va prendre pour dividende, tandis que le reste 
servira de diviseur. Mais on y supprimera préalablement les fac
teurs communs à tous ses termes, ce qui le réduit à x8—2ax—a1, 
et ce qui n’altère en rien le plus grand commun diviseur.

1 Oa’x8—15a’x — 10a4 
2x8—3ax—2a8.

On a alors à diviser l’une par l’autre les deux quantités

B = 6x*  — 1 iaxi — 8a’x — a’, R = x8—2ax — a’.

La division se fait sans introduire aucun facteur dans les divi
dendes partiels ; et, comme on parvient à un reste nul, on en 
conclut que x8—2ax— «’ est le commun diviseur cherché.
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On donne à l’ensemble des calculs la disposition suivante :

Première division.

4x'—10ax3-|- a’x8— a4 6x3—llax8— 8a’x— a’ 
12x4—30ax34- 3a’x8—3a4 2x— 4a

— 12x44-22ax3j-16aîxî+2a3x

— 8ax3-}-19asx,-|- 2a3x— 3a4
— 24ax34-57a5x’4- 6a3x— 9a4
4- 24ax3— 44a8x8—32a3x— 4a4

13a’x8— 26a3x—13a4
x8—2ax—a*.

Deuxième division.

6x’—llax8— 8a’x— a3 I x8 — 2ax—a8
—6x312ax86a8x | Gx -}-a

ax8 — 2a8x — a3
—ax8 2a8x 4- a3

Ô

579. Les raisonnements précédents montrent comment des di
visions successives conduisent au plus grand commun diviseur. 
Deux divisions ont suffi dans l’exemple ci-dessus ; mais si la se
conde ne se fût point effectuée exactement, elle aurait mené à un 
autre reste de degré moindre que le diviseur; et l’on serait passé 
à une troisième division comme on est passé de la première à la 
seconde. En continuant ainsi, il est évident que si l’on parvient à 
un reste nul, le dernier diviseur est le commun diviseur cherché. 
L’exemple suivant exige trois divisions : les deux quantités sont

A=x‘—ax3—a’x8—a’x—2a4, B=3x3—7ax84-3a8x—2a3.

Première division.
rf— ax3 — a’x8— a’x— 2a4

3x4—3axè— 3a’x8— 3a3x— 6a4 
— 3x44-7ax3— 3a’x’4~ 2a3x

4ax’— 6a8x8— a’x— 6a4 
12ax3—18a’x8— 3a’x—18a4 

—12ax34-28a8x8—12a’x4- 8a4

3X3—-7ax84~3a8x—2a*
x -j-4a
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Deuxième division.
3a;’— 7«xs4- 3o?ac— 2a’ 2®’—3ax—2a!
6a;3—14ax2-j- 6a2x— 4 a3 3x —àa

—Ça;3-}- 9ax24- 6a’a;______

— 5aa?’-|- 12a*x — 4a3
— 10ax2-j-24a!x— 8a3 
+ lOaa?— 15a!x— 10a’

Oa’a;—18a3
x— 2a.

Troisième, division.
2x'-— 3ax — 2a! i x — 2a 

— 2xi-{-4ax I 2a- -f- a
ax — 2a*

— ax + 2a2
O

C'est donc x—2a qui est le plus grand commun diviseur cherché.
Dans la première division on a multiplié deux fois par 3 ; et dans 

la seconde, deux fois par 2. On pourrait abréger un peu en multi
pliant une seule fois par 9, el une «seule fois par 4.

Continuation : on étend la théorie précédente à tous les cas.

580. Ce qu’il importe surtout de remarquer, c’est que le succès 
du calcul est entièrement fondé sur ce que, les quantités étant or
données selon les puissances décroissantes d’une lettre, chaque 
division amène un reste de degré inférieur au diviseur. Lorsque 
les polynômes contiennent plusieurs termes de même degré, une 
précaution est à prendre, sans laquelle cette réduction ne s’obtient 
pas toujours, et qui consiste à réunir tous ces termes sous un seul 
multiplicateur. Soient les polynômes

A = a?3 yx2 -j- a;’— y2x -f- 2yx — y’ 4~ y2, 
B = yx2 -f- x2 -j- y2x -|- yx -j- x -|- y.

Je les écrirai ainsi :
A = x3 -J- (y 4- l)x’ —— 2y)a — y5 -j-y’,
B = {y 4-1) x2 4- (y2 4- y 4-1) x 4- y.

La partie ne se divisant point par (y 4- T)x*,  à cause du facteur 
ij 4-1, je rappellerai qu’en général, si une quantité est ordonnée 
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comme les précédentes, tout diviseur de celle quantité indépen
dant de x doit diviser séparément le multiplicateur de chaque 
puissance de x. De là il suit que y-j-1 n’a aucun facteur commun 
avec B ; car, s’il y en avait un, il dev rail se trouver dans y2-)- y 4-1 
et dans y; or il est évident que y n’a aucun facteur commun avec 
y 4-1. On pourra donc multiplier A par y 4” 1 sans altérer le com
mun diviseur cherché; et comme il faudrait tout à l’heure multi
plier encore par y 4-1, on multipliera tout d’abord A par (y 4-1/ 
ou y’-f- 2y 4-1. De celte manière on parvient au reste B,

11 = (— y4— y3 4- y*)  a; _ y3 _ y4 4. y3.

Avant de passer à la 2e division, il faut supprimer dans II les fac
teurs communs aux multiplicateurs des puissances de x. Or, les 
deux parties de R sont évidemment divisibles par —y4—y34-y2; 
et après cette simplification il reste x 4- y. On va donc prendre 
x4-y pour diviseur, et comme la division se fait exactement, il 
s’ensuit que le commun diviseur cherché est x-\-y.

Première division.

(y+1 )x — (y — 2y)X—y*4-y 2 (y4-l)Æ24-(y24- y4-l)æ4-y 
f (y4-i)^’+(y3+3y24-3y+D«2 (y4-i)®+y
I —(y‘— 3y‘— 2y) x — y3— y 4-j- y 3-|- y2
—(y-t-l/^+f—ÿ3—2ya—2y—lj^’-l-C—y’—y)x

Cy84-y)a;!4-(—y44-2y’4-y)o; — y3—y‘4-y3+y2 
(—y2—y)a?24-(—y3—y2—y)o; —y2 _________

(— y1—y’ 4- y2) —y3—y4 4- y’
a-4-y

Deuxième division.
(y4-l)o;24-(yI4-y4-l)a;4-y I x+y

— (y4-l)^4-(—y«—y)q; I (y 4-1 ) * 4~ 1 ’

*4-y
— x—y 

0

581. Ccl exemple met à découvert certaines difficultés qu’il 
faut encore résoudre. Dans la première division il a fallu, avant 
de multiplier par y 4-1 , s’assurer que cette quantité n’avait point 
de facteur commun avec celles qui multiplient les diverses puis
sances de x dans le diviseur ; et comme le monome y était une de
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ces quantités, il a été facile de juger qu’il n’a en effet aucun fac
teur commun avec y -J-1. Mais en général il n’en est point ainsi, 
car il aurait pu se faire que toutes les puissances dex eussent été 
multipliées par des polynômes. 11 y a plus : après la première divi
sion nous avons supprimé, dans le reste, les facteurs communs 
aux quantités qui multiplient les diverses puissances de a;; el cela 
suppose qu’on sache trouver le plus grand commun diviseur de 
ces quantités. Cette détermination a été facile dans l’exemple pré
cédent, mais on comprend qu’il n’en sera pas toujours ainsi. Les 
explications suivantes font disparaître ces difficultés.

1° Elles n’ont point lieu quand il s’agit de deux polynômes qui 
ne contiennent que la lettre x : les règles du n° 578 suffisent alors- 
Ainsi on saura toujours trouver le plus grand commun diviseur «le 
deux polynômes qui ne renferment qu’une seule lettre ; par suite 
je dis qu’on saura aussi trouver celui d’un plus grand nombre de 
quantités dans lesquelles il n’entre qu’une seule lettre. Supposons, 
par exemple, qu’on ait trois quantités A, B, C; soit D le plus 
grand commun diviseur de A el B, et D' celui de D et C. D’après 
la définition, D est le produit des facteurs communs à A et B, et 
D'est celui des facteurs communs à D et C, donc D' est le produit 
des facteurs communs aux trois quantités A, B, C; donc D' est 
leur plus grand commun diviseur.

2° Considérons des polynômes A et B qui contiennent deux 
lettres x et y. Prenons d’abord le plus grand commun diviseur des 
termes de A ; soient a. ce diviseur et A' le quotient de A par a : on 
aura A=a A'. Ordonnons A' selon les puissances décroissantes de z, 
en ayant soin de réunir tous les termes qui renferment la même 
puissance de cette lettre; et supposons, par exemple, qu’on ait

A' = Lx*4-Ma:-|-N.
Tous les facteurs de A’, indépendants de x, doivent être facteurs 
des quantités L, M, N, qui multiplient les différentes puissances 
de x. Ces quantités ne contenant que la seule lettre y, il sera 
facile d avoir leur plus grand commun diviseur : nommons a ce 
diviseur et A" le quotient de A' par a', on aura A' = a'A" et par 
conséquent

A = aa'A".
a sera le produit des facteurs monomes de A, «' le produit des 
facteurs polynômes qui ne contiennent point x, et A" le produit 
des facteurs polynômes qui contiennent a:.
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Faisons la même décomposition sur le polynôme B, et soit

B = pp'B".

Alors, je détermine le plus grand commun diviseur des mo
nomes « et p, ainsi que celui des polynômes a' et p' qui ne con
tiennent que la lettre y ; et si je puis aussi trouver celui des poly
nômes A" et B" qui renferment y et x, j’aurai trois quantités dont 
le produit sera le plus grand commun diviseur de A et de B. En 
effet, la première contiendra les facteurs premiers monomes com
muns à A et à B; la seconde, les facteurs polynômes indépendants 
de x\ et la troisième, les facteurs polynômes dépendants de x.

Or, je dis qu’on peut trouver le plus grand diviseur commun 
des quantités A" et B" en les soumettant aux calculs des divisions 
successives, comme dans l’exemple du n° 580. Il est clair, en 
effet, que ces quantités n’ayant plus ni facteurs monomes, ni fac
teurs polj nomes indépendants de x, il sera permis de multiplier 
les dividendes partiels de la première division par le polynôme 
qui est placé devant la plus haute puissance de x dans le diviseur, 
et qu’on arrivera ainsi à un reste de degré moindre en x que le 
diviseur. Il sera facile d’ôter de ce reste tous les facteurs monomes 
qu’il renferme, aussi bien que les facteurs polynômes indépen
dants de x ; et alors on procédera à la seconde division en pre
nant pour diviseur ce reste ainsi simplifié. On se conduira comme 
dans la première; puis on passera à une troisième; et en conti
nuant toujours de cette manière, on est sûr de parvenir enfin à 
un reste nul ou à un reste indépendant de x.

Dans le premier cas, les quantités A' et B'' ont pour plus grand 
diviseur commun le diviseur de la dernière division. Dans le se
cond, elles n’en ont aucun, ou, plus exactement, elles n’en ont 
point d’autres que l’unité. En effet, le plus grand commun divi
seur de ces quantités devant être le même que celui du dernier 
diviseur et du reste indépendant de x, devrait être indépendant 
de x : mais A" et B" à cause des décompositions préliminaires, ne 
peuvent avoir aucun facteur commun indépendant de x autre 
que l’unité; donc l’unité est leur seul facteur commun.

Ainsi, on pourra toujours trouver le plus grand diviseur com
mun de deux polynômes dans lesquels il y a deux lettres; et par 
conséquent aussi celui de trois polynômes ou davantage.

3° De même qu’on s’est élevé du cas où les polynômes ne con



310 LEÇONS D ALGÈBRE.

tiennent qu’une lettre à celui où ils en contiennent deux, de 
môme on s’élèvera de ce second cas à celui des polynômes qui en 
renferment trois, et ainsi de suite, quel que soit le nombre des 
lettres. Donc enfin il n’y a aucun cas où l’on ne puisse détermi
ner le plus grand commun diviseur de plusieurs polynômes.

De quelques modifications nécessaires, quand les polynômes sont tels qu’on 
les considère dans les équations.

382. Dans la théorie générale des équations, qui va bientôt 
nous occuper, on considère d’une manière spéciale des polynômes 
de la forme

\xm + Bx”-1 + Cx—S.... Gx -f- H, 
dans lesquels x représente une inconnue, m un nombre entier 
positif, et A, B, C,.... des quantités quelconques, numériques ou 
littérales, qui ne contiennent point x. Or, quoique les coeffi
cients A, B, G,.... puissent renfermer des radicaux ou des déno
minateurs, comme l’inconnue x ne se trouve ni sous ces radicaux 
ni dans ces dénominateurs, le polynôme est dit rationnel et entier 
par rapport à x ; et l’on dit encore que deux polynômes de cette 
forme sont divisibles l’un par l’autre, lorsque la division donne un 
quotientexact,entieraussi relativement àx: Ainsi, xî+|axvZ2—2a! 
est divisible par 2x— a : car on trouve le quotient exact 
| x + as/2. Cela posé, voici une proposition tout à fait semblable 
à celle du n° 574, et dont l’application se présentera dans la 
théorie des équations.

Si un binôme du premier degré, de la forme ax -f- a.', divise un 
produit AB de deux polynômes rationnels et entiers par rapport 
à x, il devra diviser l’un de ces polynômes.

Divisons A et B par ax-|- a', et supposons que les divisions ne 
se fassent pas exactement, on est sur au moins d’arriver à des 
restes qui ne contiendront plus x. Soient Q, Q', les deux quo
tients, el R, R'; les deux restes ; on aura

A = Q(ax-]-a')4-R, B = Q'(aX-|-a')4-R'.
Par suite AB = QQ'(ax4-a'/4-Q,R(»x +“’)-J-QR(aæ4-a)4-RR ; 
et de là on lire, en divisant par ax4-“>

-2L? = BQ'(«r + ^)+Q'K+0K'+^.

Par hypothèse AB est divisible par ax4-“', ^aul donc que le 
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second membre se réduise à un polynôme entier relativement 
à x : or, pour cela, il faudrait que RR' fût divisible par ox-f-a', ce 
qui est impossible, puisque R et R' sont indépendants de x. Donc- 
la division de A ou de B par ax 4- «' doit se faire exactement.

Corollaire. Soit un produit ABCD de plusieurs polynômes en
tiers par rapport à x. S’il est divisible par ax 4-a', il y aura au 
moins un des facteurs qui devra l’être. En effet, on peut consi
dérer ABCD comme un produit de deux facteurs ABC XD; donc- 
si le binôme ax 4- «' ne divise pas D, il doit diviser ABC. Sembla
blement, on conclut que s’il ne divise point C il doit diviser AB, 
et que s’il ne divise point B il doit diviser A. On continuerait de 
la même manière, s’il y avait plus de facteurs.

583. Supposons que le polynôme Axm4-ctc., soit formé parla 
multiplication de m facteurs du premier degré, et qu’on ait

Axm 4- etc. — (ax 4- a’) (px -|- p') (yx 4- y')» • • • • :
ou pourra écrire

Ax" 4-etc. = apy. . . X (x 4- (x-|-(x -f" y)-”-’

puis, si on observe que A doit être égal au produit apy..., et si on
a

pose - = a, on aura

Ax™ -|- etc. = A (x -j- «) (x 4- é) (x 4- c).....
On dit alors que le polynôme Ax" 4- etc. est décomposé en fac

teurs simples ou premiers ; et, sous cette dénomination, on entend 
ici les binômesx-f-a, x-|- b, x-\-c,... abstraction faite de A.

On peut appliquer à cette décomposition un théorème tout à 
fait analogue à celui du n° 371», c’est-à-dire qu’wn polynôme X de 
la forme Ax" -f- Bx”—* -f- Cx"—1 -]- etc., ne peut se décomposer que 
d’une seule manière en facteurs simples.

En effet admettons qu’on ait à la fois
X = A(x -f- a) (x 4- b) (x-j-c) (x-j-d)........
X = A(x 4- a')(x 4- b')(x -j- c')(x -j-d')........

Le binôme x4-a' doit diviser le produit A(x4-a)(x4- 6)(x4-c).... ; 
donc il divise l’un des facteurs, et pour cela il faut évidemment 
qu’il soit égal à l’un d’eux. Supposons-le égal à x -f- a, et divisons 
les deux produits par x-}- il vient A(x-|- b) (x4*c)  (#+d)....= 
A(x -|- b')(x 4- c') (x 4- d')........ On prouvera de la même manière 
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que x b' doit être égal à l’un des facteurs du premier membre 
Soit x-j-b ce facteur; en divisant encore par xfib, on aura 
A(æ -j- c) (x -f- d).... = A(a? -j- c') (x -j- d')... ; et en poursuivant le 
raisonnement on conclura que les m facteurs simples du second 
produit sont les mêmes que ceux du premier.

584. Dans la théorie des équations, quand il s’agira du plus 
grand diviseur commun à plusieurs polynômes, entiers relative
ment à x, il faudra toujours entendre que les facteurs simples de 
la forme x -j- a, x -|- b,... qui sont communs à ces polynômes, 
ont été multipliés entre eux pour composer le plus grand com
mun diviseur, lequel pourra contenir en outre un multiplicateur 
quelconque indépendant de x. La présence de ce multiplicateur 
est d’ailleurs tout à fait indifférente : car ordinairement on ne 
considère ce commun diviseur que pour en déduire les valeurs 
de x qui le rendent égal à zéro, et un multiplicateur indépendant 
de x ne peut en aucune façon changer ces valeurs (69).

La détermination de ce commun diviseur pourrait être tout à 
fait assimilée à celle du plus grand commun diviseur des nombres. 
11 sera inutile de tenir compte des facteurs communs indépendants 
de x, et on admettra, si on veut, des coefficients fractionnaires 
dans le calcul ; cependant, il sera en général plus simple d’éviter 
les fractions. A la vérité, les résultats qu’on obtient par ces diverses 
manières de procéder différeront entre eux par des multiplica
teurs ou des diviseurs indépendants de x, mais on vient de dire 
que cette circonstance ne doit être ici d’aucune considération.

CHAPITRE XV.
COMPOSITION D’UNE ÉQUATION ALGÉBRIQUE QUELCONQUE A UNE 

SEULE INCONNUE.

Théorème fondamental dont l’objet est d’établir que toute équation algébrique 
a une racine.

585. Les équations algébriques à une seule inconnue sont 
celles qu’on peut réduire à la forme

Axm + Bx*- ‘ 4- Qxm~2... -J- Gx + H = 0,
x étant l’inconnue, m un nombre entier positif, et A, B, C,... des 
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quantités connues quelconques. L’exposant m est le degré de 
l’équation. Pour la simplifier encore davantage, on la divise par 
le premier coefficient, et on l’écrit ainsi :

+ l’a;”-1 + Qxn~2... + Tx 4- U = 0,

P, Q,--- T, U, étant encore des quantités connues, réelles ou ima
ginaires de la forme a-J- b fi. Je rappelle ici que la dénomination 
de quantité imaginaire ne s’appliquera plus qu’aux seules expres
sions de cette forme.

Il n’est pas évident à priori qu’il existe toujours une quantité 
réelle ou imaginaire, qui, mise dans cette équation à la place 
de x, rende le premier membre identiquement nul : ainsi, une 
démonstration est nécessaire pour établir que cette équation a 
toujours une racine. Cette proposition fondamentale est restée 
longtemps sans démonstration ; mais aujourd’hui l’on en possède 
plusieurs. MM. Argand et Mourey en ont donné une dans les ou
vrages déjà cités, p. 214. Celle que M. Cauchy a publiée dans ses 
Exercices de Mathématiques a l’avantage de ne rien emprunter à 
la géométrie, et c’est elle que je vais exposer. Cependant, comme 
elle ne laisse pas que d’être assez épineuse, si on jugeait à propos 
de la supprimer et d’admettre le théorème comme évident, il fau
drait passer immédiatement à la composition des équations, p. 320.

586. Dans la démonstration de M. Cauchy , j’aurai besoin des 
deux propositions établies sur les modules (265 et 266), et, pour 
cette raison, je les rappellerai ici sous forme de Lemmes. A la suite, 
j’en placerai deux autres qui seront également nécessaires.

Lemme I. La somme ou la différence de deux quantités quelcon
ques a un module compris entre la somme et la différence des mo
dules de ces deux quantités.

Lemme IL Le produit de deux quantités a pour module le produit 
des modules de ces quantités.

Corollaire. Donc le produit d’un nombre quelconque de facteur 
doit avoir pour module le produit des modules de tous les facteurs. 
Donc aussi la n'm‘ puissance d’une quantité a pour module la 
n""’ puissance du module de cette quantité.

587. Lemme III. Pour qu’une quantité de la forme& + \ifi—i 
soit nulle, il est nécessaire et il suffit que son module soit nul.

En effet, a et b étant des quantités réelles, soit

«-{- 6 y/—1 = 0.
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Comme la partie réelle a ne peut pas détruire la partie imaginaire 
bf—1, il faut qu’on ait séparément « = O et 6 = 0; donc 
y/a’-j- às = 0, c’est-à-dire que le module de a -f- b y/—1 doit être 
zéro. Celte condition suffit; car a et à étant des quantité réelles, 
leurs carrés sont des quantités positives, et la somme a2 + à2 ne 
peut pas être zéro, à moins qu’on n’ait a = 0 et b — 0.

Corollaire. Il est manifeste qu’un produit de quantités réelles 
n’est pas nul si aucune des quantités n’est égale à zéro. Mais, 
quand il y a des facteurs imaginaires, il n’est pas évident qu’après 
la multiplication les termes du produit ne puissent pas s’entre- 
détruire sans que cela arrive dans l’un des facteurs. Or, on va dé
montrer que, dans ce cas encore, il faut qu’un facteur soit zéro.

Pour que le produit soit nul, il faut que son module le soit. Or, 
ce module est le produit des modules des facteurs (586) ; et comme 
ces modules sont des quantités réelles, leur produit ne peut pas 
devenir zéro, à moins qu’un d’eux ne le soit. Mais alors le facteur 
auquel correspond ce module doit lui-même être nul; donc en 
général le produit de plusieurs facteurs ne peut pas devenir nul, 
à moins qu’un des facteurs ne soit nul.

588. Lemme IV. Soit un polynôme X de la forme
X = X"— Pxm-‘ — Qxm-5... — U,

dans lequel tous les termes qui viennent après le premier ont des 
coefficients réels et négatifs. Si on fait croître x positivement à par
tir d’une certaine limite, les valeurs du polynôme X seront conti
nuellement positives et croissantes, et pourront même devenir aussi 
grandes qu’on voudra

On peut écrire X comme il suit :

Alors, si on fait croître x positivement, les termes négatifs com
pris dans les parenthèses iront en décroissant, et on peut rendre 
leur somme aussi petite qu’on veut. Une fois que x aura atteint 
une valeur Xqui rendra cette somme moindre que 1, il est clair que 
la quantité renfermée entre les parenthèses sera positive et crois
sante. Elle ne peut point surpasser l’unité, mais elle en peut dif
férer aussi peu qu’on veut. D’un autre côté, le facteur a^vaaussi 
en augmentant, et peut surpasser toute limite; donc, à partir de 
x = X, on est sûr que X doit croître positivement jusqu’à l’infini.
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Remarque. Le nombre des termes négatifs de la parenthèse est 

en général égal à m', mais il peut être moindre parce que quel
ques-uns d’entre eux peuvent être nids. Soit n le nombre des 
termes restants, et posons les égalités

P_1 Q = 1 JÇ_1.
x n’ x1 n' xm n'

on en tirera les valeurs x~ nP, x = y/nQ,... x = "fnC ; et il est 
clair qu’en faisant x égal à la plus grande, le polynôme X sera 
positif. Ainsi, on pourra prendre À égal à cette valeur.

589. Procédons maintenant à la démonstration du théorème 
fondamental que nous avons en vue.

Théorème. Une équation de degré quelconque, à coefficients réels 
ou imaginaires, a toujours au moins une racine.

Première partie. La démonstration générale exige que l’on con
sidère d’abord le cas particulier de l’équation binôme. Supposons 
cette équation ramenée à la forme

a;" = a-|--p v1—ï,
où a et p désignent des quantités réelles qui peuvent être nulles, 
ensemble ou séparément. Il s’agit de prouver qu’il existe une va
leur de x, de la forme a -f- b —1, propre à la vérifier.

Lorsque le degré m est égal à une puissance de 2, la détermi
nation de x revient à extraire de a -f- py/—1 plusieurs racines car
rées successives. Or, on a vu (265) qu’on parvient toujours à ex
primer ces racines sous la forme a 4- b f—1.

Lorsque m est un produit de facteurs égaux à 2 par un nombre 
impair quelconque, la détermination de x revient à extraire de 
a + p plusieurs racines carrées successives, puis à la fin une 
racine de degré impair. Les racines carrées pouvant toutes s’ex
primer sous la forme a-|-ày/^ï, il faut donc démontrer que, 
m étant impair, il existe encore une valeur de x, de celte forme, 
propre à vérifier l’équation xm — a -j- p y/— 1.

La vérité de la proposition se reconnaît facilement quand l’une 
des quantités a et p est zéro. D'abord, si p = 0 l’équation bi
nôme se réduit à = a ; et, quel que soit le signe de a, le radical 
d’ordre impair ÿ/â doit avoir une valeur réelle, laquelle est racine 
de l’équation.

Si a = 0, l’équation binôme se réduit à xm= pyé=—T. Alors, en 
posant x — x'y—Â, on aura xm=±x'ny/^î(on doit prendre -j- 
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ou— selon que m est un multiple de 4 augmentéjde 1 ou de 3). 
Par suite, l’équation devient x'm—± p : celle-ci a une racine réelle; 
donc l’équation xm = —1 en aura une de la forme x =

Considérons le cas où ni a ni p n’est égal à zéro. En mettant 
tous les termes dans le premier membre, l’équation sera

Xm — (a. + P v/—ï) = °-

Pour abréger, je représenterai le 1er membre par X, de sorte 
qu’on aura X = xm—(a+py/—1). Posons x = a-\-b\J—1 : X se 
transformera en une expression semblable

X=A + By/=Ï,

A et B étant des polynômes entiers en a et b, où y/—1 n’entre point. 
Or, je vais prouver qu’il existe des valeurs de a et b, réelles et non 
infinies, qui font évanouir le module y/Al-|-B2dc X.

Représentons par p, v, V, les modules des quantités

a 4~ p y/—1, a -j- b y—1, A-j-By7—1,

de telle sorte qu’on ait

P^v/a’ + p’, V = y/ai+bI, V = y/Âî+Bi.

Si on prend b = O et a"‘ = a, il est évident que xn se réduit à am 
ou a ; donc alors

X = a — (a p y/—ï) = — p y/— 1 ;

donc V’=p*;  donc V’<a’4-|ï’ ou V <p. Puisqu’on trouve ainsi 
une valeur de V < p, on peut déjà conclure avec certitude qu’en 
faisant varier a et b de toutes les manières possibles, la plus petite 
valeur que puisse prendre V sera<p. Ce qu’il faut démontrer, c’est 
que cette plus petite valeur de V n’est autre que zéro.

Quelle que soit cette valeur minimum, elle ne doit pas corres
pondre à la valeur de x = 0; car alors on aurait a = 0, à=O, 
V = y/ô*p 2 = p. Elle ne doit pas non plus correspondre à une 
valeur de x dans laquelle a ou b serait infini, car alors on aurait 
v= oo, par suite (586) le module vm de a;"1 serait infini, et par suite 
aussi celui de X, lequel est compris entre vm 4-p et vm — p (586).

Soit x=c une valeur différente de zéro, réelle ou imaginaire, 
et dans laquelle ni a ni à n’est infini. Nommons C la valeur corres
pondante de X, V' le module de C; et supposons que V' ne soit 
pas zéro, ce qui exige que la valeur C elle-même ne le soit pas.
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Si on pose x—c-\-z, et si on fait attention que C=em—«_ py/=4, 
X deviendra

X = (c4-5)m — a — p y/——ï
„ , , m(m — 1) „ , ,

= C 4*  mc H-------2—' c z........+ ■s’"-

Dans cc dé>eloppcment, la somme des deux premiers termes 
s’évanouit en prenant

-C

Désignons par e une quantité réelle positive, qu’on pourra choisir 
aussi petite qu’on voudra, et faisons

__ —C
' mcm~l

les deux premiers termes du développement deviendront C(1 —e); 
et, en mettant C en facteur commun, on pourra écrire

X = C(l-e4-/i‘4-A’-|-elc.),
/, / ',... étant des quantités de la forme a 4-à y/—1.

Si on appelle <l> le module de la quantité qui multiplie C, on aura 
pour celui de X, en vertu du lemme II,

V i=
D’un autre côté, puisque s est une quantité réelle, si on nomme 

®, ®',.. les modules de f, f',... on aura 1—e, <pe‘, <p'e’,... pourceux 
des quantités 1—e, /?, f'et, en vertu du lemme I,r, le module <I> 
ne devra point surpasser

1 — e 4~ 4~ ®,£’ + ClC-

En mettant celte quantité sous la forme 1—e(l—<pE—?'** — 
on voit que, pour de très-petites valeurs de s, la quantité entre pa
renthèses est <1. Par suite, la quantité ci-dessus, tout entière, est 
elle-même <; 1 ; donc alors on aurait 4» < 1 et V<( V'.

Ainsi, quand V' n’est point zéro, on peut choisir x de manière 
que le module V de X soit <V'. Donc la valeur minimum de cc 
module ne saurait différer de zéro. Or, la valeur de x qui donne 
\’=Oest racine de l’équation X=0, donc enfin l’équation binôme 
admet toujours une racine de la forme a 4- &y/—T.

Seconde partie. Actuellement, soit l’équation générale

[A] x*  -f- Px"-1 4- Qm~’ + Ræ"-3 4- etc. = o, 
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dans laquelle P, Q, R, etc., sont des quantités quelconques, réelles 
ou imaginaires, de la forme a-\-b \—1,

Faisons encore, pour abréger, X.=a:m-(-PÆm-14-Qxm-*4-etc. . 
puis remplaçons x par la valeur x = a-\-b^^Â. Il viendra nn ré
sultat de la forme

X=A + By/=Î,
A el B étant des polynômes en a el b où y/—1 n’entre point; el 
pour que l’équation [A] soit vérifiée, il faut et il suffit que le module 
y/A*-|-B l de X soit zéro (587). Or, l’objet des explications sui
vantes est de prouver qu’il existe en effet des valeurs réelles de a 
et b qui doivent anéantir ce module.

Représentons par p, p', p",... les modules des coefficients P, Q, 
R, etc., par vie module de l’expression x = a+b^^î, el par V 
celui de X. En vertu du lemnie II, quand on substitue a-f-Ziy/^ï 
à la place de x, les puissances xm, xm~l, x"'-*,...  ont pour mo
dules vm, vm_î,.... ; et les différents termes

xm, Pvtm_l, {}xm~\ R#”1-3, etc.,
qui composent X , auront pour modules

v”1, pv”1-’, p'v’"-2, pl'v”1-8, etc.
Donc, par le lemnie Ier, on est sûr que le module du polynôme 

Pa?”-1 Qxm“’ Ra;m_’ etc.
ne doit pas surpasser la somme pvm-'-j-p'vm-2p"vm-’+ etc. ; el 
que par suite le module V du polynôme ne doit point être infé
rieur à la différence

[1 ] r>» _ pW">-i _ o' /;»•-’ — p"v”-’ — etc.,
laquelle peut être regardée comme positive, pourvu qu’on attribue 
à» des valeurs suffisamment grandes. On sait, en effet (588), 
qu en donnant à v des valeurs de plus en plus grandes à partir 
d’une certaine limite, l’expression [1] sera constamment positive. 
On sait même qu elle doit croître jusqu’à l’infini; el de là on con
clut que le module V peut lui-même acquérir des valeurs plus 
grandes que toute limite.

Si on attribuait une valeur infinie à a ou à b, le module v de x 
serait infini. D’après ce qui vient d’être dit, l’expression [1] le se
rait donc aussi, et par suite le modifie V. Mais tant que a et b 
n’auront point de valeurs infinies, il est évident, par la nature 
même des polynômes A el B, que ce module ne devra pas devenir 
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infini. De là il suit que, s’il ne peut devenir zéro par aucune valeur 
de x, on est au moins assuré qu’il en existe une, formée avec des 
valeurs finies de a el b, qui donne pour V une quantité au-dessous 
de laquelle il ne pourra tomber aucune autre valeur de ce module. 
Toute la question se réduit donc encore à prouver que ce mini
mum n’est autre que zéro.

Soit x—c une valeur particulière de x, laquelle peut être réelle 
ou imaginaire; soit C la valeur correspondante de X, laquelle est 
supposée différente de zéro; et soit V' le module de C. Si on prend 
pour a; une valeur différente dec, il en résultera pourX
un développement tel que

[2] X=C-|-C'5 + C"5’ + etc.
Admettons d’abord que C' ne soit pas zéro, el prenons

C

s élanl une quantité positive qui peut être choisie aussi petile 
qu’on veut X , pourra s’écrire ainsi X=C(1 — s+/i*4-/V4-etc.),  
/’, /',... étant encore des quantités de la forme a-j-ày/—1. On 
pourra donc reconnaître ici, comme à la page 317, que des va
leurs très-petites de e rendront le module V < V'.

Admettons à présent que, dans l’expression [2], C soit zéro, el 
qu’à partir de ce coefficient le premier qui diffère de zéro soit celui 
de z". En le désignant par Ci, et les suivants par Cs, C3, etc., 
l’expression [2] sera simplement

[3] X;=C + Ciz"-|-C,z"* , + etc.

Posons l’équation z" =— tv :
M

le second membre peut se ramener à la forme « 4-ùy/—1 ; et l'on 
sait, par ce qui a été dit pour l'équation binôme, qu’il existe une 
valeur de z propre à vérifier cette équation. Nommons z' cette va
leur et prenons z=z'e, e étant encore une quantité positive aussi 

_ 0
jvetite qu’on veut. En observant que z'n = -^—, l'expression [3] 

se changera en celle-ci X = C(1—e’+A'"4’1 + As"* 1 + etc.), dans 
laquelle ft, ft,-- sont toujours des coefficients de la forme 
a -j- b y/^ï; el en raisonnant encore ici comme à la p. 317, on verra 
que les petites valeurs de e rendront le module de l’expression ci- 
dessus moindre que celui de C, c’est-à-dire qu’on aura V < V'.
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Ainsi, lorsque V' n’est point zéro, on peut toujours choisir x 
de manière que le module V du polynôme X soit < V'. Donc la 
valeur minimum de V ne diffère pas de zéro ; et par conséquent 
la valeur de x à laquelle correspond ce minimum est racine de 
l’équation [A]. Sans assigner la valeur de cette racine, et sans 
examiner s’il existe plusieurs valeurs de x qui puissent donner 
V = 0, on n’en peut pas moins conclure avec certitude qu’vne 
équation de degré quelconque, à coefficients réels ou imaginaires, a 
toujours au moins une racine de la forme a —|— b y/—1.

Composition des équations.

590. Théorème. Si une quantité a est racine d'une équation, 
le premier membre de cette équation est exactement divisible par 
le binôme x — a.

Dans cet énoncé, on suppose que l’équation est de la forme

[A] a?m4-Pa?m-’4-Qtfm-2...4-Ta; + U = 0
Pour abréger, je désignerai le premier membre par X, de sorte 
que l’équation elle-même se désignera simplement par X = 0.

Divisons X par x — a: comme le diviseur est du premier degré, 
on pourra pousser l’opération jusqu’à ce qu’on trouve un reste qui 
ne contienne plus x. Nommons Y le quotient et Z le reste, on aura

a;”* -j- P#”-1 + Qa?m 2 -f- etc. = (x— a) Y-f- Z.

Si on fait x = a, le produit (x — a)Y sera nul : car x — a devient 
zéro, et Y ne peut pas devenir infini, attendu que x n’y entre pas 
en dénominateur. D’ailleurs Z ne change pas, puisque x n’y entre 
pas; donc l’égalité précédente se réduit à

am + P a”-*  + Qa™-2 4- etc. = Z.
De là on lire cette conséquence que, quel que soit a, le reste Z 
de la division de X par x — a s’obtient en changeant x en a dans X. 
Donc, lorsque a est racine de l’équation X = 0, Z sera nul ; donc 
alors X est exactement divisible par a? — a.

Autre démonstration. Quelle que soit la quantité a, le poly
nôme X peut s’écrire ainsi :

(xm — a”1) 4- P (xm~x—a”1-')+Q (xm~* T (a:—a)
4-a"4-Pam-,-|-Qam-’...+Ta+ü.
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La lre ligne contient les différences xm—am, xm~l—am~l, etc., 

lesquelles sont toutes diyisibles para?—«; donc la seconde ligne 
est le reste indépendant de x qu’on doit obtenir en divisant X 
par x — a. Or, ce reste n’est autre que X où l’on aurait mis a au 
lieu de x; donc, lorsque a est racine de l’équation X = 0, le 
polynôme X est divisible par x — a.

Remarque. Par cette dernière démonstration, on voit aussi que 
pour avoir le quotient de X par a?—a il n’y a qu’à diviser a;n‘—«m, 
«m_1 — etc. par x — a, et à ajouter entre eux tous les quo
tients, après avoir multiplié le 2e par P; le 3e par Q; etc. Ces di
vers quotients sont faciles à former, et il vient

a?’’-1 -f- a a?”1-2 -j- a1 a?m~3... -f- am~'
4-P -f- P a . ..-j-Pa”1-’

4-0 .. .-j-Qa”-’

4-T.
Au reste, tout ce qu’on vient de démontrer était déjà connu (33).

591. Théorème. Un polynôme quelconque X, de la forme 
xm -f- Px”1-1 -f- etc. est toujours le produit de m facteurs simples 
tels que x — a, x — b, etc. Par suite l’équation X = 0 peut avoir m 
racines, et jamais davantage.

Ici on suppose admis que toute équation algébrique a au moins 
une racine réelle ou imaginaire. Soit donc a une racine de l’équa
tion X = 0 ; le polynôme X doit être divisible para:— a (590), le 
premier terme du quotient sera évidemment a;** -1, et en désignant 
ce quotient, d’une manière abrégée, par a?”-* etc., on aura

X = (x — a) (x”-' 4- etc.).
Puisque toute équation a une racine, il existe une valeur b qui, 

mise à la place de x, anéantit a?”-14-etc. ; donc ce facteur est di
visible par x — b ; donc, si on désigne le quotient par x"-' etc , 
on aura xm~' 4- etc. = (a? — b) (arm_î4- etc.), et par suite

X = (x — a) (a? — b) (a:”-’ etc.).

En répétant le même raisonnement, on décompose le polynôme 
a;"-’ -|- etc. comme on a décomposé le précédent xm~' 4- etc. ; et 
en continuant ainsi, chaque opération mettra en évidence un 
nouveau facteur du l,r degré en même temps qu elle diminuera

21 
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d'une unité le degré du dernier quotient. On arrivera donc enfin 
à un quotient qui lui-même sera (lu 1" degré, et dont le premier 
terme sera x. Par conséquent, si on désigne ce quotient par x—l, 
le polynôme X sera décomposé en m facteurs comme il suit :

X — ix— a) (x — b)(x— c)... '. (x — l).
A quoi il faut ajouter que les binômes x — a, x — b, etc , étant 

des facteurs premiers, dans le sens expliqué n° 585, il n’y a au
cun autre système de facteurs premiers qui puisse reproduire X. 
Ainsi, on est sûr qu’aucun binôme nouveau x—a ne peut être 
un diviseur de X.

Corollaire. La possibilité de la décomposition précédente étant 
établie, on reconnaît sur-le-champ (pie l’équation X = 0 doit 
avoir m racines ; car son premier membre devient nul par cha
cune des valeurs x—a, x=b,x = c,... x=l. De plus, elle ne peut 
pas avoir d’autres racines : car s’il en existait une nouvelle, a, le bi
nôme#—a serait un nouveau diviseur dcX,cequiestimpossible(*).

(*) On peut éviter la considération des facteurs premiers en observant que si 
on remplace x par une quantité a différente de a, de b,... de Z, il n’est pas 
possible que X devienne zéro, puisqu’aucun de ses facteurs ne s’anéantit; donc 
l’équation X=o n’a point d’autres racines que a,b,... I.

Donc aussi X ne saurait être divisible par un binôme x—a, différent de x—a, 
de x—b , etc. Car si ceia était, X deviendrait zéro en faisant ®=a, et par con
séquent a serait une nouvelle racine de l'équation. X=0.

Ce raisonnement est fondé sur ce qu’un produit ne peut pas être nul si aucun 
des facteurs ne l'est. Cette assertion, ainsi qu’on l’a déjà remarqué (cor. n“ 38“ ), 
est évidente d’elle-même quand les facteurs sont réels. Mais ici x, a, b, c,.... 
peuvent représenter des quantités imaginaires, et il n’est plus évident que les 
termes du produit ne puissent point se détruire entre eux sans que cela arrive 
dans l’un des facteurs. Par celte raison, la démonstration du texte doit être 
préférée , à moins qu’on ne s’appuie sur le corollaire qu'on vient de rappeler.

Remarque. Si quelques-unes des quantités a, b, c,... sont égales 
entre elles, il n’y a plus m valeurs différentes de x qui vérifient 
l’équation. Cependant on considère toujours le degré de l’équa
tion comme indiquant le nombre des racines ; mais alors on sous- 
entend que plusieurs de ces racines peuvent être égales. Ainsi, 
en supposant qu’il y ait dans l’cquation a facteurs égaux à x — a, 
on dira que parmi les racines il y en a a qui sont égales à, a.

302. Théorème. Dans toute équation ramenée à la forme ordi
naire, les cofficienls sont composés avec les racines a, b, c,... ainsi 
qu’il suit. Le coefficient du 2e terme, pris avec un signe contraire, 
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est la somme des racines; le coefficient du 3” terme est la somme des 
produits des racines multipliées deux à deux; le coefficient du 

terme, pris avec un signe contraire, est la somme des produits des 
racines multipliées trois à trois; ainsi de suite, en ayant soin de 
changer les signes des coefficients des termes de rang pair; enfin, le 
dernier terme, pris avec son signe ou avec un signe contraire, suivant 
que le degré de l’équation est pair ou impair, est le produit de toutes 
les racines.

Dans un produit de binômes tels que x-[-a, x -j-b, x-f-c,..., 
on sait que le coefficient du 2- terme est égal à la somme des se
conds termes des binômes, que le coefficient du 3" terme est égal 
à la somme de leurs produits deux à deux, etc. Or, on a vu tout 
à l’heure que, dans une équation de la forme #w-f-P#m“‘4-etc.=0, 
le premier membre est composé de m facteurs simples x — a, 
x—b, x — c, etc. et que a, b, c, etc. sont les racines de cette 
équation. On pourra donc appliquer ici les règles qu’on vient de 
rappeler, pourvu qu’on ait soin d’y remplacer a, b, c,... par —a, 
— b, — c,... c’est-à-dire par les racines mêmes, prises avec des 
signes contraires. De là résulte le théorème énoncé.

595. Remarque. 11 semble, au premier coup d’œil, que ces re
lations feront connaître les racines. En effet, elles donnent sur- 
le-champ des équations où entrent ces racines, et en nombre égal 
aux coefficients de l’équation (abstraction faite du premier terme 
dont le coefficient est l’unité). Or, le nombre de ces coefficients 
est égal au degré de l’équation ; ainsi on aura autant d’équations 
(pie de racines inconnues. Malheureusement, quand on cherche 
à les résoudre, on est ramené à l’équation proposée elle-même, 
de sorte que la question ne fait aucun progrès.

Pour plus de simplicité, je prendrai l’équation du 3” degré

[1] #’-|-P#î+Q#-|-R = O.

En désignant les trois racines par a, b, c, on aurait, pour déter
miner ces racines, tes trois relations

P = — a — b — c, 
Q==a6-|- ac-f- bc, 
Il —— abc.

Pour en déduire une équation qui ne contienne plus que la seule 
inconnue a, le procédé le plus simple consiste à multiplier la 1” 
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par «*,  la 2e par a, et à les ajouter ensuite avec la 3', membre à 
membre. Il vient d’abord

P«2 + Q« + R =—«3 — a?b — a'c
+ a*b  + «’c + abc

— abc;
puis, en effectuant les réductions et transposant le terme —a8, 

a84-Pa’+Qa + R = 0.
Les inconnues b el c sont ainsi éliminées, mais on arrive à une 
équation tout à fait semblable à la proposée, et dont la résolution 
doit par conséquent offrir les mêmes difficultés.

Il en serait encore de même de l’équation qui ne renferme que 
b ou c. En effet, si au lieu de multiplier les deux premières équa
tions par «2 et a, on les multipliait respectiveinant par à2 et par b, 
ou bien par c’ et par c, et si ensuite on les ajoutait avec la 3e, on 
obtiendrait ces équations,

ô84-Pôs + Q& + R = O, c’ + Pc2 -j- Qc + R = 0, 
et l’on voit que l’on est toujours ramené à des équations entière
ment semblables à la proposée.

On pourrait croire qu’en cherchant quelque autre procédé d’éli
mination , il serait possible de parvenir à une équation d’une ré
solution plus facile. Mais voici un raisonnement qui doit convaincre 
du contraire. Les trois inconnues a, b, c entrent de la même ma
nière dans les trois équations, de telle sorte que ces équations ne 
changent point quand on fait entre a, b, c, telle permutation 
qu’on voudra. De là il suit que les mêmes calculs qui conduisent 
à l’équation finale en a doivent sc répéter pour avoir l’équation 
finale en b ou en c, avec celte seule différence qu’on remplacera 
partout a, par b ou par c. Chacune de ces trois équations finales 
doit donc à elle seule déterminer les valeurs des trois racines de 
l’équation proposée [1], el par conséquent aucune d’elles ne sau
rait être différente de celte équation elle-même.

On arrive encore plus rapidement à celte conclusion en obser
vant que chacune des lettres a, b, c, représente indifféremment 
telle racine qu’on voudra. Donc, lorsqu’on aura trouvé par un 
moyen quelconque une équation qui ne renfermera plus que a, 
ou b, ou c, elle devra déterminer pour valeurs de celte inconnue 
les racines mêmes de l’équation proposée, et par conséquent être 
toute semblable à cette équation.

Observations auxquelles donnent lieu les racines imaginaires.

594. On suppose ordinairement que les coefficients des équa
tions algébriques sont réels; mais on atteindra une plus grande 
généralité en les considérant comme représentant des expressions 
de la forme a-\-b^—1, a et b étant des quantités réelles : car 
cette hypothèse comprend la première en faisant 6 = 0. Dans le 
n“ 589, c’est en donnant aux coefficients ce degré d’étendue, 
qu’il a été reconnu qu’une équation algébrique a toujours au moins 
une racine de la forme a-\-by/—i, réelle ou imaginaire; main
tenant je veux faire remarquer qu’en admettant cette proposition 
comme démontrée, les m racines de l’équation X = 0 ou

[A] xm -j- Pa:”1-1 -j- Qa?"~’ 4- etc. = 0,

doivent toutes avoir la même forme a-{-b^—1.
En effet, soit x = a 4- b yj—1 la racine dont l’existence est dé

montrée. On sait que le polvnome xm 4- etc. est divisible par 
x— (a-\-by/—ï). Or, quand on effectue cette division, les quan
tités a-\-b\J—1, P, Q, etc. ne peuvent se combiner que par addi
tion, par soustraction et par multiplication; donc les coefficients 
du quotient a^-j-etc. seront encore de la forme a-|-&y/—-ï- 
Par suite, l’équation xm~‘ -f- ctc. = O aura aussi au moins une 
racine «’-f-ôV—1 de celte forme, el en divisant a^-'-f-etc. par 
x—(a!-\-b'y/—1), les coefficients du quotient a;”-1-j-etc. seront 
encore de la même forme. En continuant de raisonner ainsi, il est 
clair que le polynôme primitif X se trouvera décomposé en m fac
teurs tels que a;—(a-f- byj—1), et que par conséquent les racines 
de l’équation seront toutes de la forme a-\-by/^ï.

595. Si on considère deux équations conjuguées,

[1] Y4-ZV/=Î=O, [2] Y-Z/=ï=0,

qui ne diffèrent que par le signe de Z —1, et dans lesquelles Y et Z 
sont des polynômes en x dont tous les coefficients sont des nom
bres réels, les racines de l une seront les quantités conjuguées des 
racines de l’autre. En effet, soit x=a-{-by^—i une racine de 
l’équation [1], et soit Y'-j- ZV—1 le quotient de son 1er membre 
par x—a—by/^-ï ; on aura identiquement

[3] (Y'4-Z'/^ï)(®-a—6v/~ï) = Y4-Zv/=Î.
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En effectuant la multiplication indiquée dans le 1" membre, on 
trouve le produit (a? — a)Y'-j-b7/-j-[(x— a)7/ — fcY'Jy/—1. Or, 
en changeant dans les deux facteurs Z' en — Z' et b en — b, on 
voit que, dans le produit, la partie qui ne contient pas y/—1 reste 
la même, et que celle qui contient y/—1 change seulement de 
signe; donc, par cela seul qu’on a l’égalité identique [3], on doit 
aussi avoir

[4] (Y'_ X'y/=Ï)O— «+&y/=ï) = Y-Zy/=î.

üe là on conclut que x—a— b<J—1 est racine de l’équation [2] : 
c’est-à-dire qu’on obtient toutes les racines de cette équation en 
changeant dans celles de l’équation [1] le signe de y/—1. Si on 
ne fait attention qu’aux racines réelles, celte conclusion montre 
qu’elles sont les mêmes dans les deux équations.

596. Une particularité remarquable se présente lorsque les 
coefficients P, Q, R,... sont réels : c’est qu’alors l’équation ne peut 
pas avoir une racine imaginaire a-j- b —1 sans en avoir une se
conde égale à a — b*J —1. En effet, supposons qu’après avoir di
visé X par x—a—b\J—1 on réunisse tous les termes du quotient 
qui contiennent y/—1, et que ce quotient soit représenté par 
Y -f- Zy/—ï, de telle sorte qu’on ait

[5] X— (Y —|—Z y/—l)(æ— a — byj—1).

En effectuant la multiplication, le produit pourra s’écrire ainsi:
[6] X=(x — ajY-j-àZ-j-Ro: — a)Z — àY] y/=î.

Mais puisque X est un polynôme qui ne contient pas y/—1 la 
partie qui, dans ce produit, multiplie y/—1, doit s’anéantir d’elle- 
même ; donc on doit avoir simplement

X = (a? —«)Y 4-ôZ.
Maintenant, dans les deux facteurs de l’expression [5] chan

geons Z en —Z et b en —b. Pour avoir le nouveau produit, il suf
fira de faire les mêmes changements dans l’expression [6], et par 
là elle ne subit pas d’autre altération que celle du signe de la partie 
affectée de y/—1. Or, on vient de voir que cette partie est nulle 
d’elle-même ; donc, on retrouve encore pour produit le poly
nôme X. Ainsi l’on doit avoir

X = (Y—Zv^ï)(®—a-]-ày/^î);

donc la laleur = « — à y/—1 est racine de l’équation X = 0.
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11 suit de là que les racines imaginaires de cette équation sont 

en nombre pair et peuvent se grouper par couples de la forme 
x = a±b —1- En multipliant entre eux les deux facteurs du 
1er degré, qui correspondent à un tel couple, il vient

(x — a — b — 1) (a? — a -|- b —1) — [x — af 4- b’-
— x*  — 2fix- (a*  4- à’).

Ce produit est un trinôme réel du 2e degré, c’est-à-dire que ses 
coefficients sont réels.

On peut donc regarder comme démontrée cette belle proposi
tion : Qu’une équation algébrique à coefficients réels est toujours 
composée d’autant de facteurs réels du 1er degré qu’elle a de racines 
réelles, et d’autant de facteurs réels du 2e, qu’elle a de couples de 
racines imaginaires. CHAPITRE XVI.

TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS. — RECHERCHE DES DIVISEURS.—

THÉORIE DES RACINES ÉGALES.

Transformation des équations.

597. Considérée d une manière générale, la transformation des 
équations a pour objet de déduire d’une équation donnée une 
nouvelle équation dont les racines aient avec celles de la preniière 
une relation connue. Les questions suivantes suffiront pour com
prendre le but de cette théorie et les procédés qu’elle emploie.

Question I. Une équation étant donnée, changer les signes de ses 
racines.

Par là on veut dire qu’il faut trouver une équation dont les ra
cines soient celles qu’on obtiendrait en changeant les signes des 
racines de l’équation donnée ; donc, si on appelles l'inconnue de 
l’équation donnée, et y celle de l'équation transformée, on devra 
avoir x= — y- Ainsi il faut remplacer x par —y dans l'équation 
donnée. Il est clair, en effet, que si une quantité a est racine de 
l’une des deux équations, la quantité —a sera racine de l’autre.

Soit l’équation donnée

[A] x" -]- Px’""1 -j- Q®"-’-}- etc. = 0.
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Après la substitution, les coefficients seront évidemment les memes, 
avec cette seule différence que ceux des puissances impaires de 
l’inconnue auront des signes contraires. Si m est pair, le premier 
terme de la nouvelle équation sera donc ym, et si m est impair, il 
sera —ym. Mais comme il est permis de changer tous les signes de 
l’équation, on peut dans ce dernier cas rendre le premier terme 
égal à ym, el alors ce seront les coefficients des puissances paires 
qui prendront des signes contraires.

Par exemple, si l’équation esl æ3—5a?* —5a?-|-1 = 0, la trans
formée qui aura les mêmes racines, mais de signes contraires, 
sera x3 4~ 5x3 — àx —1 = 0.

598. Question II. Former l'équation dont les racines soient réci
proques de celles d’une équation donnée

[A] a?m4-Pa?m_14-Q^m_2 •••• 4" Ta? 4*  U = 0.

Deux quantités dont le produit est 1 sont réciproques l’une de 

l’autre. Ainsi, la transformée aura pour racines - , si

celles de la proposée [A] sont a, b, c,...; par conséquent il suffira 

de changer dans [A] x en -. Par là il vient 

ou bien, en multipliant par xm, divisant par U, el renversant 
i’ortfre des termes,

599, Question III. Multiplier par une quantité quelconque k les 
racines d’une équation donnée

[A] xm-^- Pxm~,-j- Qxn~3... -f- Ta? 4- U = 0.

L’énoncé exige que les racines de la transformée soient les pro
duits qu’on obtiendrait en multipliant par À toutes les racines de 
l’éq. [A]. Ainsi, y étant la nouvelle inconnue, on aura y==J;x 
ou = f î et par suite l’éq. [A] se change en celle-ci :

A

PW’"-'
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Il est bien évident que la substitution de ka, au lieu de y dans 

cette équation, donne le meme résultat que la substitution de a au 
lieu de x dans l’éq. [A] ; de sorte que a ne peut pas être une racine 
de l’éq. en x sans que ka en soit une de l’éq. en y.

On multiplie par km tous les termes de cette transformée et on 
l’écrit ainsi :

[B] ym + PAym-’ -j- Q^y’’-*...  + W~‘y4- = 0.

Alors on voit que ses coefficients peuvent se déduire de ceux de la 
proposée [A], en multipliant ces derniers respectivement par k\ 
k', k3, ... km, de telle sorte que dans chaque terme de la nouvelle 
équation la somme des exposants de k et y soit égale à m.

La transformation précédente comprend celle qui se proposerait 
de diviser les racines par un nombre k : car celle-ci revient à mul
tiplier les racines par |, el par conséquent à diviser les coefficients 

fb
de l’équation donnée par k3, k1, k3,...

400. Question IV. Transformer une équation, qui a des coeffi
cients fractionnaires, en une autre qui n’ait plus de dénominateurs, 
et dont le premier terme ait toujours l’unité pour coefficient.

Laissant la quantité k tout à fait indéterminée, faisons kx=y, 
el effectuons la transformation du numéro précédent. Les coeffi
cients P, Q, etc. étant fractionnaires, formons un nombre N qui 
soit divisible par chaque dénominateur, et prenons k — N. II est 
clair que dans l’éq. [B] les coefficients PÆ, Qk3,... deviendront 
entiers. Ainsi, on résout la question en multipliant les racines de 
l’équation donnée [A] par un nombre N, qui soit divisible par chacun 
des dénominateurs.

Quelquefois on peut prendre pour multiplicateur un nombre 
moindre. Par exemple, soit l’équation

3a:’ , 5a: 2
2 ’rT~9

En multipliant ses racines par k, la transformée sera 
>,» _ 3ky' 15Â?y _ _ n
y 2 ■T’ 4 9 ’

et les dénominateurs disparaîtront si on prend A = 4 X 9; mais 
il suffira de prendre k = 2 x 3. En effet, il vient

y’ — 9y*  -}- 45y — 48 = 0.
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■401. Question V. Augmenter ou diminuer d'une quantité k les 

racines d’une équation donnée.

[A] æ”,4-P^l4-Qz'”'-5. ..4-Tx+U = 0.

Posons x = k + y, on aura y — x — k-, par conséquent, en sub
stituant y + k au lieu de x, on aura une transformée dont les 
racines seront celles de [A] diminuées de k. Pour qu’elles fussent 
augmentées de k il faudrait changer partout k en —k.

Représentons le 1" membre par f(x) et subslituons-y k 4- y au 
lieu de x, il viendra d’abord {{k -|- y) = 0 ; puis, si on ordonne 
cette transformée suivant les puissances ascendantes de y, la for
mule de Taylor (222) donnera

[cj /'(X) + £^y + Ç^y3... + r=0.

La composition de f(k) egt connue, c’est le polynôme /'(a?) où x 
est remplacé par k\ et quant à /'(A), f"(Js), etc. ce sont les fonc
tions dérivées de f(x) où l’on a fait la même substitution. Ainsi 
l’on a

/'(A)=Am + PA”-14- Qk”1-1... + TA -f- U,
f'tk)=mk'm-*  -J- (m—1)PA”-J + (m—Vfèk*-*. .. 4~ T, 
f''(k}=mfm—1 )A”-’+(m— 1) {m—2)PA”-’4-(nz—2)(m—3)QA”-‘4-..., 
etc.

Par exemple, soit l’équation x3 — 2a?’ — 4x-\-5 = O. On aura 

/•(A)=A»—2A* —4A4-5, /”(A)=3A’—4A—4, fty)=6A—4, /*(*)= 6; 

par suite, en ayant soin de diviser f"(A) par 2, et /"(A) par 2.3, la 
transformée sera

(A’~ 2A’ — 4A + 5 + (3A*  — 4A — 4)y -f- (3A _ 2)y« -f- y» = 0.

402. Question VI. Transformer une équation en une autre qui 
manque d’un certain terme.

Soit toujours l’équation

[A] ®*4-P x”,-‘4-Qz”^,...4-^®4-ü = 0:
faisons x = y 4*  A, y étant une nouvelle inconnue, et k une indé
terminée dont on peut disposer à volonté. Par cette substitution, 
on obtient l’équation désignée plus haut par [CJ. Mais ici j’ordon- 
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lierai celle transformée en commençant par les.plus hautes puis
sances de y, et elle sera

4- P 4- (»i — 1 ) pa 
+ Q

Si 011 veut que le second terme disparaisse, il faut déterminer A 
par l’équation

pjwA4-P = 0, d'où A =------;m

et alors la valeur x = y 4- k devient « = »/-— — . Donc on fait éva- 
m

nouir le second terme d’une équation en substituant à l’inconnue 
de cette équation, une nouvelle inconnue, à laquelle on ajoute le 
coefficient du second terme de l’équation, pris avec un signe con
traire et divisé par le degré de l’équation.

Le 3*  terme disparaît en posant
(»?. — 1) A’ 4- (.m — l)PA-f- Q = 0.

De lit on tire en général deux valeurs pour A; par conséquent il 
existe deux substitutions différentes pour transformer une équa
tion en une autre qui n’ait plus de 3' terme.

L’évanouissement du 4' terme dépend d’une équation du 3e de
gré; ainsi de suite jusqu’au dernier, qui ne disparaît qu’en déter
minant A par une équation toute semblable à la proposée, savoir : 

km _[_ PÂ.m-l TA 4*  U = 0.

Celte ressemblance est facile à expliquer. Égaler à zéro le der
nier terme de l’équation en y, c’est supposer qu’une des valeurs de y 
est nulle : car, lorsque celte équation n’a plus de dernier terme, elle 
se vérifie en faisant y = 0. Par suite la relation x = y-}-k devient 
æ = A; donc on doit prendre pour A une quelconque des valeurs 
de x ; donc A doit être déterminé par la même équation que x.

405. Remarques. Lorsque l’on fait évanouir un terme, il se 
peut qu’un ou plusieurs autres disparaissent en même temps; mais 
il faut pour cela qu’il y ail entre les coefficients de l’équation don
née quelques relations particulières. Supposons, par exemple, 
qu’on demande celle qui doit exister pour que le second terme et 
le troisième disparaissent ensemble. Il faudra qu’on ait à la fois jziA4-P = 0, |m(m —l)A’4-(m— 1)PA4*Q  = O.
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Or, la première équation donne k =—il faut donc que cette 

valeur satisfasse à la seconde, ce qui donne
m(m — 1)P2

2 m’
(m —1)IM

m + Q — O,

ou, réductions faites,

telle serait la condition cherchée. Si de là on lire la valeur de Q 
pour la porter dans l’équation [A] on aura la forme générale des 
équations dont le second el le troisième terme doivent disparaître 
en même temps.

404. 11 ne faut pas croire qu’on puisse, par des transformations 
successives, faire évanouir d’abord un terme, puis un second, 
puis un troisième, etc. : car chaque opération ferait reparaître le 
terme anéanti par la précédente. Soit en effet une équation

xm Qxm~‘ -f- etc. = 0,

qui manque déjà de second terme. La substitution de y 4-A au lieu 
de x donne

(y 4- kr 4- Q (y 4- *)-*  4- etc. = o,
ou, en développant,

y*  4- mky^ 4- [| m(»i — 1)A*  4- Q) y"-14- etc. = 0.
On voit que la valeur de k qui anéantirait le terme en y”1-’ serait 
différente de zéro, et que par suite y"-1 reparaîtrait.

405. Souvent la composition des équations met en évidence le 
succès des transformations. Supposons que l’éq. [A] décomposée 
en facteurs soit
,1[1] (æ —a)(x —6)(x —c). .. = 0;
Si on remplace x par — x, et si on change les signes de tous les 
facteurs, ce qui est permis, il vient (x-j-a) (a? 4*  b)(x 4~c)... = 0; 
et il est évident, à la seule inspection de celte équation, que ses 
racines sont égales à celles de la proposée, mais de signes con
traires : c’est la transformation du n° 597.

Le changement de a? en - dans l’équation [1] donne
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On peut multiplier les facteurs respectivement par - , ~,
CL O c

et changer ensuite le signe de chacun. De cette manière il vient
— (x— —c)'" = 0, é(Iuati011 qui a évidemment

111pour racines -, -,... ainsi que l’exige la question II.

VFaisons æ = T> et ensuite multiplions chaque facteur par k, 

ce qui revient à multiplier toute l’équation par km : on trouve 
(y —Àa)(y—£&)(y —Ac)... = o, équation dont les racines sont 
ka, kb, kc,.... Cette transformation est celle du n° 599.

Faisons, comme au n° 401, #= y-j-A : l’équation [1] devient

(y4-A —a)(y4-A —6)(y4-& —c)... = 0;

et celle-ci a évidemment pour racines a—k, b—k, c—k,... c’est- 
à-dire les racines de la proposée, chacune diminuée de k.

Lorsque, pour faire évanouir le deuxième terme de l’éq. [A], 
p

011 fait x — y----- , les racines de la transformée sontJ m

, P . , P . P .(i n—« b -4-—, c •+-—.... 7 m 1 m

donc (592), puisque a 4- b 4- c... =. — P, leur somme sera

«4-6 4-C...4-—= —P4-P = 0:

c’est-à-dire que l’équation en y n’aura point de second terme, ce 
qui est en effet le but de la transformation.

40G. Dans les questions que nous avons traitées, il y avait entre 
l’inconnue primitive x et la nouvelle inconnue y une relation fort 
simple : mais quelle que soit cette relation, la marche à suivre sera 
toujours la même. Ainsi, on exprimera d’abord celte relation par 
une équation, puis on en tirera la valeur de x en y, puis enfin on 
substituera celte valeur dans l’équation proposée.

Il pourrait se faire que l’équation de relation entre x et y fût 
trop compliquée pour être résolue par rapport à x. Alors il faudra 
éliminer x entre cette équation et la proposée, par les méthodes 
qui seront exposées plus tard.
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Recherches des diviseurs des équations.

407. La résolution des équations serait complète si l’on pouvait 
toujours, lorsqu’une équation est donnée, déterminer un diviseur 
de cette équation : car alors on descendrait par des réductions suc
cessives jusqu’à des équations du 1er degré. En effet, soit

X = 0
l'équation proposée, Y un diviseur de X, el Z le quotient, cette 
équation se changera en

YZ = O.
Or, pour satisfaire à celle-ci, il faut et il suffit que l’un de ses fac
teurs soit zéro; ainsi on aurait à résoudre séparément les deux 
équations

Y = 0, Z = 0,
qui sont de degré moindre que X. Semblablement chacune d’elles 
se décomposerait en deux autres, el ainsi de suite, de sorte que la 
résolution de l’équation X = 0 finirait par s’abaisser à des équa
tions du rr degré. Malheureusement, on verratoutà l’heure qu’en 
général la recherche des diviseurs est un problème au moins aussi 
difficile que la résolution de l’équation proposée elle-même.

* Quand on parle des diviseurs d’une équation X=0, il faut tou
jours, pour donner plus de précision au langage, entendre que 
cette équation est ramenée à la forme ordinaire

[a] xm 4- Pa?"-*  + Qz’"-*  + etc. = 0,
et que les diviseurs sont aussi des polynômes en x, ayant tous, 
comme X, 1’unilé pour coefficient du 1" terme. Alors, tout divi
seur d’un degré supérieur au premier ne pourra être qu’un pro
duit de quelques-uns des fadeurs simples del’équation : autrement, 
il y aurait plusieurs manières de la décomposer en facteurs pre
miers, ce qui est impossible.

De là il suit que l’équation doit avoir autant de diviseurs du 
2e degré, du 3 e, etc., qu’on peut former de produits en multipliant 
2 à 2, 3 à 3, etc. scs m facteurs simples. Ainsi (209),

le nombre des diviseurs du 2' degré — ,2
, _ j _- , _ , , m{m—i)(m—2)le nombre des diviseurs du 3' degré =----- .

etc.
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408. Expliquons maintenant comment on procède à la recherche 

de ces diviseurs. Supposons qu’on demande ceux du 2" degré.
Ils doivent tous être de la forme a?-\-px-\-q, et les coefficients 

p et q doivent être tels qu’on puisse diviser exactement X par 
x*-\-px-\-q.  En conséquence, on effectuera cette division jusqu’à 
ce qu’on ail un reste de degré moindre que ce diviseur, c’est-à-dire 
du 1er degré; el alors on remarquera que si p el q avaient des va
leurs convenables, les termes en x dans ce reste devraient se déT 
truire entre eux, et les termes sans x se détruire aussi entre eux. 
Or ce reste sera de la forme Ax -j- B, A et B étant des quantités 
dans lesquelles entrent les inconnues p et q combinées avec les 
coefficients de l’équation proposée : il faudra donc poser

A=0, B = 0;
el la résolution de ces équations, si elle était possible, ferait con
naître p et q.

Tous les procédés imaginés pour opérer une telle résolution ra
mènent toujours à résoudre une équation unique qui ne contient 
plus qu’une seule inconnue, et qu’on nomme équation finale. Ces 
méthodes d’élimination seront expliquées plus loin; mais on peut 
reconnaître dès à présent à quel degré doit s’élever l’équation finale 
de laquelle dépend p ou q. En effet, il doit y avoir autant de valeurs 
pourp ou q que l’équation a de diviseurs du 2e degré; par consé
quent chacune de ces quantités, considérée séparément, doit 
être déterminée par une équation du degré — 1).

Si m = 3, ce degré = 3 ; mais si m surpasse 3, il est >m. Ainsi, 
au delà du 3" degré, pour connaître p ou q, on est conduit à une 
équation de degré plus élevé que la proposée, et par conséquent 
plus difficile à résoudre, sauf les cas particuliers.

En général, si on cherche un diviseur du degré n, l’équation 
finale, de laquelle dépend un coefficient quelconque de ce divi
seur, doit s’élever au degré

w(m — l)(m — 2)...(m — n-f-l)
2.3 .......... n

Quand on suppose n = i ou» = m-1, celte formule devient 
égale à m. Mais si on fait successivement n = 2, 3, 4..., elle 
donne des nombres croissants tant qu’on a n<in— n-f-1, ou, 
ce qui est la même chose, »<|(m-|-1).

Passé celle limite, elle donnera des nombres décroissants qui.



336 LEÇONS D’ALGÈBRE, 
seront, dans un ordre inverse, les mêmes que les précédents. 
Ainsi, en général, la détermination d’un diviseur de degré supé
rieur à 1, et inférieur à m — 1, dépend d’une équation plus élevée 
que la proposée.

409. La recherche des diviseurs d’une équation peut encore se 
faire par un procédé qui en général est plus commode, et qui con
siste à introduire dans le calcul, comme autant d’inconnues dis
tinctes, les coefficients du quotient aussi bien que ceux du divi
seur. Tous ces coefficients sont en nombre m, et on les détermi
nera d’après la condition que la multiplication du diviseur par le 
quotient reproduise l’équation proposée terme pour terme.

410. Pour première application, cherchons les diviseurs du 2e 
degré de l’équation du 3e; et comme on peut toujours faire éva
nouir le second terme de celte équation, je supposerai qu elle soit

x*  + Qx -j- R — 0.
Conformément à la première méthode (408), je diviserai 

«’-j-Qx Il par x~-\~px-\- q.
æ’ + Qx-j-R I x1 px g

— x?—px* —qx | x —p

—^’+CQ —y)^+ R 
-\-pxl -j- ptx -j- pq

(Q—?4-p*)^4-R4-p?-
Parvenu au reste du 1er degré, je dois égaler à zéro le multipli

cateur de a? dans ce reste, ainsi que la partie indépendante dex : 
l’on a ainsi ces deux équations

?4-Q = o. p?4-R = o.

Pc la 2' on tire q = — —, et par suite la 1" devient

p’4-Qp4-R = O.
C’est de celle-ci qu’il faudrait tirer les valeurs de p ; et ensuite on 
calculerait les valeurs correspondantes de q.

Cette équation est toute pareille à la proposée, et cela était 
facile à prévoir. En effet, chaque diviseur du 2e degré devant être 
le produit de deux diviseurs du 1", le coefficient du 2' terme de 
ce diviseur est la somme de deux racines de l’équation proposée, 
chacune prise avec un signe contraire. Or, cette équation man
quant de deuxième terme, la somme de ses trois racines est zéro ! 
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donc la somme de deux quelconques d’entre elles, prises avec des 
signes contraires, est égale à la troisième; donc les valeurs de p 
ne sont autres que les racines mêmes de l’équation proposée.'

411. Pour seconde application, cherchons encore les diviseurs 
du 2e degré de l’équation du 4e,

4- Qæ2 4~ R^+s=0.
En suivant le procédé du n° 409, on posera 

(æ*  -\-px-\-q') («‘ 4- p'x 4- g') = x' 4- Q^2 4- Ræ 4" s ;
et, après avoir effectué la multiplication, on égalera entre eux les 
multiplicateurs des puissances semblables de x. On a ainsi, pour 
déterminer les inconnues p, q, p', q', ces quatre équations

p4-p' = 0, q + q'+pp' = Q, p'q+pq'=R, qq' = S. 
Les trois premières donnent

p— p, g — 2p , q— 2p 

et par suite la quatrième équation devient
(p’4-ûp—R)(p’4-O^4-R)_c 

4p‘ ’
ou bien, toutes réductions faites,

p6 4- W*  4- CQ2 — 4S)p’ — R‘ = 0.
Cette équation est du 6' degré; mais comme elle ne contient 

que des puissances paires de p, on peut prendre p’ pour incon
nue, et elle ne sera plus que du 3'. Si on pouvait en tirer les trois 
valeurs de p’, elles feraient connaître pour p six valeurs, égales 
deux à deux et de signes contraires; et ensuite on calculerait fa
cilement les valeurs correspondantes de p', q et q'.

Il suffit de connaître une seule valeur de p pour qu’on puisse 
résoudre l’équation du 4' degré : car alors elle se décomposera en 
deux équations du 2' degré, dont les racines seront celles de la 
proposée. C’est ainsi que Descartes a ramené le 4e degré au 3' ; 
mais ce procédé reste sans succès dans les degrés supérieurs.

La seule inspection de l’équation en p a suffi pour juger qu’elle 
doit s’abaisser au 3' degré, et il semble que ce ne soit là qu’un 
résultat heureux et tout à fait inattendu. Cependant rien n’était plus 
facile à prévoir. En effet, si on désigne par a, b, c, d, les quatre 
racines de l’équation proposée, les valeurs de p devront être

— a — b, —a — e, —«—d, —b — c, —b—d, —c — d.
22
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( h-, celle équation.n’ayant plus de <2' terme, on a «+&4- c+<Z=0; 
donc les trois dernières valeurs de p sont égales et de signes con
traires aux trois précédentes ; donc l’éq. en p ne doit contenir 
que des puissances paires de p.

412. Je ne quitterai point ce sujet sans donner un dernier 
exemple de la facilité.avec laquelle kl composition des équations 
fait prévoir certaines particularités du calcul.

Prenons l’équation complète du 4' degré,
x3 _l_ -f-.Qx*  4- Ito 4-, s=0.;

et représentons toujours par.x’-f-^x 4-q un quelconque de ses 
diviseursdu 21' degré.dci la somme des racines a 4- —;P,
el les six valcurs.de p ne seront plus égales deux.à deux et de si
gnes contraires; mais ce qu’il y a de très-remarquable, c’est que 
si on cherche l’éq. en p et si on en fait évanouir le 2' terme au 
moyen de la règle connue (402), les autres puissances impaires 
de l’inconnue devront aussi disparaître.

Pour le démontrer, remarquons encore qu’en appelant a, b, c, d, 
les quatre racines de l’éq. en x, les six valeurs dep sont

— a—b, —a—c, —a — d, —b — c, —b — d, —c — d\ 
donc, si on représente l’équation en p par p’-j-P'p5 4- etc. = 0, 
le coefficient P' sera la somme de ces six quantités prises avec des 
signes contraires, et l’on aura

P =. 3 (« + 6 4*  e -j- d).
Pour faire disparaître le second terme de l’éq. en p, il faut prendre 
une nouvelle inconnue p' et poser p = p'—£P'. Oc cette relation 
on tire

p’=ïp-HP';

donc en remplaçant, dans cette expression, p par scs six valeurs, 
et P' par 3(a -j- b -f- c 4- d), on aura les six valeurs de p' :

p ~~- — u — b 4~ ^(o H” è c -j- ^(—u — b -j- c -|- d),
p' = — a — c -|- à (a -f- b -f- c -f- d) = £(— a — c b 4- d), 
y = — a — d-f- -j- 6-j- c 4- d) = i(— « — d-{-&-f-c), 
,p'=—6—,c 4-ï(a4- Z»4-c4-.d) = ^(— b — + «4~.d), 
p' = —b—d 4-i(a 4-.4-c 4_d) = |(— b — d-f-.a-l-r), 
p'= — c — d 4-^(a 4_ 6 4-e 4-d) = c - d 4-zj 4-A).

Alors on voitclaircment que les trois dernières sont égales et de 
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signes contraires aux trois premières; donc l’éq. en p' 11c devra 
renfermer que les puissances paires de p'.

Théorie destraeines égales.

415. Quand une équation est divisible par une puissance de 
x— a, elle a autant de racines égales à « qu’il y a d’unités dans 
l’exposant de la puissance, et alors cette racine est dite double, 
triple, quadruple, etc., selon que l’exposant de la puissance est 2, 
3, 4, etc. La recherche des racines égales revient donc à celle de 
diviseurs tels que (x—a)’, (x— a)3, etc., et sous ce rapport, on 
pourrait.la comprendre dans celle des diviseurs en général. Mais 
comme elle constitue à elle seule un point essentiel de la théorie 
des équations,, je dois ici la traiter d’une manière spéciale.

Soit l’équation
[A] «’’■ 4-+ . + '1^4-11 — 0,

dont je désignerai le 1er membre indifféremment par X et par 
/(a:). Quand elle a des racines égales à a, il est clair qu’après 
l’avoir divisée par a? — a, l’équation résultante doit se vérifier en
core en y faisant x — a. Or, en introduisant cette hypothèse dans 
le quotient rapporté n° 590, il devient

ms”"1 + (»i — 1 ) Pam~! (m — 2) Qa”-’... 4- T,
et ce résultat est le même qu’on obtiendrait en substituant a au 
lieu de x dans le polynôme

maf- 4- (m — 1 ) Px”-’ 4- {m — 2) Qx-3... + T ;

donc ce polynôme doit s’évanouir par cette substitution; donc il 
est divisible par a: —a. Or il n’est autre que le polynôme dérivé 
qui sc désigne par f (a?); donc le facteur x — a est commun à f(x') 
et à f(x).

Réciproquement, si x — a est facteur commun à ces deux po
lynômes , 011 sera sfir que l’éq. /"(x) = 0 a des racines égales à a ; 
car alors il est évident que la substitution de a au lien de x fait 
évanouir à la fois f\x) et le quotient de f(x) par x ■— a.

Ce qui précède montre bien que le plus grand diviseur com
mun de /'(x).avec f\x} ne doit contenir que les facteurs égaux de 
Z(x), mais on ne voit pointa quels degrés ils s’y trouvent..Quoi
qu’il soit facile d’y parvenir par les considérations dont je viens

valcurs.de
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de faire usage, je préfère reprendre en entier la théorie des ra
cines égales par un procédé qui me paraît plus simple.

414. Considérons d’une manière générale les polynômes déri
vés de f(x), et montrons comment ils sont composés avec les fac
teurs de f(x). D’abord, par la formule de Taylor (222), on a 

f(x + A) = /’(«) 4- A + A’+-g§ A’ 4- etc.

Maintenant soit f(x) = (x — a) (x — A)(a: — c)... : en changeant 
x en x 4- h ou h 4- x, on aura

f(x 4- A) = (A -j- x — a) (h -j- x — ô) (A -j- x — c)....

On peut donc regarder f(x -j- A) comme un produit de mi binômes, 
qui ont A pour premier terme, cl dont les seconds termes sont 
x — a, x— b, x— c, etc. Par suite, les règles connues (212) dé
termineront la composition des multiplicateurs des diverses puis
sances de A. Ainsi, la partie indépendante de h sera égale au 
produit des m facteurs (x—a)(x— b)(x—c)...; la quantité qui 
multiplie A sera égale à la somme des produits de ces facteurs mul
tipliés mi — 1 à mi — 1; etc. On vient de voir que ces mêmes quan- 

/’tei f"(x)
tités sont représentées par f(x), '—y-, e^c' ’ sor*e ^ue 

composition des polynômes dérivés se trouve mise en évidence.
Si l’on se borne au seul polynôme f{x), on pourra donc dire 

qu’un polynôme du degré mi étant donné, son polynôme dérivé 
est égal à la somme des produits de ses facteurs simples combinés 
mi — 1 à mi — 1 ; et comme ccs produits peuvent s’obtenir en divi
sant successivement f(x) par chacun des mi facteurs x — a, x — b, 
x — c,.... on aura encore

Cela posé, admettons que l’éq. f(x') = 0 ait des racines égales, 
ou, ce qui est la même chose, que f(x) renferme des facteurs éle
vés à des puissances; et soit

f(x) = (x — a)n (x — b)n' (x — c)(x — d)..-
On ne prend ici que deux facteurs élevés à des puissances; s’il y 
en avait davantage, le raisonnement ne changerait pas.

On vient de démontrer que le polynôme f(x) est égal à la somme 
des quotients qu’on obtiendra en divisant successivement f(x) par
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chacun de ses m facteurs simples; donc, puisque n facteurs sont 
égaux à x — a,eiri égaux à a?—A, on aura

/ n(x —a)n~'(x— b)n'Çx— c)(x—d).....
I 4-n’(«—d)n(x—A)n'-‘(x—c)(x—d).... 

f(x)= < 4-(^—a)n(x— b)n' (x—d)....
I 4- (#—-a)n(x—b)n'(x—c)....
\ 4~ etc.

Mettons en évidence les facteurs communs aux différentes parties 
du second membre; et, pour abréger, posons 
jj_ ( n(x A)(a? c)(x—d)...-\-n'(x—iï)(x—c)(«—</)...

( ~l~(x a)(x—b)(x—d),..-j-(x—a)(x—b)(x—c)...4-etc.: 
on aura

f' (x) = (x— a)”-1 (x— b)n'~' II.
Par là on voit que le produit (x—ay'~'(x—b')n’~' divise à la fois 
les deux polynômes f'x) et f'(x); je dis en outre qu’il est leur plus 
grand diviseur commun. Pour qu’il en fût autrement, il faudrait 
au moins qu’un des facteursx—a, x—b, x—c, etc., qui sont dans 
f(x';, pût diviser II : or, x—a manque dans la première partie de II 
et se trouve dans toutes les autres, x—b manque dans la seconde 
et se trouve dans toutes les autres, ainsi du reste ; donc aucun des 
facteurs de f(x) n’appartient à II.

Si les exposants n et n' étaient égaux à 1, l’éq. f(x) = 0 n’aurait 
que des racines inégales. Alors se réduirait à II, et le raison
nement précédent prouverait qu’il n’existe aucun facteur commun 
entre f(x) et f'(xf

Donc, pour qu’me équation f(x) = 0 ait des racines égales, il faut 
et il suffit que le premier membre et son polynôme dérivé aient un 
diviseur commun; et si on cherche leur plus grand diviseur commun, 
on aura le produit des facteurs égaux de f (x), élevés chacun à une 
puissance moindre d’une unité.

41». Telle est la proposition fondamentale sur laquelle repose 
la recherche des racines égales : je vais la démontrer encore d’une 
autre manière. Dans la formule de Taylor, telle qu’elle est écrite 
n° 222, mettons-y a au lieu de x, et x—a au lieu de A : par là 
æ4*A  deviendra x; donc f(x+h; deviendra f(x), et l’on aura

/■(«) = A») 4- (^—fl) 4- Çy (x—af....
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De celle manière le polynôme / (x) est transformé en une suite 
ordonnée suivant les puissances de x—a, et c’est sur cette trans
formation que repose la nouvelle démonstration.

Si a est racine de l’éq. f(x)=O, on a /’(a) = O; donc f(x} con
tient le facteur x—a dans toutes ses parties; donc /'O) est divi
sible par x — a:c’est ce qu’on savait déjà. Si a est une racine 
simple, on est certain que f(«; ne sera pas zéro, ou, ce qui esl la 
même chose, que x—a ne sera pas facteur dans f' (ar) ; en effet , si 
cela était, f(x) contiendrait le diviseur (as—«)’, et dès lors a serait 
au moins racine double.

Maintenant, supposons que l’éq. /'(as) = O ait n racines égalés 
à «, ou, en d’autres termes, que (a?—a)” soit la plus haute puis
sance de x—a qui soit facteur dans /'(as). Pour qu’il en soit ainsi, 
il faut, dans le développement ci-dessus, que toutes les parties 
où x—a se trouve à un exposant moindre, soient milles d’elles- 
mèmes; donc, on doit avoir /’(a) = o, f'(a) — 0, f"(a) — 0,... 
... o ; et remarquez bien que /"(a) n’est pas zéro, au
trement f (x) serait, divisible par (a? — a)n+1, ce qui est contre La 
supposition.

Il suit de là que si on pose les équations
lfW=0, f(®)=0, r(x)=0......... ^>(ar)=O,

elles auront toutes la racine a, et, par conséquent, leurs premiers 
membres seront tous divisibles par x — a.

Par hypothèse f(a;) contient le facteur x — a à la puissance n : 
je vais faire voir que f\x) le contient à la puissance n — 1. Faisons 
pour la transformation faite plus haut pour f(x~) : on aura

r (a) -f- (*-«)  + (x-a)'....

Plus haut on a démontré que /”(a) = 0, /*'(a)  = 0, .... f"*' ,)(«)=°, 
et que/^(a) n’est pas zéro; donc, dans le 2' membre ci-dessus, 
les parties qui précèdent (x — sont zéro; donc le 1”nombre 
/’(x) est divisible par (x—et ne l’est point par une puis
sance plus élevée de x—a.

On pourrait prouver semblablement, si cela pouvait être utile, 
que A est divisible par (a: —«)"-*,  f”(as) par («—a)"-*,...  et 
enfin /^n-1) (x~) par x—a.
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Ce qui a été dit de (as—a)" supplique àdout autre facteur qui se 

trouve élevé à une puissance dans f{x). Ainsi, en admettant 
que f(x} contienne aussi le facteur (x— b)"', le polvnome dé
rivé /” O) contiendra aussi (as—à)"'-1. Comme d’ailleurs on a fait 
voir que les facteurs simples de f(x~) ne peuvent pas se trouver 
dans f'(x), on conclut de nouveau, ainsi qu’on l’a fait à la lin du 
n° précédent, que les facteurs égaux de f(x) sont aussi facteurs 
dans f'(x), et que le plus grand commun diviseur de ces polynômes est 
le produit dés facteurs égaux dé f(x), élevés chacun à unepuissance 
moindre d’une unité.

416. Développons les conséquences qui découlent de cette pro
position. Quelle que soit l’équation donnée X = 0, désignons par 
X' le polynôme dérivé de X, et par D le plus grand commun di
viseur de X et de X'. On est sûr que D est le produit des facteurs 
égaux de X, pris chacun une fois de moins, c’est-à-dire que les 
facteurs doubles y sont à la 1" puissance, les facteurs triples à 
la 2e, etc. Si D est numérique, c’est que l’équation n’a point de 
racines égales.

Cherchons de même le plus grand diviseur commun E entre le 
polynôme D et son dérivé. 11 devra être le produit des facteurs 
multiples de D, à’ une puissance moindre d’une unité : de sorte 
qu’il contiendra les facteurs triples de X à la lre puissance, les 
quadruples à la 2‘, etc. Si E est un nombre, il n ÿ aura pas dâns 
X = o de facteur dont le degré surpasse 2.

Cherchons encore lfe plus grand diviseur commun F entre le 
polynôme E et son dérivé. Supposons que F contienne encore 
l inconnue x, mais qu’il n’en soit plus ainsi du commun diviseur 
de F ebde son dérivé. Alors on sera sûr que dans X les facteurs 
de l’ordre le plus élevé sont ceux du 4', el que F est le produit de 
ces facteurs abaissés au 1" degré.

Désignons séparément par X1( X8, Xs, X*.  les produits des fac
teurs de chaque degré de multiplicité, mais chacun pris une seule 
fois, savoir :.par Xt le produit des facteurs simples, par X» celui 
des facteurs doubles, par X3 celui des facteurs triples, par X» 
celui des facteurs quadruples. On aura

X = X1Xî’Xs’Xt‘, D = XSX,«X?, E = XSX?, F = X4. 
De là, en divisant chaque égalité par la suivante, on tire
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puis, en divisant chacune de celles-ci parla suivante

Ainsi on voit qu’on pourra toujours trouver X,, X8, X3, Xt, et par 
conséquent ramener la résolution de l’équation X=0 à celle des 
équations partielles

X, = 0, X8 = 0, X3 = 0, X, = 0, 
qui contiennent isolément les racines de chaque ordre de multi
plicité, mais chacune prise une seule fois. Lorsqu’une des quan
tités Xi, X„ X3,... sera égale à un nombre, on sera averti par là 
que les racines dont l’ordre de multiplicité répond à cette quan
tité manquent dans l’équation X=O.

417. Appliquons ce qui précède à l’équation
x7— xe — 4xs -j- 4xi -f- 5x3— 5xs— 2x-{- 2 = 0.

Ici on a
X = x7— x* — 4xs -|- 4x‘-|- 5x8— 5x’—2x-f-2, 
X' = 7xe — 6x5 — 20x4 + 16a:’ + 15x2 — 10a; — 2 ;

et, en cherchant le plus grand commun diviseur de X et X' 011 
trouve 1) = x? — x7 — x -j-1 : par là on est déjà certain que l’équa
tion a des racines égales.

On cherche de même le plus grand diviseur commun E, entre 
le polynôme D el son dérivé D'=3x2—2x—1. On trouve E=x—1 ; 
et par là on est sûr que l’équation a des racines triples. Puisque E 
est du 1er degré, elle n’en admet point d’un degré de multiplicité 
supérieur au 3e.

En conservant à Xt, X8, X3, le même sens que tout à l’heure, 
on aura donc

XiXj’Xa3 = X = x7 — x“ —4x*  etc.,
X8X32 = D = x8— a?2 — x-|-1,

X3 = E = x — 1.
En divisant la 1" égalité par la 2e, et la 2' par la 3', il vient

XiXiXs = x4 — 3x2 2,
XtX3 = x2—1.

X5 = x — 1.
Puis, en traitant encore ces égalités de la même manière, on a 

Xi = x’ —2, X8 = x-f-l, X’ = x—1.
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L’équation peut donc s'écrire ainsi (x2 — 2)(x + l)*(x  — 1)’= 0; 
et par suite elle se partage en celles-ci, x2—2=0, x-{-l=O, x—1=0.

On en tire x = ± V2, x = — 1, x = 1 : donc, enfin l’équation 
proposée est entièrement résolue. + ^2 et — vz2 sont deux ra
cines simples, —1 est une racine double, -]-l est une racine triple.

418. Quelquefois 011 veut décomposer une équation X = 0, qui 
a des racines égales, en deux équations dont l’une renferme les 
racines inégales, et l’autre, les racines égales, mais chacune une 
fois seulement. Voici une manière d’y parvenir. Après avoir trouvé 
le plus grand commun diviseur Y entre X et X', on cherchera le 
quotient de X par Y; el ce quotient que je nommerai Z, sera le 
produit de tous les facteurs égaux ou inégaux de X, mais pris 
chacun une seule fois. On cherchera donc le plus grand commun 
diviseur V entre Z et Y; et V sera le produit des facteurs égaux 
de X, tous abaissés au 1er degré. Puis on divisera Z par V ; et le 
quotient V, sera le produit des facteurs simples. En conséquence, 
les deux équations demandées seraient V, = 0, V = 0.

CHAPITRE XVII.
DE l’élimination et de quelques-unes de ses applications.

Forme générale d’une équation à deux inconnues. — Comment on reconnaît 
que la valeur d’une inconnue convient à deux équations.

419. Lorsqu’uneéquation algébrique ne contienlque des termes 
entiers et rationnels par rapport aux inconnues, on a déjà dit (GG) 
que le degré de cette équation est la somme des exposants des 
inconnues, dans le terme où cette somme est la pluslorte.

L’équation générale du degré mj, entre deux inconnues x et y, 
doit donc renfermer tous les termes où la somme des exposants 
<lc x et de y 11c surpasse point m. Or, 011 peut réunir dans le pre
mier membre, sous un seul multiplicateur, tous les termes où l’une 
des inconnues, x par exemple, est affectée du même exposant, et 
ordonner ensuite par rapport à x. En conséquence l’équation gé
nérale du degré m peut se mettre sous la forme

[A] Ax- -j- Bx"-1 + Cx"-2... -|_ Gx -f- Il = 0.
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Ici A' est une quantité qui ne contient point y, aulrementle de
gré de l’équation surpasserait m ; B est un polynoine du 1er de
gré en y de la forme fr-}- b'y, dans lequel b et bx sont des quanti
tés connues; C est un polynôme de la forme ainsi
de suite jusqu’à H, qui représente en général un polynôme du 
degré m, de la forme /«4- hly-\-hiy't... + hmym-

Lorsqu’une équation est incomplète, c’est-à-dire lorsqu’elle ne 
renferme point tous les termes que comporte son degré, ii fauf 
supposer, dans l’équation générale, que les coefficients des termes 
manquants sont égaux à zéro.

Comme il est permis de diviser une équation par l’un de ses 
coefficients, il semble que l’on peut supposer A = 1, sans ôter à 
l’éq. [A] sa généralité : mais alors elle ne.comprendrait pluscellcs 
qui manquent de premier terme. Par exemple l’équation du 2? degré 

x’;+ (fr -f- bgjjx -j- c + Ciÿ Cjy2 = 0
ne pourrait pas donner l’cquation particulière

(64-2y>4-3 + 2y-3y2 = O.
420. Après avoir divisé l’éq. [A] par l’un de ses coefficients, il 

en reste autant d’indéterminés qu’il y a de termes, moins un, dans 
l’équation. Ce nombre est donc égal à 2 + 3 4- 4 ... 4- (m 4-1), 
c’est-à-dire à

|za[2-|-(»*  4-1)1, ou |jw(z»4*3)-
Cette formule indique à combien de conditions données une 

équation du degré m peut satisfaire au moyen d’une détermina
tion convenable des coefficients. Par exemple, on pourra en gé
néral faire en sorte qu’elle admette des solutions données en 
nombre égal à ces coefficients.

421. C’est ici le lieu d’expliquer comment on reconnaît qu’une 
valeur attribuée à l’une des inconnues convient à deux équations.

Soient deux équations
M = 0, N = 0, 

entre deux inconnues x et y, et soit p une valéur donnée de y. Si 
011 substitue p au lieu de y dans M et N, les résultats, que je dési
gnerai par M' et N', seront en général fonctions de x. Or, il est 
étidènt que la valeur p de y 11c convient aux équations données 
qu’autant qu’il existe au moins une valeur de x propre à rendre 
nulles en même temps lès deux quantités M'et N'; donc ces quan
tités doivent avoir un commun diviseur fonction de x.
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Il est clair, d’ailleurs, que cette condition suffit : car, si D est 
te commun diviseur, et si 011 pose 1) = 0, chaque valeur x = «, dé
duite do cetto équation, étant substituée dans M' et N', rendra ces 
polynômes égaux àzéro; par conséquent, en faisant àlafoisæ=a 
et y = p dans M et N, ces quantités s’évanouiront, c’est-à-dire que 
les équations proposées seront satisfaites.

Donc, en général, deux équations à deux inconnues étant don
nées, pour qu’une valeur attribuée à l'une des inconnues convienne 
à ces équations, il est nécessaire et il suffit qu'en la substituant dans 
ces équations, elle leur fasse acquérir un commun diviseur fonction 
de l autre inconnue; et, si l’on égale ce commun diviseur à zéro, on 
aune équation dont les racines sont les valeurs correspondantes de 
l’autre inconnue.

422. Ce principe montre aussi comment s’achève la résolution 
de deux équations à deux inconnues, lorsqu’on,est arrivé, par un 
moyen quelconque, à une équation Y = 0, dont les racines sont 
les valeurs de y, et qu’on a déterminé toutes ces racines.

Si l’équation Y = 0 renferme, outre les vraies valeurs de y, des 
valeurs étrangères aux équations proposées, on les reconnaîtra à 
ce qu’elles ne feront point acquérir à ces équations de commun 
diviseur fonction de x, et,on doit les rejeter. Au contraire, si une 
valeur de y vérifie les proposées, indépendamment de toute valeur 
de x, il est clair qu’en lui adjoignant telle valeur de x qu’on vou
dra, les équations seront toujours satisfaites.

425. En général, la résolution de deux équations à deux in
connues consiste à trouver tous les systèines de valeurs qui, substi
tuées au lieu des inconnues, peuvent satisfaire aux deux équa
tions, et l’on ramène toujours celte détermination à la résolution 
des équations à une seule inconnue. Pour réduire ainsi la ques
tion, il faut donc déduire des équations données une équation où 
il n’y ait plus quiune inconnue ; et tel est en effet l’objet des mé‘- 
thodes d’élimination. L’on regarde comme parfaites celles qui 
conduisent à une équation finale, ayant pour racines toutes les,va
leurs de cette inconnue sans complication de valeurs étrangères.

Élimination dans quelques cas fort simples.

424. Lorsqu’on sait résoudre l’une des deux équations par rap
port à l'une des inconnues, on pourra éliminer cette inconnue 
par le procédé déjà expliqué n“ 82, et que je vais rappeler ici.
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Les deux équations étant représentées par
M=0, N = 0,

supposons qu’on sache tirer de N=0 la valeur de x en fonction 
de y, et qu’on ait

« = f(ÿ) ■
on est assuré que celle fonction, substituée au lieu de x dans l’équa
tion N = 0, rendra N identiquement nul, sans qu’il soit besoin 
d’attribuer de valeur particulière à y. Mais cette inconnue y doit 
être telle qu’en mettant /Xy) à la place de x dans la première 
équation, M devienne aussi identiquement nul; donc il faut 
prendre pour valeurs de y les racines de l’équation qui résulte de 
cette substitution.

L’équation ainsi obtenue sera donc l’équation finale en y; cl, si 
on peut la résoudre, il n’y aura plus, pour avoir les valeurs cor
respondantes de x, qu’à substituer successivement chaque valeur 
de y dans la formule x=f(y). Quoique ce procédé soit fort simple, 
cependant le calcul exige quelquefois desprécautionsquel’exemple 
suivant apprendra à ne point négliger.

Soient les équations
[1] 24a;24-20a?y4-5y2—84 = 0,
[2] 32a:2—15y2 -j-28 =0.

La seconde donne
a: = ±|v/2(15y* —28);

et en substituant ces valeurs dans la lre, on trouve
65y’ ± lOy ç/2(15y2 —28) — 420 = 0.

On ne peut pas résoudre cette équation sans la ramener à une 
forme rationnelle, et c’est à quoi l’on parviendra en isolant le 
radical dans un membre et en élevant ensuite les deux membres 
à la puissance marquée par l’indice du radical. Ce procédé doil 
être remarqué, parce qu’il est d’un usage presque continuel.

On isole donc le radical, et l’équation devient

[a] ± 1 Oy v/2(15y*  — 28) = 420 — 65y’,
puis on élève chaque membre au carré, et l’on trouve, toutes ré
ductions faites,

[0] y‘ — 40y2-M44 = 0.
Cette équation se résout à la manière du 2e degré, et donne 

y=4-2, y = -2, y = 4-6, y = —6.
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Pour avoir les valeurs correspondantes de x, il y a une attention 

à avoir, sans laquelle elles seraient fautives. A cause du signe ±, 
qui était devant le radical l’équation [g] équivaut à ces deux-ci :

[«'] 4- 10yç/2(15ys— 28)=420 —65y2,
[«4 — 10y\/2(15y2—28) = 420 — G5y2.

Or, si on pouvait résoudre séparément chacune d’elles les valeurs 
dey tirées de [a'] devraient être substituées dans la formule

® = 4-iv/2(lôy’-28);
et les valeurs de y tirées de [«"], dans la formule

a? = —^ç/2(15y2 —28).
11 faut donc distinguer parmi les valeurs de y celles qui appartien
nent à chacune des équations [a'] et [a"J. Le moyen le plus simple 
consiste à les substituer dans ces équations ; et l’on reconnaît ainsi 
que les valeurs y=4-2, y=—0, vérifient [a'], tandis que les deux 
autres, y=—2, y=-]-6, vérifient [«"]. En conséquence, les équa
tions proposées admettent quatre solutions, savoir :

425. Lorsque les deux équations sont du même degré par rap
port à l'inconnue qu’on élimine, il convient d’abaisser préalable
ment l’une d’elles au degré inférieur, au moyen de la soustraction, 
ainsi qu’on l’a déjà fait (n*  194, Ex. III) pour les équations 
a:’4-Pa:4-Q = 0, a?+P'a: 4-Q’ = 0.

Les équations [1] et [2] seront donc mieux traitées en leur appli
quant celte observation, puisque l’une d’elles sera remplacée par 
une équation du 1er degré en x. Toutefois, il faut auparavant rendre 
le coefficient de x*  égal dans les deux équations, ce qui se fera en 
multipliant l’éq. [1] par 4, et l’éq. [2] par 3. Alors, en les retran
chant l’une de l’autre, il vient

80a,y 4- 65y*  — 420 = 0, d’où x = --7"*̂-.
lby

Cette valeur étant portée dans l’éq. [2], on obtient, toutes réduc
tions faites, l’équation finale déjà trouvée yi — 40y24-144 = 0. 
Les valeurs de y qu’elle détermine sont y=4-2, —2,4-6, —6; 
et par suite la formule qui exprime x en y donnera pour valeurs 
correspondantes, « = 4-1,—1,—4,4-4.
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426. Souvent ht résolution des équations s’obtient immédiate
ment en remarquant qu’elles sont décomposables en facteurs. 
Supposons, par exemple, que deux équations aient été ramenées 
à celles-ci

G» — ?/)(y’—«* —i) — 0, 
(«*+ y3) (y3 + a;’ — y) = 0.

Pour les résoudre, il faut chercher toutes les valeurs de a? et de y 
qui peuvent rendre nuis à la fois un facteur de la 1” et un facteur 
de la 2e. On a donc à résoudre séparément ces quatre systèmes 
d’équations.

\x—y=0 (a? — y = 0 (y3—x3—1=0 (y3 — x3—1=0
I x3-j-y3=O, ( y’-j-a?—y = 0, («’4-y3=0, (y’-f-a;* —y—0. 

Je laisse au lecteur le soin d’effectuer les calculs, et je passe à des 
considérations plus générales.

élimination par la méthode du plus grand commun diviseur.

427. On fera subir d’abord aux équations les simplifications 
qu’on va expliquer. Soient les équations à résoudre

M = 0, N = 0.
Ordonnons le polynôme M par rapport à y, cherchons le plus 

grand commun diviseurdes multiplicateursdesdiversespuissances  
de y, et divisons'!!parce diviseur. Ensuite ordonnons le quotient 
par rapport à x, cherchons le plus grand commun diviseur des 
coefficients des diverses puissances de x, et divisons encore le 
quotient par ce diviseur. Alors nous pourrons décomposer M en 
trois facteurs, l’un fonction de x, le second fonction dey, le der
nier fonction de x et de y. Désignons-les par U, IJ', U", et l’on 
aura AI = UTJ'U".

On pourra décomposer semblablement le polynôme N; et, en 
nommant V, V' V", les trois facteurs, on aura N=VV'V".

Maintenant, il se peut que les facteurs U et V fonctions de x 
aient un diviseur commun ; qu’il en soit de même des facteurs IJ' 
et V' fonctions de y; et encore de même des facteurs U" et V" fonc
tions de x et y. Désignons ces trois sortes de diviseurs communs 
par d, d', d"; et l’on décomposera M et N comme il suit :

M = dd'd" x uu'u", N = dd'd" X w'v".
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Examinons présentement les diverses manières dont on peut sa

tisfaire aux équations proposées 31 = 0, N =0. D’abord il est évi
dent qu’on y satisfait en égalant à'zéro l’un des facteurs communs 
d, d', d". Or, si on pose d=0, cette équation ne contiendra qu’une 
seule inconnue x ; et quand on l’aura résolue, on aura un nombre 
limité de valeurs de x , mais on pourra joindre à chacune d’elles 
une valeur quelconque de y. Si on pose d'=0 on aura un nombre 
limité de valeurs de y, mais on pourra joindre à chacune d’elles 
une infinité de valeurs de x. Enfin, si on pose l’équation d" = 0, 
comme d7 contient x ét y, on pourra donner une valeur arbitraire 
à 1 une de ces inconnues, à a:, par exemple, et alors cette équa
tion fera connaître les valeurs correspondantes de y. Ainsi, cha
cun des facteurs communs d, d', d", détermine une infinité de 
solutions.

Les autres manières de satisfaire aux équations proposées con
sistent à égaler à zéro, en même temps, l’un des facteurs w, u', u", 
de la première, et l’un des facteurs v, v', v1', de la seconde. On ne 
peut pas avoir à la fois w=0 et r=0, car ces facteurs ne contien
nent que x et n’ont plus de facteur commun, de sorte qu’aucune 
valeur de x ne peut les rendre nuis tous deux ensemble. Par une 
raison semblable, on ne peut pas avoir en même temps w' = 0, 
«' = 0. De plus, il est clair que si on égale à zéro deux facteurs, 
dont l’un ne soit fonction que d’une inconnue, il ri’y aura, pour 
résoudre ces deux équations, d’autres difficultés que celles des 
équations à une seule inconnue.

Mais il n’en sera plus de même si on pose

w" = O, »"=0:

car chacune de ces équations contientx et y. 11 faut une méthode 
nouvelle pour les ramener à la résolution des équations à une seule 
inconnue, et.c’est celte méthode qu’on va exposer. On doit bien 
faire attention qu’elles ne renferment plus de facteurs dépendants 
de x seul ou de y seul ; et, en outre, qu’il n’existe entre elles aucun 
facteur commun fonction de x et y : c’est en cela que consistent 
les simplifications que j’avais en vue.

428. Pour éviter les accents, supposons que les dernières équa
tions dont on vient de parler, et qu’il s’agit de résoudre, soient 
représentées par

i[i] A=0, B=0.
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Ayant ordonné ces équations par rapport àx, supposons que celte 
inconnue soit à un plus haut degré dans A que dans B, ou à un 
degré égal ; divisons A par B et arrêtons l’opération des qu’on est 
arrivé à un reste qui ne pourrait plus se diviser sans mettre dans 
le quotient des dénominateurs fonctions de y. Représentons par R 
ce reste, et par Q le quotient trouvé; on aura

a = bq + r.
De celte égalité on conclut que si certaines valeurs de x et de y 
rendent nuis A et B, elles doivent donner aussi R = 0; donc elles 
doivent se trouver parmi les solutions des équations

[2] B = 0, R = O.
Réciproquement, les valeurs de a? et de y qui vérifient ces équa
tions doivent donner A = 0, et satisfont par conséquent aux pro
posées; donc on peut remplacer le système des équations [1] par 
celui des équations [2],

Pour plus de simplicité, supposons, ce qui n’arrive que dans des 
cas particuliers, que la division ait conduit, sans placer y dans 
aucun dénominateur, à un reste de degré moindre, par rapport 
à a?, que le diviseur B. Divisons maintenant B par R, et supposons 
encore que, sans mettre y en dénominateur, on ait trouvé le reste 
R'. Les éq. [2] pourront être remplacées par deux autres plus sim
ples encore, savoir :

[3] R = 0, R'=0.
Si R' est de degré moindre que R, on divisera à son tour R par 

R' ; et l’on continuera de diviser ainsi chaque reste par le suivant.
En supposant que chaque division nouvelle conduise d’elle- 

même à un reste de degré moindre en x que le diviseur, sans qu’on 
soit obligé de mettre au quotient des dénominateurs fonctions de y, 
on arrivera nécessairement à un reste indépendant de x. Soit R' ce 
reste‘.alors les éq. [3] tiendront lieu des proposées; et comme la 
seconde, R'=o, ne contient qu’une seule inconnue, elle fera con
naître les valeurs de cette inconnue ; et ensuite la première, R=0, 
fera trouver les valeurs correspondantes de x.

429. Il n’y aurait rien à ajouter sur la résolution des éq. [i], 
si les divisions pouvaient toujours se faire avec les conditions énon
cées ; mais il n’en est ainsi que dans des cas très-particuliers. Ce
pendant, pour que les conséquences trouvées précédemment ne 
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soient pas infirmées, il faut que les quotients ne contiennent y 
dans aucun dénominateur.

En effet, reprenons les éq. A—-0, B=0, et supposons que Indi
vision de A par B ne puisse point conduire à un reste de degré in
férieur à B sans placer y en dénominateur au quotient. En dési

gnant ce quotient par g, K étant fonction de y, on aurait

A LPA=t + K.
Si 1 on met pour x cl pour y des valeurs qui rendent nuis A et B, 

il peut se faire que K devienne nul aussi : alors devient ~ et 

peut avoir une valeur finie ou infinie; et par conséquent R peut 
lui-même prendre une semblable valeur. Donc on ne peut plus af
firmer que toutes les solutions des éq. A=0, B=0, se trouvent 
parmi celles du système B=0, R=0. La réciproque ne serait pas 
plus vraie, car B et R étant réduits à zéro, K pourrait être aussi 
réduit à zéro, et dès lors le second membre pourrait n’être point 
nul; donc A lui-même pourrait n’être pas nul.

On évitera les fractions comme dans la recherche du plus grand 
commun diviseur. Remarquons d’abord qu’il n’y a plus de facteur 
commun fonction de y dans les différents termes de B; en sorte 
que si l'on multiplie le dividende A par le coefficient du premier 
terme de B, ou bien, lorsque cela suffit, par quelques facteurs de 
ce coefficient, la division deviendra possible, et aucun facteur com
mun n’aura été introduit dans A et B. Mais cette multiplication 
peut ajouter aux équations proposées des solutions étrangères: en 
effet, si C représente ce multiplicateur fonction de y, Q le quotient, 
et R le reste, on aura

CA = BQ + R;
et celle égalité prouve que les solutions des éq. B=0, R=o, sont 
les mêmes que celles deséq. GA=0, B=0. Or, ces dernières équa
tions se partagent en deux systèmes, savoir:

[A = 0, B = 0] et [C = 0, B=OJ:

donc, outre les solutions des équations proposées, les éq. B = O, 
R = 0, feront encore trouver celles des éq. C=0, B = 0. Il faudra 
donc résoudre ces dernières, dont l'une C = 0 ne contient que y, 

23 
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puis substituer les valeurs correspondantes de x et y dans 
l’éq. A=0; et les couples de valeurs qui ne satisferont point à cette 
équation devront être de trop parmi les solutions des éq.B=O. 
R=0. Par conséquent ces couples devront être supprimées.

La question est ainsi ramenée à résoudre les deux équations

B = 0, R = 0.

On examine d’abord s’il y a dans R des facteurs fonctions de y ou 
de x. Supposons qu’il en existe, désignons-lcs par f et f, et soit r 
le quotient de R par ff'\ on pourra décomposer R en ff'r, et par 
suite remplacer les équations précédentes par les trois systèmes

[B=O, /==0], [B = O, /” = O], [B = O, r = OJ.

Les deux premiers n’offrent aucune difficulté, car f ne contient 
que y, et f ne contient que x : occupons-nous du troisième.

B et r n’ont aucun facteur commun : car s’il y en avait un, il 
devrait se trouver dans A et B, ce qui est contraire à la supposi
tion. De plus, ni B ni r ne renferment de facteur fonction de y seul 
ou de x seul; donc on peut traiter les équations

B = O, r = O,

tout à fait comme les proposées A=O, B=O. Ainsi, on les rem
placera elles-mêmes par deux autres

r = 0, r' = 0,

qui seront dans le même cas que les précédentes, mais dont la 
seconde, r'=0, sera de degré moindre en x que la première, 
r=0.

Celles-ci à leur tour pourront se remplacer par deux autres, 
dont la seconde sera encore de degré moindre que r' = 0.

En continuant ces opérations, qui sont en tout semblablesà celles 
qu’on ferait sur AelB si l’on avait à chercher le plus grand commun 
diviseur de ces polynômes, on arrivera toujours à un dernier reste 
qui ne contiendra plus l’inconnue x. Supposons que ce reste soit 
r' : alors les équations proposées dépendent des équations r =0, 
r'=0, lesquelles ne peuvent offrir aucune difficulté, puisque la 
deuxième ne contient plus que la seule inconnue y.

U ne faut pas oublier qu’en remontant des équations r=o, r — 0, 
aux précédentes B=0, r=o, il peut se faire qu’il y ait quelques 
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solutions à ajouter et d’autres à supprimer; qu’il peut encore en 
être de même en remontant des éq. B=0, r=0, aux éq. A=0, 
B=0; et ainsi de suite, s’il y avait un plus grand nombre de di
visions successives.

450. La méthode qui vient d’être développée conduit, en gé
néral, non aune seule équation en y, mais bien à plusieurs, dont 
quelques-unes peuvent donner pour cette inconnue des valeurs 
fausses. Quand on aura reconnu toutes celles qui entrent vérita
blement dans des solutions communes aux deux équations, il sera 
facile, si cela est nécessaire, de les réunir dans une seule équa
tion, qu’on prendra alors pour l’équation finale; mais cette réu
nion est rarement utile.

Quand on a fait toutes les simplifications préliminaires (427), 
les polynômes que l’on soumet aux divisions successives ne peu
vent plus avoir de facteurs communs; et, comme ces divisions 
sont absolument les mêmes qu’on ferait pour déterminer le plus 
grand commun diviseur des deux polynômes, on est certain de 
ne point arriver à un reste nul.

Mais il peut se faire que les termes en y se détruisent dans le der
nier reste, et que ce reste se réduise à un nombre. Alors ce reste 
ne peut pas être rendu égal à zéro ; et de là on doit conclure que 
les équations proposées sont impossibles ou incompatibles, à 
moins qu’il n’y ait eu des solutions supprimées dans le cours du 
calcul, et dont la méthode a appris à tenir compte.

451. Exemple I. Soient les équations
(— 2-r5 —2) y*  —2x3—2x8 — 2 a: -j- 1 ) y*  -{- (ar’ — 2a? -f- x) y=0,
(— x -J- l)y5-p(—x’-j-xiy'-^Çx3—xt)y,-^-(xi—x,)y,— 0.

Il y aura de nombreuses simplifications, car elles se décomposent 
en facteurs comme il suit,

y(x~l)Çx-{-y)X(x+l')(x,— '2y—l) = 0, 
y(a?— l)(a? + y) Xy(a:’ —y’) = 0.

En égalant d’abord à zéro les facteurs communs, chacun à son 
tour, il vient

t y = 0, (y indét. ( y indét.
(arindét. i*  = l, tx = —y;

et, en égalant ensuite les autres facteurs à zéro, on a quatre sys
tèmes d’équations, savoir
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1er système 1
x, "T" 

2e' système J 

3' système f 

Ÿ système j

jj d'où

d’où

•z* —y! =o 
a?+l =0
xs—y5 =0 
x!—2y—1 =0 j

d'où

d’où

(y=o
( a?=—i ;
(y=9 ty=o
( X—1, ( X——’l 9
( x——1 ix=—1
lÿ=l, >.y=—1;
(y=l+s/2 iy=l-v'2
l ^=±(1+^/2), ( x=±(l—v/2).
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Exemple III. On propose de résoudre les deux équations 

(y— l)a?’ + 2a;— 5y + 3 = 0, 
yxi + 9.r —10// — 0.
Première division.

(y—l)x*  2a:—5?/4-3
(y—1 )//•/■’ -|- 2ya;—5y! -j- 3y

—+/—+,+*+( — 9,y+9+ +1 Qy ~—t Qy

//./■’+9. r— 10//
//-l
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Dans les trois premiers systèmes, toutes les solutions, excepté 
x —— 1 et y =— 1, sont déjà connues; et dans le 4e, celles où 
l’on a x —— y le sont aussi : de sorte qu’on ne trouve véritable
ment que trois solutions nouvelles, savoir :

(y= — l (?/ = l-K/2 p = l-v/2 
U= — 1, U=l + s/2, U’=l — v'2.

Exemple II. On propose de résoudre les deux équations

a? — 3yx! 4- (3ÿ!—y +1)3? — yz + ?/’ — -y—°>
a1 — lyx +y' — y — 0-

Ces équations ne se décomposent point en facteurs; c'est pour
quoi l’on passe immédiatement aux divisions successives. II en 
sera de même des exemples III et IV.

(—7y4-9>4-5f—7y
Puisqu'on a multiplié par y, il faut résoudre les équations y = 0, 
ya:2 +9a:—lOy = 0, lesquelles donnent a? = 0, y = 0; el exami
ner si ces valeurs rendent le dividende égal à zéro. Comme cela 
n’arrive point, il s’ensuit qu elles forment une solution étrangère 
qu’il faudra supprimer.

Deuxième division.
yxi-j-9x—lOy

( (—7 y 4- 9) y.r2 + (— 63y + 81 > yx 4- (— 5/7+Ty*  — 63y + 81J 
( + 70//2—90y
—....................+(—5ys+7y*).r

(—7y + 9)a+5 y-—1y

Première division.
x* —3ya:!+(3y’—y+1)®—?/3+y’—2y x’—iyx + y'—y

— a’+ 2ya-!+(— y’ -j- y)x x —y
— yx’+(2y,+ l)x—y’+y’—2y 

//a;2—2//’x+y" —y-___
x—iy

Deuxième division.
x'—'2,yx-\-y'-—y x — 2y

— a,!+2yx X

y’—y
Donc les équations finales sont x—iy — O,yt—y=O. L’on en tire

(— 5y3+7ys—63y + 81'jx+70y’—90//
(—5y’+..7y+9>—490y’+1260yî—810?/

—................+25y5—70y4+364y:î— 846y’+567//
25y5—70y4— 126y’+ 414y2—243y 

Les équations qu’il faut résoudre sont donc
(— 7y + 9)x + 5y‘ — 7y = 0,

25y ’ — 70y4 — 126y:i + 414y!— 243?/ = 0.
La 2r donne, ainsi qu’il est facile de le vérifier,

— 3±3vOO
y —0, y=l, y = 3, y =--------5--------,

(y=o (y = i
(.r==0, lx=î;

et comme on n’a introduit ni supprimé aucun facteur, ces deux 
solutions sont celles des proposées elles-mêmes.

et, en substituant ces valeurs dans la lr' équation, on obtient 
pour x les \aleurs correspondantes

a: — 0, x — 1, a — 2, a — — 5 ç 10.

Dans la deuxième division, on a élé obligé de multiplier le 
dividende par —7y + 9, mais aucune solution étrangère n'a été 
introduite. Il y a donc seulement à supprimer, dans les cinq 
solutions ci-dessus, celle qui a été introduite par la première di-
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vision. Il reste ainsi, pour les équations proposées, les quatre 
solutions suivantes :

—1

(37 = 1,

( 3+3VW
5 - 

\x — — 5— \/10,

—3 — 3/10
5 _ 

— 54-v/lO.

Exemple IV. Soient encore les équations

^’ + (8y — -f- ?/9 — 1y -f- 12 = 0,
.r! — (4y + 1)37-}-y*  -}-5y = 0.

Première division.
a? + (8y — 13)3? + — 7y -}-12 | x>— (4y-j-l)g-|-y*-|-5y

—xi + ^y + ^x—y'—by I 1

(12y—12)37—12y+12
Ce reste se décomposant en facteurs 12(y — 1) {x — 1), les calculs 
se simplifient, et l’on a ces deux systèmes d’équations :

(y—1=0 (x —1=0
(a?* —(4y-|-l)3? + yî4-5y=0, [x* —(4?/-}-l)z-}-y’-}-5y=O.

Chacun d’eux se résout immédiatement, et l’on trouve

Perfectionnements ajoutés à la méthode précédente.

[y = t fy =0 fy =—i
(zr = 2, U=l, (a? = 1.

452, Pendant longtemps, on a cru qu’en soumettant deux équa
tions aux opérations du plus grand commun diviseur, le dernier 
reste donnait immédiatement la véritable équation finale sans au
cune complication de racines étrangères. Dans la Correspondance 
de l'Ecole Polytechnique, tome II, j’ai corrigé cette erreur, et les 
modifications que j’ai proposées alors ont été adoptées dans l’en
seignement. De là est résultée la méthode expliquée dans le pa
ragraphe précédent, n"’ 427-450. Mais cette méthode a elle-même 
reçu de M. Labatie, en 1832, de notables perfectionnements, qui 
ont été reproduits par M. Sarrus sous une forme élégante, en 1834, 
et que je vais développer ici d’après ces auteurs. Je diviserai cette 
exposition en trois parties.

Première partie. Quand il faut résoudre deux équations entre 
deux inconnues x et y, le mieux est toujours d’effectuer les sim
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plifications indiquées n° 427; mais, pour 1 explication qui va 
suivre, il suffira que les deux équations ne renferment plus aucun 
facteur algébrique indépendant île l’inconnue x par rapport à la
quelle on ordonne. Considérons donc deux équations qui rem
plissent cette condition et désignons-les par

A = 0, B = 0,

B étant en x de degré inférieur ou égal à A. Divisions A par B, en 
ayant soin démultiplier A par les facteurs nécessaires pour arriver 
à un reste de degré moindre que B, sans prendre de quotient frac
tionnaire; représentons l’ensemble de ces facteurs par c, le quo
tient par y, et le reste par Br, r étant le produit des facteurs de 
ce reste qui ne contiennent point x. Après cette division, faisons 
tout à fait de la même manière celle de B par B; puis, après cette 
2' division, faisons-en une 3e; et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on 
obtienne un reste indépendant de x.

Je supposerai, pour fixer les idées, que ce reste vienne après 
la 3e division, et que ces divisions donnent

[1] cA = B<? -f- Br
[2] c,B = Bÿi + Rih,
[3] csR = Rjÿj -}- rs.

On pourra, si on le veut, regarder r et c comme premiers entre 
eux. En effet, s’il n’en est pas ainsi, soit d le plus grand commun 
diviseur de c et r, l’égalité [1] donne - A = ^ -j- R De là, on 

conclut que d doit diviser By ; et comme B ne renferme plus de 
facteur indépendant de x, il s’ensuit que d doit diviser q.

Or, rien n’empêche de supposer ces simplifications déjà faites 
dans l’éq. [1] avant de passer à la 2' division. On peut même ajouter 
qu’alors q ne devra avoir aucun facteur commun avec c ni avec r, 
car un facteur qui serait commun à q et à c, par exemple, devrait 
diviser Br, et comme R n’en renferme aucun qui soit indépendant 
de x, il devrait se trouver dansr; par conséquent c et r au
raient encore un facteur commun, ce qui est contraire à la sup
position. Les égalités [2] et [3] donnent lieu à des observations 
semblables.

Il sera bien, dans la pratique, pour éviter les calculs compli
qués, de faire en sorte que c et r n’aient en effet aucun facteur
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commun, qu’il en soit de même de rt et n, aussi bien que de c. 
et r2: mais les explications que je vais donner ne l’exigent point.

Revenons maintenant aux égalités [1], [2], [3]. De la première 
on conclut que si des valeurs de x et de y donnent A=0 et B=0, 
elles don eut aussi donner Rr = 0 : de sorte que toutes les solu
tions des équations proposées sont comprises dans les deux sys
tèmes [B=0, r = 0]el [B = 0, R = 0].

Semblablement, l’égalité [2] prouve que les solutions du système 
[B=0, R=0] doivent être comprises parmi celles des deux systèmes 
[R=O,r1 = O]et [R=0, R>=0].

Par l’égalité [3] on reconnaît que lcssolutions du dernier système 
[R=0,Ri=0] sont elles-mêmes renfermées dans le système unique 
[R1=O,f,=Ô].

Donc enfin toutes les solutions des proposées A = 0, B = 0, se 
trouvent parmi celles des trois systèmes

[4] [B=0, r=0], [R=O,r, = O], [^ = 0,^ = 0].

Mais on ne pourrait pas dire que réciproquement toutes les so
lutions de ces divers systèmes conviennent toujours aux propo
sées. En effet, l’égalité [2], par exemple, montre bien qu’une so- 
ution des deux éq. R=0, r,=0, doit donner B=0 si r, n’a aucun 
facteur commun avec c,, ce qu’il est permis de supposer; mais 
l égalité [1] prouve que ces valeurs doivent rendre cA=0, ce qui 
peut avoir lieu sans qu’on ait A = 0.

De là il suit qu’en arrêtant ici le raisonnement, il resterait à exa
miner, dans chaque cas particulier, quelles sont parmi les solu
tions des systèmes [4] celles qui doivent être rejetées : de sorte que 
la méthode déjà exposée n’aurait fait aucun progrès. MaisM. La- 
batie a eu l'heureuse idée de former les égalités successives par 
lesquelles chacune des quantités A et B est liée avec deux restes 
consécutifs quelconques, afin de reconnaître si ces égalités n’of
friraient point d’elles-mêmes des exclusions qui restent inaperçues 
dans les égalités [1], [2], [3]. Or, voici comment se font ces calculs.

Deuxième partie. Nommons d le plus grand commun divi
seur de c et r, divisons l’égalité [1] par d, observons que q doit 

être divisible par d, posons ~ = G, et alors on aura

^A = GB+Rj
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Multiplions celle égalité par c,, puis remplaçons dans le 2' 

membre c,B par sa valeur [2] : il vient

A = G (Ry, -j- R,r,) c, R -

4”~^K -|-GRi/'i.

Nommons dt le plus grand commun diviseur de avec , el di

visons l égalité par d, : le multiplicateur de R devra être divisible 

par <i,, el en posant4-^- = G,, 011 aura

^A = G,!l + Gn,i,

égalité dans laquelle-^-, j- el G, sont des quantités entières.

Multiplions cette égalité par c,, remplaçons c,R par sa valeur [31, 
il viendra

A = G)(R1ÿj -j- rs) (.c?Ri^-

= ^01?» 4—4"

Soit d, le plus grand commun diviseur de —el rt : en divisant 

tout par d,, on reconnaît que le multiplicateur de Rt est divisible 
par d,, et en posant^’ 4*  = G., il vient

cctc, 
ddxd.. A — G2Ri -|-

Main tenant formons les équations analogues dans lesquelles on 
fera entrer B au lieu de A. A cet effet on multiplie l’égalité [2] par c, 

on divise par ddly on poseH , ou H,; et on trouve

:g-B = HIR4-HR,5..
ddt 1 1 di

Il est bien entendu que H est entier, et par suite aussi H,. En
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multipliant cette égalité par c.2, divisant par dt, remplaçant c5R 
par sa valeur [3], et posant + !-^-p — II2, on obtient enfin

Cé?lC*2  p 

w2
H2R,+ 11, g.

Ainsi, en réunissant sous un seul coup d’œil toutes les égalités 
qui précèdent, on voit que, pour abréger, on a fait

r _ f*?1 i g»r 
'■* ~ d, dd. '

c_ (n<7î i Gcsr,
J2— </, +~diï’

et que par suite on a trouvé

Par ces égalités, on conclut sur-lechamp que leséq. A=O, B=O, 
sont vérifiées par les solutions de chacun des systèmes suivants :

Par exemple, les solutions du 1er système doivent évidemment

réduire -, A à zéro; et comme -, et □ sont des fonctions en y seul d d d J
qui n’ont plus de facteur commun, les valeurs de y qui entrent 

dans ces solutions ne doivent point donner = 0 ; donc c’est A 

qui devient zéro par les solutions dont il s’agit. En appliquant aux 
égalités [6] et [8], ou aux égalités [7] et [9], un raisonnement tout 
semblable, on reconnaîtra que A et B doivent devenir zéro par 
toutes les solutions des deux autres systèmes.

Si on compare tes systèmes [4] de la page 360 avec les trois 
systèmes ci-dessus, on voit que les quantités r, n, n, peuvent 

contenir des facteurs qui ne sont plus dans J"» sorte que 

les systèmes [10] peuvent réellement être plus simples.
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Troisième partie. Il y a plus : on va démontrer maintenant 

qu’aucune solution des équations proposées n’échappe à ces trois 
systèmes ; et c’est ce qu’on fera en formant successivement les 
différentes relations dans chacune desquelles se trouvent A et B 
avec une des quantités r, i\, rt. On pourrait les tirer immédiate
ment des éq. [1], [2], [3], de la page 359, mais il sera mieux de 
profiter des calculs déjà faits pour établir celles de la page 362.

L’égalité [5] est la première de celles qu’il faut trouver. Pour 
avoir les autres, on élimine R entre [6] et [8], et ensuite on éli
mine Ri entre [7] et [9]. De cette manière, en mettant A et B dans 

un seul membre et se rappelant que = H, il vient d’abordU

HA — GB = R^,
a

^(H,A - G,B) = (GH, - HG,)R, , 

^-(HlA-G1B) = (G1Hl-HIÜj.

Mais il s’opère dans les seconds membres des réductions remar
quables, qu’on obtient en se rappelant la signification de G, G,, 
Gs, II, H,, H,. En effet, il est facile de voir qu’on a

en conséquence, les trois relations dont il s’agit, si l’on a soin d’y 
supprimer les facteurs communs, se réduiront à celles-ci :

[HJ

[12]

[13]

HA —GB = + R^,

La dernière prouve que si une solution [x = «, y = p] con
vient aux équations A =0, B=0, la valeur y— p doit rendre nul
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l’un des facteurs r-, or, si elle donne t=0» il esl clair
d di d. a

que la solution [a? = a, y = 8] se trouve parmi les solutions du 
système f B = 0, £ = o |.

Si, par la valeur y = ft, on a = o sans avoir £ = 0, l'égalité 

[11] prouve que la solution [a?=a, y=p] doit donner R=0; donc 
elle se trouve parmi celles du système J K =0, ^ = 0 |-

Que si la valeur fi donne y = 0, sans donner-.=0 ni =0, l’éga- 

lilé [12] prouve que la solution [æ = a, y = p] satisfait à l’éq. R,=0; 
donc elle esl comprise dans le système plt=:O, ~^=0 |.

Ce qui vient d’être dit démontre que les éq. A=0, B=0, n’ont 
pas de solution qui ne soit comprise dans l’un des systèmes [10]; 
on a démontré auparavant que toute solution appartenant à l’un 
de ces systèmes doit convenir aux éq. A=0, B=0 : donc enfin on 
peut remplacer les deux équations par l’ensemble de ces systèmes, 
sans craindre de négliger de véritables solutions ni d’en admettre 
de fausses.

435. Quand on considère l’élimination comme ayant pour objet 
de donner une équation finale en y dont les racines soient les 
valeurs de cette inconnue qui font partie des solutions communes 
aux deux éq. A—0, B=0, il est clair qu’on pourra prendre,pour 
cette équation finale,

C £lr2 = 0 
ddt d, '

Les valeurs de x qui correspondent aux racines de l’éq.^ = ° 

sont données par l’éq. B = 0; de sorte que si Besl du degrém par 
rapport à x, la même valeur de y pourra se trouver dans n solu
tions : par cette raison, M. Labatie regarde l’équation finale 

y*comme devant renfermer à la puissance n. Par une raison sem

blable , en désignant par n' et n" les degrés de R = o et R> = 0 
par rapport à x, celle équation devra contenir les facteurs
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(Ù.) , //.Y : en conséquence, il prend pour équation linale 
............... . G)W=°-

Ces considérations sont assez conformes à l’esprit de l'analyse ; 
mais dans les applications elles ont peu d’utilité.
■ Je n’ai emprunté à M. Labatie qu’une partie de son travail, 
mais il pousse plus loin ses investigations. A l’égard des facteurs 
Introduits à chaque division, il montre comment ces facteurs peu
vent reparaître dans les divisions suivantes ; et à l’égard de l’équa
tion finale, après avoir remarqué celle qui précède, il l’abandonne 
bientôt pour en établir une qu’il regarde comme plus complète. 
Sur tous ces points je renverrai à l’ouvrage même de l’auteur.

454. Lorsque deux équations ont des facteurs communs, ces 
facteurs donnent lieu à une infinité de solutions, ou, ce qui esl 
la même chose en d’autres ternies, à des solutions indéterminées; 
c’est ce qu’on a déjà remarqué en parlant des simplifications pré
liminaires qu’on peut faire subir à deux équations qu’on se propose 
de résoudre. Mais lorsqu’il n’y a plus de facteur commun, les 
différents systèmes par lesquels on remplace ces deux équations 
ne peuvent présenter aucune indétermination, par conséquent 
je n’ai rien, sur ce sujet, à ajouter à ce qui est déjà connu.

Quant aux solutions infinies, il n’en a été rien dit; et d’ailleurs 
on reconnaît facilement que les raisonnements par lesquels on est 
passé ne leur sont point applicables : ainsi elles exigent une dé
termination spéciale. Cette détermination est importante dans 
plusieurs questions de géométrie analytique, mais aussi alors il 
est rare qu’elle offre de sérieuses difficultés, tandis qu’en la pré
sentant d’une manière générale, abstraction faite de toute appli
cation , elle pourrait être mal comprise. C’est pourquoi je me 
bornerai à remarquer ici qu’on peut trouver les valeurs d’une 
inconnue y, auxquelles répondent des valeurs infinies de l'autre 

inconnue or, en faisant d'abord x — —,, et ensuite x' — Q.x

Sur l’élimination entre un nombre quelconque d’équations.

45ti. Jusqu’ici les équations à résoudre étaient au nombre de 
deux seulement. Supposons qu’on en ait trois entre les inconnues 
a:, y, z : pour parvenir à une équation finale en z, on pourra éli
miner d’abord x cuire la première cl chacune des autres; puis, 
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y entre les deux équations résultantes. Mais alors, les plus grands 
soins sont à prendre pour écarter les fausses solutions; et ce 
qu’on dit ici de trois équations s’applique à plus forte raison aux 
cas où il y en aurait davantage.

Bezout, dans sa Théorie générale des Équations, s’est beaucoup 
occupé de celte branche épineuse de l’analyse; mais les méthodes 
qu’il propose, outre les difficultés théoriques dont elles ne sont 
pas exemptes, exigent des calculs si compliqués qu’on doit les re
garder comme impraticables. Je me bornerai à énoncer ici, sans 
démonstration, le théorème dû à ce savant, savoir que : Si entre 
des équations en nombre pareil à celui des inconnues, on élimine 
toutes les inconnues hors une, le degré de l’équation finale devra 
être tout au plus égal au produit des degrés de ces équations.

456. Toutefois, sans entrer ici dans aucun détail sur la réso
lution des équations, il est facile de reconnaître que si elles sont 
en meme nombre que les inconnues, elles n’admettront en géné
ral qu’un nombre déterminé de solutions.

Supposons qu’on ail n équations entre n inconnues zr, y, -,.....
si on considère l’une quelconque d’entre elles, on doit accorder, 
lors même qu’on ne saurait pas la résoudre par rapport à x, 
qu’elle détermine pour celte inconnue un certain nombre de va
leurs a, a', a", a”,.... qui généralement seront des fondions des 
autres inconnues y, -,... En substituant a dans les équations res
tantes, on aurait n — 1 équations qui ne contiendraient plus que 
n — 1 inconnues, de même en substituant a', on aurait un autre 
groupe de n—1 équations entre n—1 inconnues; et ainsi de suite 
pour chacune des autres valeurs, a", a'",....

Si on prend chaque groupe séparément, on conçoit qu’en tirant 
de l’une des n — 1 équations les valeurs d’une inconnue, pour les 
substituer dans les n —2 équations restantes, on pourra aussi rem
placer ce groupe par d’autres groupes composés chacun de n—2 
équations entre n—2 inconnues. En continuant ainsi, on arri
verait à une équation qui ne renfermerait plus qu’une inconnue, 
et qui déterminerait, pour celte inconnue, un certain nombre de 
valeurs. El enfin, si Ces valeurs étaient trouvées, on pourrait, en 
remontant successivement jusqu’à la première inconnue, obtenir 
les valeurs correspondantes de toutes les autres inconnues Par 
cette explication, il est manifeste que les n équations données ne 
peuvent avoir qu’un nombre limité de solutions.
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457. Maintenant supposons qu’il y ait plus d’équations que d’in

connues. Soient n le nombre des inconnues, n-j- k celui des équa
tions; et, parmi ces équations, prenons-en à volonté un nombre 
égal à n. D’après ce qui vient d’être dit, ces n équations détermi
neront en général un nombre limité de solutions; et comme ces 
solutions doivent aussi satisfaire aux k équations restantes, leur 
substitution donnerait k équations de condition. On les nomme 
ainsi parce qu elles ne contiendraient plus que des quantités con
nues, et qu’elles devraient se vérifier d’elles-mêmes pour que les 
équations proposées ne fussent pas incompatibles.

Lorsqu’on a plus d’inconnues que d’équations, [il y a indéter
mination. En effet, si n-j-À- désigne le nombre des inconnues, et 
n celui des équations, il est évident qu’on pourra attribuer des 
valeurs arbitraires à k inconnues, et déterminer ensuite les n au
tres inconnues au moyen des n équations données.

Au reste, ce qui vient, d’être dit, dans ce numéro et dans le pré
cédent, souffre quelquefois exception. Par exemple, il peut se 
faire que les équations soient en nombre égal aux inconnues, et 
que cependant elles soient incompatibles ou qu’il y ait indétermi
nation. Les équations du 1" degré en offrent une preuve.

Usage de l’élimination dans la transformation des équations. — Équation aux 
carrés des différences.

458. Nous avons dit (407) que l’élimination pouvait être né
cessaire pour opérer la transformation des équations. Elle Test 
surtout dans le cas où chaque racine de la nouvelle équation doit 
être composée avec plusieurs racines de l’équation donnée. Un 
exemple suffira, et je choisis la question suivante, qui doit se pré
senter plus tard dans une recherche importante.

Étant donnée une équation quelconque à une seule inconnue, 
trouver une autre équation dont les racines soient les différences 
entre celles de la première, combinées deux à deux.

Soit l’équation proposée
[A] + Pzc’"_< + Qxm~*  + etc. =0.

Nommons x el x' deux quelconques de ses racines, et y leur dif
férence, de sorte qu’on ait a?'= a;-f-y ; l eq. [A] devra être satis
faite en y mettant cette valeur au lieu de x\ par conséquent on a

x + y )’+P & -j- y)—1 -j- Q [x -j- y)—’ -j- etc. = 0.
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Développons les puissances : en représentant par X, X', X", etc. 
le polvnome xn 4- P-r’"-14- etc. et scs dérivés successifs, il viendra

X + X'y 4-|XV4- uhX"'ÿ3...4- r = 0.
Mais x est ici une racine de [A]; donc on a X=0, et par suite 
l’équation ci-dessus étant divisée par y devient

[B] X'+1X"y 4- ïh X"'y’...+y-‘ = 0.

Avant la suppression du facteur y, x et x' étaient deux racines 
quelconques de l’éq. [A], et rien n’empêchait de supposer a?'=ar. 
Or, la différence x — x étant zéro, il faut que l’éq. en y, avant la 
suppression du facteur y, ait pour racine y=0: c’est en effet ce qui 
arrive puisqu’elle est divisible par y; et en opérant la division, 
celle racine sc trouve supprimée : de sorte que les m — 1 valeurs 
dey dans l’éq. [B] ne sont plus que les différences qu’on obtiendrait 
en retranchant la racine désignée par x de toutes les autres racines 
de l’éq. [A].

Afin de distinguer entre elles les m racines de l’éq. [A], repré- 
sentons-les par a, ô, c, d,...; puis imaginons qu’on remplace 
successivement, dans [B], a;par chacune de ces racines. Il résul
terait de ces substitutions m équations, dont la première aurait 
pour racines les différences entre a et toutes les autres racines b, 
c, d,...; la seconde, les différences entre b et les autres racines a, 
c, d,...; el ainsi de suite. Par conséquent, en éliminant x entre [A] 
et [B] l’équation finale en y aura pour racines les différences entre 
chacune des racines de l’éq. [A] el toutes les autres racines de la 
même équation : elle sera donc l’équation cherchée. On la désigne 
par la dénomination d’éywatîon aux différences.

459. Remarques. Pour qu’elle soit en effet l’équation aux dif
férences , il faut que l’élimination n’ait point supprimé de vraie ra
cine ni amené de racine fausse. C’cst dans cette supposition que 
je continuerai de raisonner : s’il en était autrement, on sait com
ment on doit tenir compte des unes et des autres.

Sans effectuer l’élimination, il est facile de reconnaître le degré 
de cette équation. En effet, ses racines sont les différences

a—b, a — c, a — d, ..., 
b — a, b — c, b — d, ..., 
c — a, c—b, c — d, ..., 
etc. ;
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cl il est évident que ces différences sont en même nombre que les 
arrangements deux a deux des tn letti es a, û, c, etc., donc 1 équa
tion aux différences est du degré m(m—l).

De plus, on voit que s’il existe dans cette équation une racine a 
égale à «—b, il y en a une autre — a égale à b — a\ donc le pre
mier membre est composé de facteurs qui peuvent se grouper deux 
par deux en produits tels que (y—a)(y4-a)=ys—et par consé
quent l’équation 11c contiendra que des puissances paires de y. 
Donc, en posant m(m—1) = 2n, elle sera de la forme

[C] y2" 4- py’»-*4-  qy^s... 4. ^4. y = 0.

Enfin, on peut faire y’ = z, el elle devient

[D] G’*4-p- n_l + 7=n_!. ..4-w-4-f==0.
Celle-ci est appelée équation aux carrés des différences, parce qu’en 
effet, z étant le carré de y, elle a pour racines les carrés des diffé
rences des racines de l’équation donnée [AJ.

440. Comme application, proposons-nous de trouver l’équation 
aux carrés des différences de l’équation du 3e degré.

Avant tout je remarquerai d’une manière générale que les éq. [C] 
et [D] ne doivent point changer quand on augmente ou quand on 
diminue d’une même quantité toutes les racines de l’éq. [A]. Par 
conséquent, si une équation donnée a son second terme, on pourra 
le faire disparaître (402) et chercher ensuite l’équation aux diffé
rences de la transformée : on trouvera ainsi la même équation que 
si on n’eût point fait évanouir le second terme, mais les calculs 
seront moins compliqués. D’après celte observation, je supposerai 
que l’équation du 3' degré n’ait plus de second terme, et qu’elle soit

[1] a;’4-Qx4-B=0.
Lorsqu’on désigne par X = 0 l’équation, el par X', X", X* ’,.....

les polynômes dérivés de X, la règle pour trouver l’équation aux 
différences est d’éliminer x entre les deux équations

X=0, X'4-|X"y4-ThXV+etc.=0.
Or, dans le cas actuel, on a

X = ^ + Q^ + B, X'=3a;’ + Q, X" = 6x, X" = 6; 
donc l’élimination de x doit se faire entre l’éq. [1] et celle-ci

[2] ’̂ x14- Q 4- 3^y 4- y’ = 0.
En conséquence, 011 ordonnera celte équation par rapport à x,

24
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puis on opérera comme s’il s’agissait de trouver le plus grand 
commun diviseur des premiers membres de [1] et [2].

Première division.

æ*4- Q« + B
3a?’4-3Qa?4-3R

— 3a?3 — 3ya?8— (y8 + Q)o?
— 3 y a?" — (y8 — 2Q)x + 3R 
4- 3 ya?8 4- 3y?x 4- y3+Qy 
2(y*  4- Q)« + y3+ Qy+3R •

3a;8-j-3ya?y8 4~ Q
a? —y

Deuxième division.
3«24-3ya;4-y847ü 

6(y8 4- QX + GCy2 + ü)ya? 
4-2(y8 + Q)8

2(y8 4-Q> 4-y3 4-Qy 4-3R 
3a? 4~ 3(y3-|-Qy — 3R).

- 6(y84- 0)^- W + Qy +3R>
3(ys + Qy-3R)a?4-2(y84-Q)8
6(y8 + Q) l'y3 4- Qy - 3R> + 4(y8 + Q)3

- 6(y8 4- Q) (y3 + Qy - 3R)a? - 3(y3 4- Qy + 3R) (y3 + Qy - 3R) 
4(y8 4- 0)’ - 3(y3 4- Qy + 3R) (y3 + Qy - 3R).

Dans la dernière division, on a multiplié deux fois pary84-Q 
pour rendre les divisions possibles ; mais si on pose y8 4- Q — 0, 
le diviseur se réduit à 3R, quantité qui en général est différente 
de zéro. Ainsi, en égalant à zéro le dernier reste et effectuant les 
opérations indiquées, l'équation aux différences est

y6 4- W + 9Q’y8 4- 4Q3 + 27R8 = o ;
puis, en posant y8=~, on a l’équation aux carrés des différences,

•S3 4- 6 Qz8 4- 9Q - + 4Q3 4- 27R8 = 0.
Pour l’équation x*  — 7x 4- 7 = O, on a Q =— 7, R = 4- 7; et 

par suite l’éq. en z devient z3— 42z8 4- 441 s — 49 = 0.

l’sage de l’élimination pour l’évanouissement des radicaux.

441. Les procédés qui servent à calculer les racines d’une équa
tion supposent que l’inconnue ne se trouve sous aucun radical ; 
par conséquent il est très-important de savoir changer une équa
tion compliquée de radicaux en une autre qui ne renferme que 
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des termes rationnels. Or, l’évanouissement des radicaux, en le 
considérant sous un point de vue général, n’est qu’une question 
d’élimination : un exemple le fera comprendre. Soit l’équation

x— \J x — 1 4“ \/x 4*  1 — 0.
dans laquelle chaque radical est censé représenter indifféremment 
toutes les déterminations dont il est susceptible. En posant

y8 = x — î, z’ = x 4-1,
elle devient

a: —y-f-z = O;
et alors on voit qu’en éliminant y et z entre cette dernière équa
tion et les deux précédentes, on obtiendra une éq. en x, entière
ment dégagée de radicaux : car les méthodes générales d’élimi
nation n’en introduisent aucun dans les résultats.

Dans notre exemple les calculs sont faciles. La dernière équa
tion donnant y = z 4- a?, l’éq. y*  = x — 1 devient

z8 4- 2a?z 4- a?8 — a: 4*  1 = O ;

et ensuite, pour éliminer z entre celle-ci et l’éq. z3 = a?4-l, le 
procédé du plus grand commun diviseur suffira. L’équation finale, 
sans aucune racine étrangère, est

x*  — 3a?5 -j- Sa?4 4~ x* + 7a?8 — 7a? 4" 2 = 0.

442. Les méthodes générales d’élimination sont si compliquées 
qu’on doit toujours chercher à les éluder. Le cas où l’équation ne 
contient qu’un seul radical s’est déjà présenté (424), et nous avons 
vu qu’on fait disparaître ce radical en l'isolant dans un membre 
de l’équation, et en élevant ensuite les deux-membres à la puissance 
marquée par l'indice du radical.

Cette règle a besoin de quelques explications. Le plus ordinai
rement, quand on élève les deux membres d’une équation à une 
puissance, elle acquiert de nouvelles racines : par exemple, si on 
a ax1 -j- b = cx et qu’on élève au carré, il est clair que la nouvelle 
équation (ax14- i»)8 = c’a?8 aura non-seulement les racines de la 
proposée, mais encore celles de l eq. aa?8 4- l> = — cx. Ainsi, il y 
a lieu d’examiner si la règle donnée ci-dessus pour l’évanouisse
ment d’un radical ne fait pasacquérir trop d’étendue à l’équation.

Supposons qu’après avoir transposé le radical, l’équation soit 

lu x=n,
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X et Y étant fonctions des inconnues : par 1 évanouissement du 
radical, elle devient

[2] X" = Y ou X" — Y = 0.

Le radical y'Ÿ est censé avoir toute la généralité possible, c’est- 
à-dire qu’il représente indifféremment chacune des détermina
tions dont il est susceptible. Quelle que soit celle que l’on consi
dère, toutes les valeurs des inconnues qui satisfont à l’éq. [1] ne 
sauraient manquer de satisfaire à l’éq. [2]; et ce qu’il faut prou
ver, c’est que la réciproque est également vraie.

Si on avait l’équation x^ — A = 0, et qu'on désignât par A', A", 
A'",... les n valeurs de /A, on sait (591) qu’on devrait avoir

xn — A = (x — A') (« — A") (x — A'")....

Ici on peut remplacer # el A par telles quantités qu’on voudra : 
en conséquence, je désignerai par Y', Y", Y'", etc., les n détermi
nations de v'Ÿ, et je mettrai X, Y, Y', Y",... au lieu de x, A, A', 
A",... il vient ainsi

X" — Y = (X — Y') (X — Y") (X — Y")... ;

donc on ne peut satisfaire à l’éq. [2] qu’en posant X=Y', ou X=Y'/, 
ou X=Y ", etc. Ces dernières équations ne sont autres que l’éq. [1] 
dans laquelle on aurait mis successivement chacune des détermi
nations de ^Y ; donc enfin les solutions de celle équation sont 
les seules que contiennent l’éq. [2J.

L’explication précédente montre en même temps comment ilsc 
fait que cette dernière équation devienne trop étendue quand le 
radical yY représente spécialement une des n déterminations dont 
il est susceptible, comme cela arriverait, par exemple, s’il devait 
avoir une valeur réelle et positive.

445. Quand une équation renferme plusieurs radicaux, on ne 
peut pas en général faire évanouir successivement chacun d’eux 
par la règle précédente : car, dans le cas où il n’y en a que 
deux, il y a déjà lieu de remarquer que l’opération, qui fait dis
paraître un des radicaux, amène dans l’équation plusieurs quan
tités radicales qui ne s’y trouvaient pas auparavant. Par exemple, 
si on a

X + ^Ÿ = ^Z,
et qu on élève à la 4' puissance, le second radical disparaît en 

leçons d’algebre. 373

effet, mais les puissances du premier, jusqu a la 4e, sc trouvent 
dans l’équation résultante

X*  4-4X*  y'Ÿ + 6X2(^Y)2 + 4X QŸ/+(v'Ÿ)‘ = Z.

444. Cependant lorsqu’une équation ne renferme que deux ra
dicaux, et que l’un des deux est du 2e degré, on peut, par cette 
règle, les faire disparaître l’un après l’autre, pourvu que l’on 
commence par celui du plus haut degré. Alors le succès du calcul 
lient à ce que les puissances d’un radical carré ne reproduisent 
point de nouvelles quantités radicales. Par exemple, si l’équation 
est

x + tfŸMz,
on aura successivement

(X+v/Ÿ)’=Z,
X3 + 3X! + 3X Y + Y = Z,

X’ 3X Y — Z = — (3XS 4- Y) , 
(X3 4- 3XY — Z)! = (3X! 4- Y)‘Y.

443. Si I on a une équation de la forme 
x=v^+4;

au lieu d’isoler un des radicaux on peut, si on le préfère, élever 
immédiatement l’équation au carré : de cette manière il vient

X’ = Y4-Z4-2v/ŸZ,
X’ —Y-Z = 2v/ŸZ, 
(X’—Y—Z)*=4YZ.

44G. Je placerai encore ici un cas particulier, dans lequel il y a 
deux radicaux cubiques qu’on fait évanouir très-simplement. Soit

x = ;/ÿ+^z.
En élevant au cube, il vient

X*=  Y 4- Z 4- 3(Wz + 3 W, 
ou X2 — Y — Z = 3 y'Y ^/Z (V'Y -j- ^Z).

Or, on peut remplacer {Y4-(Z par X, el alors en élevant en
core au cube, on aura une équation sans radicaux, savoir :

■X’ —Y—Z)’= 27X'YZ.
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Faisons = D', transposons C et divisons encore par a;
a

CHAPITRE XVIII.
RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES.

Racines commensurables.

447. A défaut de méthode pour résoudre l’équation générale 
de chaque degré, le but vers lequel je dois tendre maintenant est 
de faire connaître les procédés par lesquels on détermine, d’une 
manière exacte ou approchée, les racines des équations numéri
ques : on nomme ainsi celles dont les coefficients sont des nombres 
donnés. Les racines peuvent être réelles ou imaginaires ; et, parmi 
les racines réelles, il peut y en avoir de commensurables. Pour 
trouver ces dernières, il existe des procédés fort simples que je 
vais exposer d’abord.

448. Je commencerai par chercher les racines commensurables 
entières. Soit l’équation

[1] A«4 + Bzr' -j- Cx*  + Da; -j- E = 0,
dans laquelle je suppose que tous les coefficients soient entiers. Dé
signons par a une racine entière de cette équation, on devra avoir

[2] Aa‘ + Ba3 + Ca’-|-D«4-E = 0, 
d’où, en transposant et divisant par a,

- A«3 — B«s — Ca — D.a
Le 2e membre étant entier, on conclut que a est diviseur de E. 

Ainsi, on voit déjà qu’on pourrait découvrir les racines commen
surables entières en substituant successivement dans l’équation 
tous les diviseurs du dernier terme, tant positifs que négatifs. Mais, 
quand ce terme a beaucoup de diviseurs, ce procédé exigerait un 
grand nombre de substitutions ; alors on abrège le calcul au moyen 
de nouvelles conditions, qui se déduisent de la dernière égalité.

EFaisons - = E', transposons D et divisons par a; on aura
E' 4- D—- — — Aa1 — Ba — C :a

donc la somme E' -j- D doit être divisible par a.

il vient 
Aa —B:

donc la somme D' -j- C doit être divisible par a.
D'4-CFaisons encore —— = C', transposons B et divisons par a ; on 

obtiendra
M = _A.a(y i p

Enfin faisons —— B' et transposons A, on aura

B' -j- A = 0 :
donc la somme B' -j- A doit être nulle.

Si une seule des conditions précédentes vient à manquer, le 
nombre a n’est point racine. Mais il en sera une si elles sont toutes 
remplies ; car alors , en remplaçant successivement les lettres B', 
C',... par les quantités qu’elles représentent, on pourra remonter 
de l’égalité B' -j- A = O jusqu’à l’égalité [2].

Ainsi, en résumé, après avoir préparé une équation de manière 
que tous ses coefficients soient entiers (et alors celui du 1" terme 
peut être différent de l’unité), les conditions auxquelles on recon
naîtra qu’un nombre entier est racine de l’équation seront celles-ci:

Qu'il soit un diviseur du dernier terme; qu’il divise exactement la 
somme qu’on obtient en ajoutant le quotient avec le coefficient du 
terme affecté de x; qu’il divise exactement la somme du nouveau 
quotient ajouté au coefficient du terme affecté de x1; et ainsi de 
suite, jusqu’à ce qu’on arrive à ajouter le coefficient du premier terme 
de l’équation avec le dernier quotient, ce qui devra donner une 
somme égale à zéro.

449. A ces conditions on en peut joindre d’autres qui ont été 
indiquées par Newton, et que je vais faire connaître.

a étant une racine quelconque de l’éq. a:m4-etc.=0, le 1er mem
bre de cette équation doit être divisible par x~a; de sorte qu’en 
désignant ce 1" membre par X, et le quotient par Y, on a

X = (æ — a)Y.

Si a est une racine entière et que X ne renferme que des coeffi
cients entiers, il en sera de même de Y : car la division par x—a 
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ne peut point amener de fraction au quotient, attendu que le 
1" terme du diviseur a pour coefficient l’unité.

Cela posé, si l’on fait o?=+l, le facteur x—a devient —(«—1), 
et il est évident que X et Y prendront des valeurs entières; donc, 
lorsque a est une racine entière, il doit arriver qu’en substituant 4*1  
au lieu de le résultat de la substitution soit divisible par a — 1. 
On prouve de la même manière que la substitution de —■ 1 doit 
donner un nombre divisible par a 4- 1 ■

Telles sont les nouvelles conditions à l’aide desquelles on pourra 
juger tout d’abord que certains diviseurs du dernier terme ne 
sont pas racines de l’équation.

Remarquez que les résultats de la substitution de 4-1 et de—1 
dans l’équation s’obtiennent par des additions et des soustractions 
qui s’opèrent entre les col'ficients mêmes de l’équation.

450. Enfin, dès à présent, je ferai remarquer que si on con
naissait deux nombres entre lesquels fussent comprises toutes les 
racines réelles de l’équation, il faudrait rejeter tous les diviseurs 
qui excèdent ces limites. La détermination de ces limites va bien
tôt nous occuper.

451. Pour exemple, proposons-nous de trouver les racines 
entières de l’équation

2a?3 — 12a;’ + 13a: — 15 = 0.

Après avoir reconnu par la substitution immédiate que -|-1 et 
—1 ne sont point racines, j’écris sur une ligne horizontale les 
autres diviseurs du dernier terme et je leur applique à tous si-
multanément les règles du n° 448. Les calculs se présentent
comme ci-dessous :

4*3,  4*  5, 4*J3, — 3, —5, —15,
Quotients -5, —3, — 1, + 5, +3, +1,

4-8, 4-10, +12, +18, +16, +14,
Quotients 4 + 2, -6, ’

—10, -18,
Quotients - 2, + 6,

0. 4

La 1” ligne renferme les diviseurs, tant positifs que négatifs 
du dernier terme —15; et la 2e contient les quotients de ce der
nier terme par chacun de ses diviseurs.
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La 3' est formée en ajoutant aux quotients qu’on vient de trou

ver le coefficient 4*13  du terme -j-13a?; et la 4e, en divisant ces 
différentes sommes par les diviseurs correspondants. Les divisions 
qui ne se font pas exactement indiquent que les diviseurs 4*3  , 
4-15, —5, —15, ne sont pas racines de l’équation.

La 5e ligne se forme en ajoutant aux derniers quotients le coef
ficient —12 du terme —12a?!, et la 6' en divisant les nouvelles 
sommes par les diviseurs correspondants. Cette épreuve ne fait 
rejeter ici aucun nouveau diviseur.

Enfin, la dernière ligne est formée en ajoutant le coefficient 2 
du premier terme 2a:3 aux derniers quotients; et comme on ne 
trouve zéro que dans la colonne du diviseur 5, on conclut que 5 
est la seule racine entière de l’équation.

Je n’ai point fait usage des conditions du n° 449 : voici comment 
on pouvait s’en servir. Après avoir substitué 4*  1 dans l’équation 
on trouve 2—12-J-13—15 ou —12; et comme ce nombre n’est 
divisible ni par 15—1, ni par — 15— 1, on conclut que les divi
seurs 4*15  et —15, ne sont pas racines. Semblablement, la substi
tution de — 1 donnant pour résultat —42, et ce nombre n’étant 
divisible ni par 34-1, ni par —5+1, on conclut aussi que 4*3  et 
— 5 ne sont pas racines. Ainsi, les seuls diviseurs qui seraient 
restés à essayer sont + 5 et — 3.

Remarques. La racine x — 5 étant connue, on peut diviser 
l’équation par le facteur a;—5, et on aura pour quotient 2a.'* —1x 
+ 3=0, d’où l’on lire a? = | ± j yj—5. Alors l’équation proposée 
est complètement résolue, et ces trois racines sont

a; =5, o?=44-|/—5, a? = i—5.

Lorsque l’équation est privée de quelques termes, il ne faut pas 
oublier d’y avoir égard, en comptant leurs coefficients comme 
égaux à zéro; par conséquent, les quotients auxquels on doit les 
ajouter pourront être soumis immédiatement à de nouvelles divi
sions. On verra plus loin un exemple de ce cas (455).

452. La méthode qu’on vient d’expliquer ne montre pas com
bien les racines qu’elle détermine entrent de fois dans l’équation. 
Pour le reconnaître, le moyen qui s’offre le premier est de di
viser l’équation par les facteurs correspondants à ces racines, prises 
chacune une seule fois, et d’examiner ensuite, soit par la substi
tution immédiate, soit par les règles du n° 448, si ces racines ap
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partiennent encore à l’équation restante. S’il s’en trouve quelques- 
unes qui la vérifient, elles doivent entrer au moins deux fois dans 
la proposée. Par une nouvelle division, on connaîtra celles qui 
peuvent y entrer trois fois; et ainsi de suite.

S’il s’agissait seulement de savoir combien de fois une racine 
commensurable a se trouve répétée dans l’équation, il est bon de 
remarquer que les calculs mêmes qui ont fait découvrir cette ra
cine font aussi connaître les coefficients de l’équation résultant de 
la division par x—<a. En effet, les quotients entiers dont il est 
parlé dans le n" 448, étant pris avec un signe contraire et dans 
un ordre inverse, sont

A, Aa + B, A«2-f-BaC, Aa34~ Ba24~ Ca —J—D.

Or, si on se reporte à la fin du n° 590, on voit qu’ils sont précisé
ment les multiplicateurs des diverses puissances de x, dans le quo
tient qu’on obtient en divisant par x—ale 1er membre de l’éq. [1], 

Dans l’exemple du n°451, on a trouvé quea:=5est une racine; 
et les quotients correspondants qui se trouvent dans le tableau 
des calculs, étant pris en ordre inverse et avec des signes con
traires, sont -f-2, — 2, 4-3. En conséquence la division de l’équa
tion para:—5 donnera l'équation 2rr2—2x4- 3=0. Comme cette 
dernière n’est pas satisfaite par x=5, on conclut que cette racine 
ne se trouve qu’une seule fois dans l’équation proposée.

La même question se résout aussi au moyen des polynômes 
dérivés. En effet, on sait (415) que si une équation X=0 renferme 
le facteur (x—a}", le polynôme dérivé X’ doit renfermer (x—a)"-’ ; 
donc le polynôme X" dérivé de X' doit contenir (x— a)"-*,  el 
ainsi de suite. Ainsi, le nombre des équations X = 0, X' = 0, 
X"=0,... qui seront vérifiées par la valeur x=a, indiquera com
bien l’éq. X = 0 a de racines égales à a.

Dans la recherche qui nous occupe, on pourra aussi s’aider de 
cette remarque, dont le lecteur démontrera facilement l’exacti
tude : que, si une racine entière a entre n fois dans une équation 
à coefficients entiers, de la forme Axm-j-Bxm_1 -f- etc. =0, le der
nier terme doit être divisible par an, et les termes précédents, en 
x, x\...xn~', divisibles par a"-1, an_2,...a.

455. Après avoir trouvé toutes les racines entières, tant égales 
qu’inégales, on peut les ôter de l’équation, et s’il y a encore des 
racines commensurables dans l’équation restante, elles doivent 

leçons b’algèbre. 379
être fractionnaires : occupons-nous maintenant de ces dernières. 
Leur détermination repose sur ce principe, que si le 1” terme 
d’une équation a pour coefficient l’unité, et si les autres termes ont 
des coefficients entiers, cette équation ne peut, avoir pour racines 
commensurables que des nombres entiers.

Pour le démontrer, soit l’équation
Xm _j_ p^l + Q^m-2 4- T® 4-U = 0,

dans laquelle P, Q,...T, U, sont des coefficients entiers. Mettons 

au lieu de x un nombre fractionnaire |, qu’on peut toujours re

garder comme irréductible, l’équation deviendra

^+p^ï+Q^....4-t?4-u=o.
De là, en multipliant par bm~' et transposant, on tire

— =—Pa*"- 1 — Qa*" -2 b.... — Tabm~î — Ù à*"- ’. b
Or, a et & étant des nombres premiers entre eux, le 1er membre 
de cette égalité est une fraction irréductible, tandis que l’autre est 
un nombre entier; donc l’égalité est impossible. Donc aucun 
nombre fractionnaire ne peut satisfaire à l’équation.

454. Lorsqu’après avoir chassé les dénominateurs, le coefficient 
du premier terme n’est pas l’unité, on transformera l’équation en 
une autre qui remplisse cette condition; et pour cela il suffira de 
faire l’inconnue x égale à une nouvelle inconnue y, divisée par le 
coefficient du premier terme de l’équation proposée.

Alors il est clair que toutes les racines commensurables de cette 
équation répondront à des racines commensurables de la transfor
mée; et comme celle-ci ne peut en avoir que d’entières, on les dé
terminera toutes par les règles connues, après quoi oh en con
clura celles de la proposée.

Pour montrer directement comment on découvre la transfor
mation ci-dessus, supposons que l’équation donnée soit

Ax" -f- Bx"-1 4- Cx"-24- etc. = 0,

A, B, C,.... étant des coefficients entiers. Faisons x= z» il vient

Aw" | By"-1 . Cy”-! ,+ i 4-etc. = o,Ü 4» 4»
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ou bien, en multipliant par s"-1,

- Vm T Bym~l + Csy”-1 4- etc. = 0.

Alors on voit que le coefficient de y" deviendra égal à l’unité, et 
que les autres coefficients seront entiers, en prenant z =A, ce qui 
est conforme à la règle énoncée.

Au reste, cette règle revient à celle du n° 400, et ici encore il 
convient d’observer qu’on pourra dans certains cas particuliers 
choisir pour z un nombre moindre que A, ce qui donnera une 
transformée dont les coefficients seront plus simples.

4511. Pour terminer, proposons-nous de chercher toutes les ra
cines commensurables de l’équation

4 a?— llxt-}-7x— 6 = 0.

On pourrait chercher d’abord les racines entières; mais les 
coefficients étant peu considérables, il sera mieux de transformer 
tout de suite cette équation en une autre dont le 1er coefficient soit 
l’unité, sans que les autres cessent d’être entiers. Suivant la règle 

générale, il faut faire x = Ki mais si on fait x='{, on verra sans
4 Z

peine qu’on peut prendre z = 2, ce qui revient à poser x — En 

effet, par là on trouve cette transformée

y‘ — 1 ly’ + 14y — 24 = 0.

Comme elle ne peut avoir pour racines commensurables que des 
nombres entiers, après avoir reconnu que 4-1 et —1 ne peuvent 
point la vérifier, je lui applique les règles du n° 448. Voici le ta
bleau des calculs :

+ 2,4-3,44,4- 6,4- 8,4-12,4-24,— 2,- 3,- 4,- 6,- 8-12,-24, 
Quotients—12,-8,—6,— 4,— 3,— 2,— 1,4-12,4- 8,4- 6,4- 4,4- 3,4- 2,4- 1, 

4- 2,4-6,4-8,4-10,4-11,4-*2, 4-13,4-26,4-22,4-20,4-18,4-17,4-16,4-15,
Quotients 4- 1,4-2,4-2, * '4-1, * -13, * — 5,— 3

-t 0,-9,-9, —10, —24, -16,-14
Quotients— 5,—3, * ‘ 4-12, 4. 4, *
Quotients ‘—1, — 6, — 1,

(1, * 0.

Aux quotients de la 6' ligne il fallait ajouter le coefficient de y5; 
mais comme ce coefficient est O, on a divisé immédiatement ces 
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quotients par les diviseurs correspondants. Pour appliquer à l’éq. 
en y les règles du n° 449, il faudrait substituer +1 dans cette 
équation, ce qui donne —20, puis rejeter tous les diviseurs qui, 
étant diminués de 1, ne peuvent pas diviser —20. Alors il 11c res
terait plus à essayer que les diviseurs -|-2, +3,4-6, -3,-4. En 
substituant — 1 dans l’équation, il vient — 48; et en rejetant aussi 
le diviseur+6, qui, étant augmenté del, ne peut pas diviser — 48, 
il ne resterait plus à essayer, par les divisions successives, que les 
nombres + 2, + 3, — 3, — 4. Par là on voit que les calculs pré
cédents seraient considérablement simplifiés.

O11 reconnaît à la fin que + 3 et — 4 sont racines de l’équation 
en y. En la divisant par le produit (y — 3) (y + 4), il vient

ÿ!—y4"2 = O, d’où y = |±Av/—7.
Les quatre valeurs de y étant connues, la relation x = |y donnera 
celles de a?, savoir : x—%, x——2, # = { ±|yC=7.

Limites des racines des équations.

436. La méthode qui sert à trouver les racines commensurables 
n’est à proprement parler qu’une suite de tâtonnements, tellement 
coordonnées qu’on est sur de trouver toutes les racines de cette 
espèce qui peuvent exister dans une équation. C’est encore par 
des tâtonnements qu’on obtiendra les valeurs approchées des ra
cines incommensurables; et, pour établir les règles qui doivent 
les diriger, la première question qui va nous occuper sera d’assi
gner des limites aux racines, c’est-à-dire de déterminer deux 
nombres entre lesquels soient comprises toutes les racines posi
tives de l’équation, et deux nombres entre lesquels soient com
prises toutes les racines négatives.

457. D’abord, proposons-nous de déterminer une limite supé
rieure des racines positives.

Soient x" le premier terme et N le plus grand coefficient négatif 
d’une équation donnée X =0. Si on considère la quantité

Xi=a7M — N («"7*  +«"•-*. . . + #+ i),

on est sûr que la partie positive n’y est pas plus grande que dans X, 
et que la partie négative n’y est pas moindre. Or, il est facile d’as
signer à x une valeur x=l, à partir de laquelle toutes les valeurs 
plus grandes rendront Xi positif; donc aussi, à plus forte raison, 
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toutes ces valeurs rendront-elles X positif. Ainsi, à partir de a? =4, 
aucune valeur ne devra anéantir X, et par conséquent on pourra 
prendre l pour la limite cherchée.

Pour déterminer l rappelons (55) que xm— l=(x — l)x 
(a?m_* 4- a?"1-* ... + x -j-1) ; en conséquence, on aura

v___ m N(a?*" —V)_xn(x—1—N)+N
x 1 - x ~ ------------- •

Or, sous cette forme, on voit sur-le-champ que Xt sera positif en 
prenant a? = N-|-l ou a?>N-|-l; donc on aura une limite supé
rieure des racines positives en augmentant d’une unité le plus grand 
coefficient négatif de l’équation pris positivement.

Cette règle donne l = 101 pour limite des racines de l'équation
[1] x~ 8a?6 + 2.r8 — 10a?4 — 40a? -f- 10a?’—lAx —100 = O.
458. En suivant la même voie, on peut parvenir à une autre 

règle, dans laquelle on aura égard au rang du premier terme né
gatif. Supposons que ce terme renferme a?m~r, représentons en
core par N le plus grand coefficient négatif, et posons

X2=xm — N (a?m-r -f- x”'-'-'... -j- x -f-1) :
on pourra raisonner sur X, comme sur Xi. D’ahord on a

v   m N(a?ra~r+1 — 1) xm~r+,[xr~,(x—1)—NJ4-N.
X — 1 X—1

donc Xs sera positif si on substitue au lieu de x une valeur plus 
grande que 1, et telle qu’on ait

xr~'(x— 1))>N.
Ces conditions seront évidemment remplies si on trouve pour x une 
valeur > 1 qui satisfasse à l’équation (a?—l)r~‘(x—1)==N, ou, ce 
qui est la même chose, à celle-ci :

(x—l)r=N.

Ile là on tire en effet une valeur >1, savoir : x— l-j-^N.
Ainsi on peut établir celte règle : Du plus grand coefficient négatif 

de l’équation, pris positivement, extrayez la racine dont l'ordre est 
marqué par la différence entre le degré de l’équation et le degré du 
premier terme négatif, puis à cette racine ajoutez l’unité; la somme 
sera une limite supérieure des racines positives.

Lorsque le premier terme négatif succède immédiatement au 
ly terme de l’équation, cette limite coïncide avec celle du numéro 
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précédent; mais lorsqu'il est éloigné, et que le coefficient N sur
passe l’unité, elle sera toujours plus approchée. Par exemple, 
dans l’éq. [1], elle est l-j-^lOO ou 6, limite beaucoup moindre 
que le nombre 101 donné par la première règle.

459. Ces deux règles sont d’une application prompte et facile : 
mais comme elles donnent presque toujours une limite trop éloi
gnée, la marche suivante doit être préférée.

Supposons d’abord que l’équation donnée X = 0 se compose 
d’une suite de termes positifs, après lesquels il n’y ait plus que 
des termes négatifs, tous de degré moindre que les premiers. Soient 
Y l’assemblage des termes positifs, — Y' celui des termes négatifs, 
cl xT la plus petite puissance de x renfermée dans Y, on aura

X = Y — Y'=a?'(~ — — Y
\a?r xr)

Dans le quotient de Y par xr aucun terme ne doit contenir x en 
dénominateur, et le contraire doit arriver à tous ceux du quotient 
de Y' par xr; donc, en faisant croître x à partir d’une valeur posi
tive quelconque, le premier quotient doit augmenter, ou au moins 
rester constant si Y est un monome, tandis que le second quotient 
doit diminuer. Ainsi, dès qu’une valeur positive x — l rendra po
sitif le polynôme X ou Y — Y', on sera certain qu’en y substituant 
au lieu de x des valeurs plus grandes, les résultats seront toujours 
positifs, el même qu’ils augmenteront jusqu’à l’infini. Au delà de 
l il n’y aura donc aucun nombre qui puisse anéantir Y — Y'; par 
conséquent l sera une limite supérieure des racines positives. De 
là on conclut que si on substitue dans X, au lieu de x, des nom
bres positifs croissants jusqu’à ce qu’on ait un résultat positif, le 
nombre qui donnera ce résultat sera la limite cherchée.

Maintenant, supposons que l’équation renferme des termes po
sitifs entremêlés de termes négatifs. Il est toujours permis de con
sidérer le premier terme de l’équation comme positif. Réunis- 
sons-y les termes positifs qui peuvent se trouver avant le premier 
terme négatif, et, faisant abstraction des autres termes positifs, 
comparons cette somme avec celle des termes négatifs. Le raison
nement ci-dessus prouve qu’on obtiendra une limite supérieure 
des racines positives en déterminant une valeur positive de x qui 
rende la première somme supérieure à la seconde; et c’est à quoi 
l’on réussit facilement en substituant au lieu de x des nombres 
croissants à partir de zéro.
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Dans le cas qui nous occupe, où les termes posilifs et négatifs 

sont entremêlés, on pourra souvent partager le 1er membre de 
l’équation en plusieurs parties, dans chacune desquelles on aura 
soin de mettre un ou plusieurs termes positifs, suivis de termes 
négatifs de degré moindre. Alors on déterminera, comme plus 
haut, par des essais successifs, une valeur positive à partir de la
quelle toutes ces parties soient positives; et cette valeur pourra 
être prise pour la limite cherchée. Souvent aussi il y aura plu
sieurs manières d’opérer le partage des termes de l’équation, ce 
qui pourra donner différentes limites; maison choisira toujours 
la limite la moins élevée.

Dans tous les cas, il est à remarquer non-seulement que la li
mite à laquelle on parvient jouit de la propriété que les nombres 
plus grands, étant substitués dans l’équation, donnent des résul
tats positifs, mais encore que ces résultats vont en augmentant 
jusqu’à l'infini. La première condition est la seule nécessaire pour 
qu’un nombre soit limite supérieure des racines positives : car il 
résulte d’un théorème, qui sera démontré plus loin (466), que 
tout nombre au-dessus de la plus grande racine positive doit 
donner un résultat positif.

Appliquons ce qui précède à l’équation
xK — 3a?’ 2a? — 3a? — 8 = 0.

En comparant le premier terme avec les termes négatifs, on con
sidérera seulement le polynôme x'*  — Sx'— 3a- — 8 : or, si on es
saye successivement x = 0, 1, 2, 3, 4, on trouve que x = 4 donne 
un résultat positif; donc ce nombre peut être pris pour limite.

Mais le premier membre de l’équation se présente de lui-même 
comme la somme des deux quantités x''—3a?’cl 2a?’ — 3a? — 8, 
dont l’une devient zéro, el l’autre devient positive, par l’hypo
thèse a? = 3. Cela suffit pour qu’on puisse prendre 3 pour limite.

Soit encore l’équation, qui nous a déjà servi d’exemple (455) 
[1] a?7 4- 8a?6 2a?5 — 10a?‘ — 40a?3 4- 10a:’ — 14a: — 100 = 0.

Parmi les différentes manières de décomposer le 1" membre, je 
choisirai celle-ci :

(a:7 —100) 4- (8a:6 4- 2a?' — 10a?4 — 40a?) -j- (10a;’ — 14a?) 
ou (x1 — 100) 4- 8a? (à? 4~ | a? — | a? — 5) 4- 10a?(a? — i).

Comme chaque partie devient positive par la valeur x = 2, on est 
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sûr que 2 est une limite supérieure des racines positives. Cette 
limite est encore plus approchée que celle du n° 458.

460. Newton employait un procédé assez commode, par lequel 
on trouve souvent une limite plus approchée que par les autres. 
11 consiste à chercher un nombre tel que si on le retranche des 
racines de l’équation proposée, il en résulte une transformée 
dont tous les termes soient positifs. Alors il est évident qu’aucune 
valeur positive ne pourra satisfaire à celte transformée, et que 
par conséquent le nombre dont il s’agit surpassera nécessaire
ment la plus grande racine positive de la proposée.

Représentons par l ce nombre inconnu, et par/’(a') = 0 1 équa
tion donnée : pour diminuer de l toutes les racines de celle équa
tion , on fera a? = Z 4- y, et la transformée sera

/W + /■'(/) • y + i r» • y2 + • y3 • • • • + y™=«•
Or, on veut que tous les coefficients de celte équation soient po

sitifs; par conséquent la question se réduit à trouver une valeur 
de x qui rende posilifs tous les polynômes /(a:), /’(a?), J /"(a?), etc 11 
est évident qu’on pourra prendre celte valeur pour celle de l.

/(x) étant du degré m, f\x) est du degré m — 1, /’"(a?) est du de
gré m — 2, el ainsi de suite jusqu’à la dernière quantité, qui ne 
contient plus a? et qui est essentiellement positive. Il convient 
donc de déterminer d’abord une valeur de a? qui rende positive 
l’avant-dernière quantité, ce qui sera toujours facile puisqu’elle 
est du 1" degré; ensuite on augmentera celle valeur, si cela est 
nécessaire, jusqu’à ce qu elle rende aussi la quantilé précédente 
positive; el on continuera de même, en remontant successive
ment jusqu’à /(a?). Pour plus de commodité, on n’emploie dans 
ces essais que des nombres entiers.

Pour exemple soit l’équation
x’ x' — 4a.’ — 6a?’ — 7000a; 4- 800 = 0.

On aura
/(a;)= x- 4- a-4— 4a:3— 6a’—7000a-4-800,

/"(a?) = 5a?-j-4a?’—12a?’—12a? —7000,
1 fia:) = 1 Oa?’ -j- 6a? — 12a: —6,

^l_ /«(a.-) = 10a?! 4- 4a- — 4,
= 5a- 4-1.

On voit sur-le-champ qu’en faisant a: = i, les deux derniers po
lynômes sont positifs. ["{x) le deviendra en prenant x—2; et 

25 
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f(x), en s’élevant jusqu’à x = 7. Comme cette valeur rend aussi 
fx) positif, on conclut qu’on peut prendre 7 pour limite. On trou
verait 7000 -f-1 par la règle du n° 457, et 1 -f- y/7000 ou 84 par 
celle du n" 458.

Remarque. On peut prouver d’une manière générale que, dans 
ces essais, on n’aura jamais à revenir sur les précédents. Suppo
sons, par exemple, qu’en commençant par le polynôme du 1er de
gré, et s’élevant successivement jusqu’à f"(x), on ait trouvé une 
valeur x — l qui rende positifs tous les polynômes f"(xj, f"'(x), 

Augmentons x et changeons x en x-j- h: comme les po
lynômes dérivés de f'(x) sont f"\x'), f""(x'),... il est clair que /"(«) 
deviendra +; par conséquent, dès
que la valeur x — l rend f"(x), f"{x),... positifs, on est certain 
qu’une valeur >Z rendra encore f"(x) positif. On voit même que 
plus x surpassera/, plus f\x] croîtra.

461. Jusqu’ici il n’a été question que de la limite supérieure des 
racines positives. Elle est en effet la plus importante, car elle sert 
à trouver toutes les autres. Pour déterminer une limite inférieure 

de ces racines, faisons x — ~ dans l’équation proposée, el repré

sentons par l la limite supérieure des racines positives de la trans
formée. 11 est évident que ) sera un quotient moindre que la plus 

petite racine positive de la proposée, de sorte qu’on pourra prendre 
ce quotient pour la limite cherchée. Dans les applications, il con
vient qu’elle soit la plus grande possible; par conséquent on choi
sira pour l la limite la plus rapprochée qu’on pourra.

Si on n’avait pas d’autre but que d’obtenir une limite inférieure 
différente de zéro, on y parviendrait sur-le-champ en divisant le 
dernier terme de l’équation donnée par la somme de ce dernier terme 
et du plus grand coefficient de signe contraire à ce terme.

Pour démontrer cette règle, soit l’équation
[A] -|-Pa;”*-1Sx!-f-Ta:±U = 0.

En faisant x = _, 

ordinaire, il vient

et ramenant l’équation résultante à la forme

»■++si rc’+eü = °- 
Supposons que dans [A] le plus grand coefficient de signe con-

traire à ± U ait pour valeur absolue R, il est clair que sera le 

plus grand coefficient négatif de la transformée ; donc on peut 

prendre / = el par suite - — , conformément à la 

règle énoncée.
462. Quant aux limites des racines négatives, on les trouve en 

changeant a; en —x dans l’équation donnée. Par là, on change 
les signes des racines, de sorte qu’en cherchant les limites des ra
cines positives de la transformée et les affectant du signe —, on 
aura les limites des racines négatives de la proposée.

465. Lorsque dans une équation tous les termes ont le même 
signe, il est clair qu’aucun nombre positif ne peut satisfaire à 
l’équation ; ainsi il n’y a point lieu dans ce cas à chercher les limites 
des racines positives. Il n’y a pas lieu non plus à chercher des li
mites aux racines négatives d’une équation dont tous les termes de 
degré pair ont un même signe, tandis que ceux de degré impair ont 
te signe contraire. Il est clair, en effet, qu’en y substituant un 
nombre négatif quelconque, tous les termes deviendront de même 
signe, et ne pourront point donner une somme égale à zéro.

Que les équations soient complètes ou incomplètes, ces remar
ques sont également vraies. Toutefois, si le dernier terme manque, 
l’équation a une ou plusieurs racines milles, mais en faisant ab
straction de ces racines les remarques précédentes subsisteront.

464. Je placerai ici une proposition qui a un rapport intime 
avec les recherches relatives aux limites, et qjii est d’un fréquent 
usage dans la haute analyse.

Soit un polynôme X de la forme

X = Ma?” -|- Nx" -j- Px” 4- etc.

dans lequel les exposants m, n, p,... sont entiers ou fractionnaires, 
mais positifs et décroissants. Il existe toujours une valeur positive 
de x, telle qu'en donnant à x des valeurs de plus en plus grandes, 
le polynôme X prendra des valeurs de même siyne que son 1er terme, 
el qui iront en augmentant jusqu à l’infini.

Mettons d’abord M en facteur commun, et écrivons

x = M (x-4- 4- 4- etc.) -

Dans les parenthèses, parmi les termes en xn, xf,... il peut s’en 
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trouver qui aient des coefficients positifs : représentons par Y la 
somme de ces tonnes, et par Y' celle des termes affectés de coef
ficients négatifs, on aura

X — M (xm 4- Y— Y') = M | .x’m ( 1 — -f- Y

11 est clair que tous les termes du quotient de Y' par xm doivent 
avoir en dénominateurs des puissances positives dex, cl que par 
conséquent, en donnant à x une très-grande valeur positive, ce 
quotient sera < 1. Par suite, la quantité entre crochets sera évi
demment positive, car xm est positif et Y ne renferme que des 
termes positifs; donc X sera de meme signe que M ou Ma."*.

Représentons par X cette très-grande valeur, et supposons qu’oil 
fasse croître x à partir de X : le quotient de Y' par xm ira en dé
croissant, tandis que#™ et Y augmenteront indéfiniment; donc la 
quantité X ira elle-même en croissant jusqu’à l’infini, et c’est ce 
qu’on voulait démontrer.

Si on veut assigner une valeur à X, on peut y parvenir, comme 
pour les limites, en substituant au lieu de x des nombres positifs 
croissants jusqu’à ce que a:’’* surpasse Y'; mais on y parviendra 
encore par le procédé suivant, déjà employé n° 588. Supposons 
que le quotient de Y' par x'“ soit

Y' R . S , T , .—— — —z 4—— —f— —7 4— etc.,JC*  OC^

cl qu’il renferme « termes. Posons les inégalités 

ou, ce qui est la même chose, celles-ci

x'>all, x’>aS, a:‘>aT, etc.

En essayant successivement pour x des nombres de plus en plus 
grands, on en trouvera un qui satisfera à toutes ces conditions, cl 
on pourra le prendre pour X.

Remarques. Quand les exposants »i, », p, ... sont tels que 
les ternies du polynôme X ne deviennent pas imaginaires en y 
mettant des valeurs négatives à la place de x, on pourra aussi as
signer une valeur négative de x, à partir de laquelle toutes les va
leurs négatives plus grandes feront prendre à X des valeurs de 
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même signe que le 1er terme Mæw, et croissantes jusqu’à l’infini. 
En effet, en faisant x= — y, X devient

X — M (— y)m + N( — y)" -f- etc.

De quelque manière que les signes se distribuent, on peut, d’après 
ce qui précède, déterminer une valeur positive y=X', qui remplisse 
à l’égard du polvnome précédent les conditions de l’énoncé; donc 
la valeur x—_ X' sera celle qu’il s’agit d’assigner.

Lorsque tous les exposants du polynôme X sont entiers, les 
termes ne cessent pas d’être réels quand on y substitue des valeurs 
négatives de x\ par conséquent, dans ce cas, on peut toujours 
assigner à x une limite positive X, et une limite négative—X', telles 
qu’en faisant croître x positivement à partir de X, ou négativement 
à partir de — X', il en résultera, pour le polvnome X, des valeurs 
qui seront constamment de même signe que son premier terme, et 
qui pourront devenir aussi grandes qu’on voudra.

Théorèmes sur les indications que fournissent les substitutions de deux nombres 
quelconques h la place de l’inconnue.

485. Je rappellerai d’abord l attention sur une remarque qu’il 
faudrait placer ici, si elle n’avait pas déjà été faite (225), savoir: 
que si dans un polynôme de la forme Axm4*  Bx,n_1 -f- Cx’"-’ -j- etc., 
on fait varier x d’une manière continue, le polynôme variera aussi 
d’une manière continue. Passons aux théorèmes que nous avons 
en vue.

466. Théorème I. Si deux nombres substitués successivement au 
lieu de x dans une équation X =0, de la forme

Kxm 4- 4~ Ca;m_s.... = 0,

donnent des résultats de signes contraires, l’équation a au moins 
une racine réelle comprise entre ces deux nombres.

Représentons par a et p les deux nombres substitués qui don
nent des résultats de signes contraires; et, pour fixer les idées, 
soit a< p. Concevons, par la pensée, qu’on substitue successive
ment dans X, au lieu de x, toutes les valeurs depuis « jusqu’à p; 
le polvnome devra lui-même varier d’une manière continue. Mais, 
par hypothèse, en y faisant d’abord .r=« puisr=- p, on doit avoir 
deux résultats de signes contraires; donc parmi les valeurs qu’il 
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prend quand x croît depuis a jusqu’à p, la valeur zéro doit se 
trouver au moins une fois. Or, la valeur de x par laquelle X de
vient zéro est une racine de l’éq. X = 0; donc, etc.

Remarque. Il faut bien observer qu’il pourrait y avoir erreur 
en affirmant qu’il ne doit y avoir entre a et p qu’wne seule racine 
de l’éq. X = 0. En effet, le polynôme X, sans cesser de varier 
d’une manière continue, peut, par exemple, avoir d’abord des 
valeurs décroissantes qui s’arrêtent à une certaine limite, après la
quelle il croîtra jusqu’à une limite à partir de laquelle il reprendra 
encore des valeurs décroissantes, qui, elles-mêmes, après s’être 
arrêtées, seront suivies de valeurs croissantes, et ainsi de suite. 
Par conséquent, rien n’empêche que X, dans l’intervalle de x=a 
à a? = p, n’ait passé plusieurs fois par zéro.

467. Théorème II. Lorsque deux quantités comprennent entre 
elles une racine de l’éq. X=0, et n’en comprennent qu’une, si on les 
substitue dans ïéquation, elles donneront deux résultats de signes 
contraires. Et, en général, toutes les fois que les deux quantités 
comprennent un nombre impair de racines, les deux résultats seront 
de signes contraires; mais quand elles ne comprennent pas de racines, 
ou quand elles en comprennent un nombre pair, les résultats seront 
de même signe.

Supposons que a soit une racine réelle comprise entre a et p, 
et qu’elle soit seule. Le polynôme X est divisible par x—a, et en 
nommant Y le quotient, on peut mettre X sous la forme

\ — (x— a) Y.

Faisons successivement x=a et x= p; les valeurs de Y devront 
être de même signe : autrement il y aurait entre a et p une racine 
de l’éq. Y=0, laquelle serait une nouvelle racine de X=0 com
prise entre a et p, ce qui est contre l’hypothèse. Mais d’ailleurs le 
facteur x—a changera de signe : car les différences a—a et p—a 
sont de signes contraires, attendu que a est entre a et p : donc 
les deux résultats qu’on obtient, en substituant a et p dans X, 
sont de signes contraires.

Supposons plus généralement qu’il y ait entre a et p un nombre 
impair de racines a, b, c, etc. On sait que X est divisible par le 
produit (x—a'(x—b)(x—c)..., de sorte qu’en nommant encore Y 
le quotient, on aura

X —— r).... X Y.
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On démontrera comme tout à l’heure qu'en faisant x=n et x=9, 
les deux valeurs correspondantes de Y auront le même signe, 
tandis que chacun des facteurs x—a, x—b, x—c,... change de 
signe ; et comme ces facteurs sont en nombre impair, on en con
clut que les résultats des substitutions de a et de p dans X doivent 
être de signes contraires.

Cette même démonstration prouve que s’il n’y a point de racines 
entre a et p, ou que s’il y en a un nombre pair, les résultats des 
deux substitutions auront le même signe.

Remarque. Le'théorème qu’on vient de démontrer doit surtout 
tenir en garde contre quelques assertions hasardées auxquelles 
on pourrait se laisser entraîner. Par exemple, de ce que les sub
stitutions de deux quantités donnent des résultats de signes con
traires, on peut bien conclure, d’après le théorème I, que ces 
quantités comprennent une racine; mais on aurait tort d’affirmer 
quelles n’en comprennent qu’une; car le théorème II prouve 
qu’il pourrait y en avoir plusieurs en nombre impair. Pareillement, 
lorsque les résultats sont de même signe, on ne saurait affirmer 
que les deux quantités ne comprennent aucune racine, car il 
pourrait arriver qu’il y en eût un nombre pair.

468. Théorème III. Lorsqu’une équation n’a pas de racines réelles, 
si on y substitue, au lieu de x, des quantités réelles quelconques, 
les résultats seront toujours de même signe.

En effet, si l’on trouvait deux résultats de signes contraires, 
l’équation devrait avoir au moins une racine réelle comprise entre 
les deux quantités substituées, ce qui est contre la supposition.

Remarque. Quand on a divisé une équation par tous les fac
teurs correspondants aux racines réelles, l’équation restante doit 
être dans le cas dont il s’agit. Mais une équation qui contiendrait 
des racines réelles donnerait aussi des résultats de même signe, 
si chacune y entrait un nombre pair de fois. En effet, en nommant 
«, b,... ces racines, on peut alors écrire l’équation ainsi:

(z-a)”(ï-ô)!"....XY = 0.

Or, quelque valeur réelle qu’on substitue au lieu de x, les facteurs 
{x—afn, (x—b')iK',... ne sauraient devenir négatifs; et, d’un autre 
côté, Y ne peut point changer de signe, puisque l’éq. Y=0 n’a 
que des racines imaginaires.

469. Plusieurs conséquences du théor. I doivent se placer ici.
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1° Toute équation de degré impair a au moins une racine réelle de 
signe contraire à son dernier terme.

Le premier terme étant toujours supposé positif, considérons 
d’abord le cas où le dernier terme est un nombre négatif—U. Nom
mons + 1 une limite supérieure des racines positives, déterminée 
comme il a été expliqué précédemment. Si dans l’équation on fait 
x=-j-l, on aura un résultat positif; et si on fait a?=0, on aura le 
résultat négatif — U. Donc, entre O et -\-l, l’équation a au moins 
une racine réelle, laquelle ne peut être que positive.

Maintenant, considérons le cas où le dernier terme est positif. 
Remplaçons x par —x; le premier terme deviendra négatif, et 
on le ramènera à être positif en changeant tous les signes de l’équa
tion. Par là le dernier terme deviendra négatif; donc, en vertu de 
ce qui vient d’être démontré, on est sur que la transformée a une 
racine positive; donc la proposée a une racine négative.

2" Toute équation de degré pair, dont le dernier terme est négatif, 
a. au moins deux racines réelles, dont l’une est positive et l’autre 
négative.

Faisons x — 0 et x = Z, on aura deux résultats de signes con
traires; donc l’équation a au moins une racine positive. Si on y 
change x en — x, la transformée aura encore son premier terme 
positif, et son dernier terme négatif; donc elle aura une racine 
positive; donc la proposée en aura une négative.

Remarque. Quand l’équation est de degré pair et que son der
nier terme est positif, ces raisonnements ne font plus connaître si 
l’équation a quelque racine réelle, parce qu’alors les substitutions 
ne donnent plus des résultats de signes contraires. C’est qu’en effet 
les équations qui n'ont que des racines imaginaires doivent être 
de cette forme : car, si elles étaient de degré impair, elles auraient 
au moins une racine réelle; et si, étant de degré pair, leur der
nier terme était négatif, elles en auraient au moins deux.

470. Par des raisonnements analogues à ceux du numéro pré
cédent, on tire du théorème II les conséquences qui suivent:

1° Dans une équation de degré impair, les racines réelles de signe 
contraire au dernier terme sont en nombre impair, et les racines de 
même signe, s'il y en a, sont en nombre pair.

Lorsque le dernier terme est négatif, les substitutions x — 0 et 
.r =-f-Z donnant des résultats de signes différents, on conclut, 
en vertu du théorème II, que les racines positives sont en nombre 
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impair. Si on change x en — x, l’équation se transforme en une 
autre qu’on ramène à avoir son premier terme et son dernier terme 
positifs : or, qu'on fasse dans celle-ci x — () ou x égal à la limite 
supérieure de ses racines positives, on a deux résultats positifs; 
donc les racines positives de celte transformée, et par suite les ra
cines négatives de la proposée, ne peuvent être qu’en nombre pair.

Lorsque l’équation proposée a son dernier terme positif, la 
transformée aura son dernier terme négatif. On pourra donc lui 
appliquer les- dernières conséquences, et par suite on conclura 
que la proposée a un nombre impair de racines négatives el un 
nombre pair de racines positives.

2° Dans une équation de degré pair, si le dernier terme est négatif, 
les racines positives sont en nombre impair et les racines négatives 
aussi en nombre impair ; et si le dernier terme est positif, les racines 
de chaque sorte ne peuvent exister qu’en nombre pair.

Cette conséquence s’obtient si facilement en reprenant le rai
sonnement ci-dessus, qu’il est inutile de s’y arrêter davantage.

Remarque. Dans tous les cas, on voit que le nombre total des 
racines réelles est de même parité que le degré de l’équation, c’est- 
à-dire qu’il est impair ou pair, selon que ce degré est impair ou 
pair. Donc, s’il y a des racines imaginaires dans l’équation, elles 
y sont en nombre pair, ce qui est conforme à la remarque déjà 
faite au numéro précédent, et à la proposition qui termine le n°59G.

471. Voici encore une proposition très-simple, qui doit trouver 
sa place ici. Si une équation se compose d’une suite de termes posi
tifs, après lesquels il n’y ait plus que des termes négatifs, elle aura 
une racine positive et n’en aura qu’une.

Puisque son dernier terme est négatif, elle a certainement une 
racine positive (469); et pour démontrer qu elle n’en a qu’une, 
on raisonnera comme dans le n° 439. Soit Y la somme des termes 
positifs, —Y' celle des termes négatifs, et xT la plus petite puissance 
de x renfermée dans Y : on peut écrire l’équation sous cet le forme

Soit a la valeur positive qui satisfait à l’équation, en faisant x = a 
Y Yzon devra avoir — =-?• Or, en augmentant x, le 1" membre de x x

celte égalité augmentera ou tout au moins restera constant, tan
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dis que le 2e diminuera; et le contraire arrivera en diminuant .r. 
Donc x = a est la seule racine positive de l’équation.

Séparation des racines, par la méthode de Lagrange.

472. Les règles qui servent à découvrir les racines commensu
rables étant d’une application facile, il convient, toutes les fois 
qu’on a une équation à résoudre, de chercher d’abord les racines 
de cette espèce, tant égales qu’inégales, et de les -supprimer au 
moyen de la division. A la vérité, ces racines pourraient se trouver 
par les mêmes procédés que les racines incommensurables, mais 
les calculs qu’ils exigent sont laborieux, et ils le sont d’autant plus 
que le degré de l’équation à laquelle on les applique est plus élevé ; 
c’est pourquoi l’on doit toujours commencer par abaisser ce 
degré autant que possible ; et la suppression des racines commen
surables est un moyen d’opérer cet abaissement.

La même raison suffirait pour rechercher si l’équation a des ra
cines égales, afin de la décomposer, dans le cas où il en existerait, 
en d’autres équations plus simples dont toutes les racines fussent 
inégales (416). Mais cette préparation est indispensable pour le 
succès des méthodes qui vont être exposées.

En conséquence, je supposerai toujours, dans ce qui va suivre, 
que l’équation à résoudre n’a plus ni racines commensurables, ni 
racines égales, de sorte qu’en parlant de racines réelles il ne sera 
question que de racines incommensurables et inégales.

473. La recherche de ces racines se partagera en deux parties 
distinctes. Dans la première, on déterminera, pour chaque racine, 
deux nombres entre lesquels elle sera comprise, et comprise toute 
seule : c’est ce qu’on appelle la séparation des racines. Dans la 
seconde, on se proposera d’évaluer les racines avec tel degré 
d’approximation qu’on voudra.

Si on change dans une équation l’inconnue x en —x, et qu’on 
prenne avec le signe — les racines positives de la transformée, on 
aura les racines négatives de la proposée. Ainsi, il suffira de mon
trer comment on trouve les racines positives des équations.

La première méthode rigoureuse qui ait été connue pour opérer 
la séparation des racines porte le nom de Lagrange : c’est elle 
que je vais exposer d’abord.

474. Soit une équation X=o, qui n’a plus de racines égales. 
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Imaginons qu’on y substitue successivement, au lieu de l’incon
nue x, des nombres positifs p, q,r, s,... formant une suite crois
sante, commençant à la limite inférieure des racines positives, 
finissant à la limite supérieure, et en outre tellement choisis 
qu’entre chaque nombre el le suivant il ne puisse tomber qu’une 
seule racine de l’équation. D’après le théorème II (467), on saura 
avec certitude, par les signes des résultats des substitutions, quels 
sont ceux de ces nombres qui comprennent véritablement une 
racine ou qui n’en comprennent point; et alors la séparation des 
racines positives serait complète.

La condition essentielle à laquelle sont assujettis les nombres 
p, q,r,s,... c’est que deux d’entre eux, pris consécutivement, ne 
puissent pas comprendre plus d’une racine : or, cette condition sera 
remplie, si on choisit pour ces nombres les termes d’une progres
sion arithmétique dont la raison soit une quantité o moindre que la 
plus petite différence qui existe entre les racines positives de l’équa
tion proposée. Ainsi, la difficulté se réduit à connaître la raison o. 
C’est ce que Newton avait déjà remarqué dans son Arithmétique 
universelle, et Lagrange y est parvenu au moyen de l’équation 
aux carrés des différences des racines de la proposée (* *).

(*) Cet usage de l’équation aux carrés des différences avait été indiqué, en 17G2, 
par Warinc , dans ses Miscellanea. Mais, dit Lagrange, «je ne connaissais pas
* cet ouvrage lorsque je composai mon premier Mémoire sur les équations. >

On a montré (440) comment elle s’obtient : supposons qu’on 
l’ait trouvée et qu’on ait évalué, par les procédés connus (461), la 
limite inférieure X de scs racines positives : on sera sûr que cette 
limite est moindre que le carré de la plus petite différence qui existe 
entre les racines de la proposée; par conséquent on pourra faire 
8 = /x. Comme fi est ordinairement incommensurable, on pren
dra préférablement un nombre rationnel < \/X-

Lorsqu’on pourra trouver pour X un nombre >1, on choisira 
pour 8 le nombre entier au-dessous de ç/X ; et alors, pour opérer 
la séparation des racines, on n’aura qu’à substituer des nombres 
entiers dans l’éq. X = 0. Quand on aura reconnu ainsi qu’il y a 
une racine entre deux de ces nombres, on pourra encore substi
tuer les nombres entiers intermédiaires, et déterminer, par les 
signes des résultats, les deux nombres entiers consécutifs entre 
lesquels elle est comprise.
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Le plus souvent X sera une fraction <1, par suite 8 sera aussi 

une fraction <1, et on aurait à substituer des nombres fraction
naires. Mais on les évitera par une simple transformation, en fai
sant x — 8x'. En effet, pour que deux valeurs devaient entre 
elles une différence >8, il est clair que les valeurs de x' doivent 
différer entre elles de plus d’une unité ; et dès lors on pourra trou
ver par des substitutions entières les deux nombres consécutifs 
qui comprennent chaque racine réelle de la transformée enx'.

475. Envisagée sous un point de vue purement théorique, la 
méthode précédente résout complètement le problème de la sépa
ration des racines. Mais si on considère, d’une pari, la longueur 
des calculs nécessaires pour former l’équation aux carrés des dif
férences; el, de l’autre,'la multitude des substitutions successives 
qu’on peut avoir à effectuer, on jugera que l’application de celte 
méthode doit au moins être très-pénible.

Afin de diminuer le travail des substitutions, on aura soin, dans 
chaque cas particulier, de prendre pour limite inférieure el pour 
limite supérieure des racines de l’équation proposée, les nombres 
les plus rapprochés qu’on pourra, et aussi de choisir pour 8 le 
plus grand nombre possible.

Après avoir déterminé les limites des racines, tant positives que 
négatives, il sera bien de substituer immédiatement les nombres 
entiers consécutifs compris entre ces limites; el s’il arrive que 
les signes des résultats indiquent autant de racines réelles qu’il y 
a d’unités dans le degré de l’équation, comme on sait qu’il ne 
peut pas y avoir un plus grand nombre de racines, on sera dis
pensé de calculer l’équation aux carrés des différences. En géné
ral, on ne devra omettre aucun moyen propre à éclairer sur la 
nature des racines, afin d’en profiter pour simplifier les calculs.

Le cas où l’on saurait d’avance que toutes les racines sont réelles 
mérite surtout d’être remarqué. Il est clair qu’alors en opérant des 
substitutions de plus en plus rapprochées, entreles limites extrêmes 
qui comprennent toutes les racines, on finira nécessairement par 
trouver dans les résultats un nombre de changements de signes 
égal au degré de l’équation; par conséquent alors fontes les ra
cines seront séparées. Ce cas reviendra plus loin, n° 492.

47G. Remarque. Dans le n“ 459, pour arriver à l’équation aux 
carrés des différences, on passe par l’équation aux différences, et 
celle-ci se trouve par une élimination. Or le seul procédé général 
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d’élimination que nous ayons exposé est celui du plus grand com
mun diviseur; el ce que je veux faire observer ici, c’est qu’alors 
il est peu important d’obtenir une équation finale qui renferme 
toutes les différences des racines et qui ne renferme qu’elles.

Supposons d’abord que l’équation finale renferme toutes ces 
différences, et qu’elle n’ait que le défaut de contenir des racines 
étrangères : la limite inférieure des racines de cette équation sera 
certainement moindre que la plus petite différence des racines de 
la proposée, el par conséquent on pourra la prendre pour valeur 
de 8. Supposons, en second lieu, que l’équation finale manque de 
quelques différences : c’est que, dans les divisions qu’on opère 
pour effectuer l’élimination, on aura supprimé quelques facteurs. 
Or, en égalant ces facteurs à zéro, on a des équations qui doivent 
contenir ces différences; donc, si on évalue les limites inférieures 
des racines de toutes ces équations, aussi bien que celle de l’équa
tion finale, on sera encore assuré qu’on peut prendre 8 égal à la 
plus petite de ces limites.

477. Je vais maintenant présenter des exemples d’équations, 
dans lesquelles il s’agira d’opérer la séparation des racines.

Exemple I. Soit l’équation

#d *j-  x 3 0.

On voit sur-le-champ qu elle tombe dans le cas du n° 471, cl que 
par conséquent elle a une racine positive unique. Si on veut 
avoir la partie entière de celte racine, il suffira donc de substituer 
au lieu de x les nombres 0, 1, 2,.... jusqu’àce qu’on trouve deux 
résultats de signes contraires.

Nombres substitués................. 0, 1, 2;
Résultats correspondants........ —3,—1 ,-f-7.

Ainsi la racine dont il s’agit est comprise entre 1 el 2.
Pour chercher les racines négatives, on changera x en — x. La 

transformée sera #3 + # + 3 —O; et comme tous ses termes ont 
le signe +, il est clair qu’elle n’a point de racine positive. Donc 
la proposée n’a point de racine négative; donc les deux autres 
racines sont imaginaires.

Exemple 11. Soit l’équation
#‘ — 5# — 10 — O-

Elle est encore dans le cas du n° 471 ; et si on y remplace x par
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— x, elle devient celle-ci, x'- + 5x — 10 — 0, laquelle est aussi 
dans le même cas. Donc la proposée n’a que deux racines réelles, 
l’une positive et l’autre négative. La partie entière se trouvera 
donc par les substitutions entières comme ci-dessous :

Nomb. subst. 0, 1, 2, 3, 0,-1,— 2,
Rés. corresp.—10,—14,——10,—4,+16.

Par conséquent, la racine positive est entre 2 et 3 ; et la racine 
négative est entre — 1 et — 2.

Exemple III. Soit l’équation
a;4 4- xî — 65æ 4- 5 = 0.

Pour ne point pousser trop loin les substitutions, déterminons 
d’abord les limites supérieures des racines. En écrivant l’équation 
sous celte forme

x(x3 4- æ — 65)4 5 = 0,
et cherchant une, valeur de x qui rende positif x3 4- x — 65, on 
reconnaît que 4 est limite supérieure des racines positives. Si en
suite on change x en —x, tous les termes de l’équation proposée 
deviennent positifs ; donc elle n’a point déracinés négatives.

L’équation donnée n’avant point de second terme, la somme 
des racines doit être nulle, par conséquent ces racines ne peuvent 
pas être toutes positives. Donc, puisque l’équation n’a pas de ra
cines négatives, elle doit en avoir d’imaginaires. Mais, d’un autre 
côté, on sait que les racines imaginaires sont en nombre pair (470); 
donc, si l’équation a véritablement des racines réelles, elles se
ront positives et au nombre de deux.

Maintenant il faut essayer les substitutions des nombres entiers 
positifs jusqu’à la limite 4.

Nomb. subst.. 0, 1, 2, 3, 4;
Rés. corresp. 4-5,-58,-105,—100,4-17.

Les signes montrent qu’il y a en efl'el deux racines positives; 
l’une entre 0 et 1, l’autre entre 3 et 4.

Exemple IV. Soit encore l’équation

x3 — 7x -j-7 = 0.
Puisqu’elle est de degré impair, elle a au moins une racine réelle 
de signe contraire au dernier terme, c’est-à-dire négative. Elle 
n’a pas d’autre racine négative; car en changeant x en— x, elle 
devient x3 — 7x — 7 = 0; et celle-ci n’a qu’une seule racine po-
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silive (471). La substitution des nombres entiers suffira pour dé
terminer la partie entière de cette racine positive.

Nomb. subst. 0, 1, 2, 3, 4;
Rés. corresp.—7,—13,—13,—1,+29.

Donc la racine positive de la transformée en — x est entre 3 et 4, 
donc la racine négative de la proposée est entre —3 et —4.

Si les deux autres racines sont réelles, elles doivent être posi
tives ; mais jusqu’ici leur existence reste incertaine. Pour lever le 
doute, essayons la substitution des nombres entiers.

Nomb. subst. 0, 1, 2, 3;
Rés. corresp. 7, 1, 1, 13.

On ne prolonge point les substitutions davantage, parce que le 
nombre zc = 3 donnant x3>7x, il est évident que les nombres 
plus grands donneront des résultats positifs. Les résultats ci-des
sus étant tous de même signe, on n’aperçoit pas encore qu’il y 
ail deux racines positives; el si elles existent, on ne les recon
naîtra qu’en substituant des nombres plus rapprochés.

Toutefois, il faut observer que dans le cas où les deux racines 
seraient égales, on n’obtiendrait jamais des résultats de signes 
contraires. Il est donc nécessaire d’appliquer à l’équation donnée 
les procédés connus pour juger si elle a des racines égales. On 
apprend ainsi que les racines de cette équation sont inégales.

Cela posé, pour arriver sûrement à la séparation des deux ra
cines douteuses, on aura recours à l’équation aux carrés des dif
férences. Dans l’exemple dont nous nous occupons en ce mo
ment on a trouvé (440) que cette équation est

-3_ 42-s + 441 s — 49 = 0 (*).

Soit fait s = — , il viendrau
M3-9M! + â“~i=0-

On peut écrire celte équation ainsi : «2 (w — 9) + + (u — j2) = 0 ; 
et alors on voit facilement que 9 est limite supérieure des valeurs

(♦) Comme celle équation n’a point de racines nulles, on apprendrait par là, 
si on ne le savait déjà, que la proposée n’a point de racines égales. D’un autre 
côté, comme les signes de l’équation en t sont alternatifs, on peut affirmer 
que la proposée a toutes ses racines réelles; mais cette conséquence est fondée 
sur une théorie qui sera exposée plus tard (493).
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positives de u. Donc À = J- est une limite inférieure des valeurs 
positives de z- ; donc enfin on aura une quantité moindre que 
la plus petite différence des racines de la proposée, en prenant 
*  /•   f 0  V'J — 3.

Tel serait l’intervalle à mettre entre les substitutions. Mais afin 
d’éviter les fractions, on fera a? = et on substituera des nom
bres entiers dans la transformée en x'. Cette transformée est 

x'3—63a;'4-189 = 0.
Pour diminuer le nombre des substitutions, il sera bon de dé

terminer les limites supérieure et inférieure des valeurs positives 
de a'. Si on remonte à la proposée, on voit d’abord qu’on peut 
prendre \/7 pour limite supérieure de x. Puis, en changeant x 

en ~, elle devient x3— a2-f- - =0 ; et comme dans celle-ci l’unité 

est limite supérieure, il s’ensuit que dans la proposée l’unité est 
limite inférieure. Ainsi, dans cette équation, les racines positives 
sont entre 1 et y/7; cl par suite les racines positives de l’éq. en x' 
sont entre 3X1 et 3 X , ou entre 3 et v/63, ou enfin entre 3 
et 8. En conséquence, on ne devra substituer dans l’éq. en a' au
cun nombre au delà de 8.

Nomb. subst. 3, 4, 5, 6; 
Rés. corresp. -j- 27, + 1, — 1, -J- 27.

Sans aller plus loin, les signes des résultats indiquent deux racines 
positives, l’une entre 4 et 5, l’autre entre 5 cl 6. Par suite, la pro
posée en aura aussi deux, lune entre jet l’autre entre | et |. On 
a déjà trouvé qu’une racine était comprise entre —3 et —4 : ainsi 
les trois racines de l’équation proposée sont réelles, cl complète
ment séparées.

Méthodes d’approximation.

478. Méthode par rapprochement des limites. Après avoir 
montré comment on assigne pour chaque racine deux limites 
spéciales entre lesquelles elle est seule comprise, il reste encore à 
la déterminer avec telle approximation qu’on voudra.

Le premier moyen qui se présente, c’est de substituer, dans 
l’équation proposée, des nombres intermédiaires entre ces limites, 
jusqu’à ce qu’on en trouve deux qui, donnant des résultats de 

LEÇONS D’ALGÈBRE. 401
signes contraires, aient entre eux une différence moindre que la 
fraction qui exprime le degré de l’approximation. Alors chacun 
de ces nombres pourra être pris pour la valeur de la racine.

Pour mieux m’expliquer, je suppose que A et B soient deux li
mites qui ne comprennent que la seule racine a, et que A étant 
moindre que B, on ait B—A=D. En substituant A -|-1D au lieu 
de x, le signe du résultat apprendra si a est entre A et A -j-1 D, 
ou entre A -j-1D et B ; par conséquent cette racine se trouvera 
resserrée en deux limites qui ne différeront plus entre elles que 
de |D. En répétant une opération toute semblable, on la resser
rera entre deux limites qui ne différeront plus que de | D ; et il est 
évident qu’en continuant ainsi on arrivera à deux limites dont la 
différence sera moindre qu’une quantité donnée o. Alors chacune 
de ces limites sera la valeur approchée de la racine, à moins de la 
quantité 3. Il n’est point nécessaire de prendre pour chaque nou
velle substitution un nombre qui soit exactement équidistant des 
deux dernières limites, et il sera souvent plus commode d’en em
ployer un autre.

Par ce procédé on pourrait porter l’approximation à un très-haut 
degré ; mais le calcul deviendrait extrêmement laborieux, à cause 
du grand nombre de substitutions qu’il faudrait effectuer. Aussi 
ne s’en sert-on que pour obtenir une première approximation, 
àT'G près par exemple; puis on achève le calcul par une méthode 
beaucoup plus rapide, qui a été indiquée par Newton, cl que je 
développerai dans le numéro suivant.

Quand la racine est <1 il convient de l’évaluer, non à moins 
d une fraction de l’unité, mais à moins d’une fraction de cette 
racine elle-même. Supposons, par exemple, que la valeur appro
chée ne doive différer de la vraie valeur a que d’une quantité 

et soient A et B deux limites qui comprennent «, A étant 
<B. Il est clair que si on a B — A <4;A, à plus forte raison 
aura-t-on B —A<7La. Ainsi il suffira de prolonger lés substitu
tions successives jusqu’à ce qu’on ait deux limites dont la diffé
rence soit moindre què le dixième de la plus petite de ces limites. 
Au reste, on pourra toujours, si on juge que cela puisse être 
utile, ramener la racine à être >1, soit en changeant l’incon
nue x en |, soit en multipliant toutes les racines par un nombre 

convenable.
26
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479. Méthode de Newton. Cette méthode exige, comme on 
vient de le dire, que la racine cherchée a soit déjà connue 
avec une certaine approximation. Pour la commodité du calcul, 
il faut qu’elle le soit au moins à près ; et c’est aussi ce que 
je supposerai.

Nommons a cette valeur approchée à près, et faisons 
aj=a-|-y. L’équation proposée /’(«)=Ose transformera en celle-ci

/■(a)+/’(«) • y+W ■ y'+WM • y3+etc.=o.

De cette équation l’on tire

La valeur de y qu’on veut trouver est A, par conséquent y’, y1,... 
sont respectivement moindres que j—, 77700,... Admettons, pour 
un moment, que l’ensemble des termes qui renferment ces puis
sances soit il est clair qu’en les négligeant, on aura pour y 
une valeur approchée à moins de 7^, savoir:

En conséquence, je pousserai la division de —/(«) par /"'(a) jus
qu’aux centièmes, j’ajouterai le quotient à la première valeur, a, 
et j’aurai ainsi pour la racine a une nouvelle valeur, p, que je 
regarderai comme approchée à moins de

On corrigera cette valeur p comme on a corrigé a. A cet effet on 
posera x—p -J-y, et ici la valeur de y qu’il faudra chercher sera 
<7-^5. La nouvelle transformée est

/•(P)+m-y+im-y2+etc.=o.
/7QX

On en tire y=——etc.; et, en négligeant les termes 

en y8, y3, etc., on a

Puisqu’on a supposé y <-rùrr, les puissances y1, y1,.... sont <(7^; 
et, en admettant qu’il en soit ainsi de toute la partie négligée, la 
valeur précédente serait approchée à moins de (7^)’- C’est pour
quoi l’on portera jusqu’à la 4e décimale l’évaluation du quotient 
de — /'(p) par /’,(p), puis on ajoutera ce quotient avec p, et l’on 

aura pour la racine a une nouvelle valeur y, qu’011 regardera 
comme approchée à moins d une unité décimale du 4e ordre.

En continuant ainsi, et en négligeant toujours les termes qui 
contiennent les puissances de la correction y, supérieures à la pre
mière, on admettra que la partie négligée à chaque transformation 
est moindre qu’une unité décimale de l’ordre double de celui de la 
dernière décimale à laquelle l’opération précédente avait porté 
l’approximation ; et alors on obtiendra des valeurs approchées suc
cessives , dans lesquelles le nombre des décimales ira toujours en 
doublant. On voit combien l’approximation sera rapide, puisqu’on 
aura déjà 8 décimales après la troisième correction, 16 après la 
quatrième, et ainsi de suite.

On doit encore remarquer combien est simple et régulier le cal
cul de ces corrections ; car il est évident qu’elles se déduisent toutes 
de la même formule

U]

en y remplaçant d’abord x par a, puis par p, et ainsi de suite : de 
telle sorte qu’après avoir fourni la première correction, elle four
nit encore la seconde, puis la troisième, etc.

Les approximations qu’on obtient ainsi sont loin d’être cer
taines; car elles reposent sur des suppositions qui ne sont pas tou
jours vraies. Par exemple, il se pourrait que dans la première cor
rection l’ensemble des termes en y’, y3,... fût >7^; ou que dans la 
seconde il fût >(7^)’; etc. L’habitude du calcul suggérera, dans 
les cas particuliers, les précautions qu’il convient de prendre pour 
employer cette méthode avec sûreté ; et même je vais montrer qu’il 
sera toujours‘facile de vérifier, après chaque correction, si l’on a 
réellement atteint l’approximation présumée.

Remontons à la valeur p, qu’on suppose approchée à près. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que la vraie valeur de la racine soit 
entre B—7^ et p ou entre p et P+tuô- En conséquence, on sub
stituera dans f(x) les trois nombres p—7^, P, p-f-^, et si le ré
sultat de la substitution de p—7^, ou de p -j-7^, est de signe 
contraire à celui que donne la substitution de p, on sera certain 
que la valeur p est approchée à -,-‘7 près. Mais si les résultats sont 
de même signe, on sera certain que cette approximation est exa
gérée; et dans ce cas on prendra pour point de départ une valeur 
plus approchée que a. Par exemple, au lieu d’une approximation 
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à un dixième près, on en cherchera une à un demi-dixième ; puis 
on examinera, comme on vient de l’expliquer, si la correction 
fournie par la formule [1] est exacte jusqu’aux centièmes. Si elle 
ne l’est pas, on recommencera le calcul, en se servant d’une 
première valeur encore plus approchée. Ainsi de suite, jusqu’à 
ce qu’on ait la racine avec deux décimales exactes.

On examinera semblablement la valeur approchée qui résultera 
de la correction suivante; et si la 4' décimale est fautive, on la 
supprimera. Si les trois premières sont exactes, on procédera à 
une nouvelle correction, qui donnera une valeur dont l’approxi
mation sera présumée s’étendre jusqu’à la 6e décimale, et qu’il 
faudra vérifier par le même procédé. La marche à suivre n’a pas 
besoin de plus amples explications (*).

(*) La géométrie analytique fait connaître de la manière la plus simple à quoi 
lient l’incertitude de ces approximations successives; et en même temps elle 
indique les conditions qu’il faut remplir pour la faire disparaître. Foorier, dans 
son Analyse des Équations, a ajouté à la méthode de Newton des perfection
nements , qui, au fond , ne sont autre chose que le développement de celte re
marque ; mais, pour les faire connaître, il faudrait employer des considérations 
qui appartiennent aux mathématiques supérieures : c’est pourquoi je renverrai 
à l’ouvrage même de Fourier. Ce sujet a aussi été traité avec succès par M. Vin
cent, dans un Mémoire inséré parmi ceux de la Société royale de Lille; cl 
M. Cauchy en a aussi fait l’objet de plusieurs publications.

? 480. Méthode de Lagrange. Elle consiste à exprimer chaque 
racine réelle en fraction continue. Si elle exige des calculs labo
rieux, au moins conduit-elle à une approximation certaine.

D’après ce qu’on dit en parlant de la séparation des racines (474), 
il est permis de supposer que les racines de l’équation à résoudre 
diffèrent entre elles de plus d’une unité, et que la partie entière 
de chacune d’elles est déjà connue. Soit X = 0 l’équation dont il 
s’agit, et soit a la partie entière d’une racine réelle et positive.

Si on fait x = a -j- i, on aura une transformée en y, que je re

présenterai par Y = 0, cl qui sera du même degré que X = 0. La 
valeur de y qu’il faut connaître, pour avoir la racine cherchée, 
doit être positive et >1; et de plus il est évident que y ne peut 
avoir qu’une seule valeur de celte espèce, autrement il y aurait 
deux valeurs de x entre a et a-|-l. Donc, si on substitue dans 
Y = 0 la suite 1, 2, 3,... on est sûr de parvenir à deux résultats de 
signes contraires; et les deux nombres substitués comprendront 
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entre eux la valeur cherchée de y, de sorte que le plus petit de 
ces deux nombres sera la partie entière de cette valeur.

Nommons p cette partie entière, el faisons y — B -f- 1. On aura 
A»

une transformée Z = 0, qui aura une racine unique >1 : de 
sorte que la substitution des nombres 1, 2, 3, etc., fera encore 
connaître la partie entière de cette racine.

Soit y cette partie entière, on fera 5==y + - 5 et il viendra une U
nouvelle transformée, ü = 0, dans laquelle il y aura une racine 
unique >1, dont on déterminera encore la partie entière par la 
substitution des nombres 1, 2, 3, etc. On continuera ainsi la suite 
des transformées aussi loin qu’il sera nécessaire.

Maintenant, si on observe qu’on a posé successivement

•T = a + ?p y==f! + l’ z = '< + «’ elc”

on en conclut que la racine cherchée peut s’exprimer par la frac
tion continue

On sait qu’en calculant les réduites successives on peut atteindre 
telle approximation qu’on veut (52S). Mais, pour ne point faire 
de calculs inutiles, il sera bon, à mesure qu’on trouve les nom
bres a, p, y, etc. de former les réduites correspondantes (323); 
et dès qu’on parviendra à deux réduites consécutives telles qu’en 
divisant l’unité par le produit de leurs dénominateurs, on ait une 
fraction moindre que l’erreur permise, on sera sûr que la pre
mière des deux réduites aura l’approximation requise (323).

Le calcul des équations transformées en y, z, etc., est assez 
long; et, afin de le faciliter, il convient de remarquer la loi sui
vant laquelle les coefficients de chaque équation se déduisent de 
l'équation précédente. Or, quand on fait or = «-f-1 dans X = 0, 

si on nomme A, A', A",... les résultats qu’on obtient en mettant a à 
la place de x dans X et dans ses dérivées X', X",... la transformée

1 V 1 A" 1peu! d’abord s’écrire ainsi : A A' - -j- : _ _ -j 4-etc.=0.y 2 y a . a y
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Par conséquent, en multipliant par y™, m étant le degré de l’équa
tion , la transformée Y = 0 sera

Aym + A'y”1-1 +1 A"ym-*  + âh AV*  + etc. = 0, 

et l’on saura comment ses coefficients se déduisent de X.
Semblablement, l’éq. Z = 0 sera de la forme

B^”‘ + B's”-1 + ÂB*5*  2 4- a’ j + etc. = 0, 

et les coefficients B, B', B”, etc. s’obtiendront en substituant fJ à 
la place de y dans le polynôme Y et dans ses dérivés. Ainsi de 
suite pour toutes les autres transformées.

481. Remarques. Tout ce qui a été dit sur la détermination 
approchée des racines pourrait s’appliquer aux racines commen
surables , si on avait négligé d’en débarrasser l’équation. En pre
nant les précautions nécessaires pour ne conserver que des déci
males exactes, la méthode de Newton finirait par donner une 
quantité décimale terminée ou périodique; el celle de Lagrange 
conduirait à une transformée qui aurait une racine entière. Toute
fois , sans parler de la longueur des calculs, on comprend que ces 
méthodes ne pourraient pas découvrir ces sortes de racines : car, 
si une racine est incommensurable, elles n’apprendront pas si les 
opérations doivent s’arrêter ou se prolonger indéfiniment.

Lorsque la seconde méthode fera trouver une fraction continue 
dans laquelle certains dénominateurs se répéteront dans le même 
ordre, on pourra soupçonner que la fraction continue est pério
dique, et alors, d’après ce qui a été démontré (350), elle repré
senterait une quantité irrationnelle de la forme a-\-y] b. Pour dé
cider si la fraction continue est véritablement périodique, on s’y 
prendra comme il suit. Soient V = 0 el Vj = 0 des équations qui 
donnent le même dénominateur dans les deux premières périodes. 
il est clair que ces équations doivent avoir une racine commune, 
et par conséquent on pourra la reconnaître en mettant dans cha
cune la même lettre pour représenter l’inconnue, et en cherchant 
ensuite leur plus grand commun diviseur. Cette racine étant trou
vée, on remonte facilement à celle de la proposée X = 0. J’ajou
terai encore que si celle proposée ne renferme que des coefficients 
rationnels, elle ne peut pas avoir la racine irrationnelle «4-v'è 
sans avoir aussi la racine a — y] b. Celle proposition est trop fa
cile à démontrer pour qu’il soit nécessaire de s’y arrêter.

Application des méthodes d’approximation a un exemple.

482. Soit l’équation *
.r3 —7a; 4-7 = 0.

On a trouvé n° 477, Ex. IV, qu’elle a une racine positive entre f 
et |, une autre racine positive entre f et f, et une racine négative 
entre—3 et — 4. Proposons-nous de calculer, par la méthode 
de Newton , la valeur approchée de la première racine.

Il faut d’abord en approcher à près, en resserrant les limites 
I et4. Ces limites, en décimales, sont 1,33 et 1,67; et les signes 
des résultats provenant de la substitution de ces nombres dans 
l’équation sont -j- et—. Si on substitue le nombre moyen 1,5, lé 
résultat est —0,125; donc la racine est entre les limites 1,33 cl 
1,5. Or, le nombre intermédiaire 1,4 ne diffère de la seconde que 
de 0,1, et de la première que de 0,07 ; par conséquent, on est sur 
que la valeur x = 1,4 est approchée à près.

Maintenant, pour obtenir une plus grande approximation, il 
faut recourir à la formule [1] du n° 479,

[1]

Dans noire exemple on a fix) = x3 — 7x -j- 7, f'(x) — 3x! — 7 ; par 
suite la formule des corrections sera

[2] y
x3 — 7# 4~ 7

3a;2 — 7 ’
Si on y substitue la valeur approchée x = 1,4, il vient y —— 
= — 0,05; et de là on conclut la valeur de x, approchée à 
près,

x —1,4 — 0,05 = 1,35.
Mais cette approximation n’est encore que présumée. Pour la 

vérifier, je substitue dans l’équation, d’abord la valeur 1,35, puis 
cette valeur augmentée de 0,01 :

1.35 donne 4_0,010375,
1.36 donne —0,004544;

et comme ces résultats sont de signes contraires, on est assuré 
que les centièmes sont exacts dans la valeur de x.

Pour avoir une plus grande approximation, on substituera celte
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valeur dans la formule [2], Il vient y — = 4-0,0068: el
par suite la nouvelle valeur approchée sera

x = 1,35 4- 0,0068 — 1,3568.
Pour la vérifier, il suffira de substituer dans l’équalion les deux 
nombres 1,3568 et 1,3569 :

1.3568 donne + 0, 000 141 586 432,
1.3569 donne — 0,000 006 100 991;

et le changement de signe prouve qu’en effet la racine cherchée est 
connue avec quatre décimales exactes. En continuant, on pourra 
porter l’approximation aussi loin qu’on voudra.

Par des calculs semblables on trouvera la seconde racine posi
tive. Pour avoir la racine négative qui est entre —3 et —4, le plus 
commode est de changer x en —x : la transformée aura une racine 
positive entre 3 et 4, dont on cherchera la valeur approchée; puis 
on prendra cette valeur avec le signe —.

485. Appliquons la méthode de Lagrange au calcul de la même 
racine. Dans le n° 477, Ex. IV, pour changer l’équation donnée 

x8 —7« + 7 = 0
en une autre dont les racines différassent entre elles de plus d’une 
unité, on a fait a:=|+, et on a trouvé —63a?’+189=0. Il faut 
donc chercher, par le moyen des fractions continues, la valeur de 
x' comprise entre 4 et 5; puis, en la divisant par 3, on aura la 
valeur de x comprise entre | et £.

Les opérations qu’on doit effectuer successivement, pour obte
nir x', sont renfermées dans le tableau suivant :

Équation en + .r'3— 63a:' -f-189 = 0,

x' = 4 -f-
y

f A/' + Ay + IA^ + ^A^O, 
' A = 43 — 63.4+189 = 4-1,
1 A' = 3.4’ — 63 = —15,
1 |A" =3.4 =4-12,
1 1 A"' — i •

1 ”transformée/ - 3 ‘
y* — 15y’ + 12y+1 = 0,

I y =14 donne— 27,
y =15............4-i8i,

\ y =14 4-1.
' 2

2 ■ transformée

' Bz3 + B'z’ 4-1B'z 4- B”= o,
B = 14’—15.1424-12 . 144-1 = — 27,
B' =3.14’—30.144-12 = 4-180,

J B" =3.14-15 = 4-27,
TH 8 = +1 ;

27 z3 — 180z! — 27z — 1 = 0,
- =6 donne — 811,
- =7..........+ 251,

S
C«3 + C'm’ +1 C'u 4- C"'=0.
C =27.63—180.6l —27.6 —1= —811;

C' =81.6S —360.6 —27 = + 729,
|C" =81.6 —180 = + 306,

rhr C — + 27,
81 lw’— 729w‘ — 306» — 27 = 0,

w = 1 donne — 251,
« = 2..........+ 2933,

On peut continuer les transformées. En les arrêtant ici, on aura

x' 1
1 + etc. ;

et les réduites, calculées suivant les règles connues (325), seront

4 
1’ 14’

346
85 ’

403
99 ’ etc.

Dans la lre, | , l’erreur est en moins et < rrn 011 + ;
Dans la 2*, ai , l’erreur est en plus et < r+sx 011 7+0!
Dans la 3’, l’erreur est en moins et < h+os ou «+5,
Dans la 4e, l’erreur est en plus et <«thr oh r+ra-

Pour apprécier l’approximation de la 4e, sans connaître le déno
minateur de la 5e, on remarquera que ce dénominateur est au 
moins égal à 99 + 85 ou 184.

Enfin, on divise ces réduites par 3, et on a, pour x, les valeurs

_4 19 346 403 
T 3’ 14’ 255’ 297’
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qui sont approchées, alternativement en défaut ou en excès, à 
moins des fractions âàû, aïW

On trouvera semblablement les valeurs approchées de l’autre 
racine positive ; et quant à la racine négative, comme elle est 
seule entre —3 et —4, on la cherchera en opérant immédiatement 
sur l’équation proposée sans passer par l’éq. en x'.

Remarque. La valeur d’une racine incommensurable n’étant ob
tenue qu’avec approximation, on ne peut point l’ôter de l’équation 
au moyen de la division , comme si elle était exactement connue. 
Si on négligeait le reste de la division et qu’on égalât encore le 
quotient à zéro, pour en déduire les autres racines, il est bien vrai 
que les erreurs seraien l en général contenues entre des limitesassez 
étroites : cependant il pourrait arriver que ces racines subissent 
des altérations considérables, et même qu’elles cessassent d’être 
réelles pour devenir imaginaires ou vice versa. Aussi celte simpli
fication ne doit-elle s’employer qu’ave une grande circonspection.

Racines imaginaires. — Limites des modules.

484. Par des substitutions convenablement réglées, on peut 
toujours savoir combien une équation a de racines réelles. Si ce 
nombre n’est pas égal au degré de l’équation, on est sûr qu’il doit 
y avoir des racines imaginaires; et, pour compléter la résolution 
de l’équation, il reste encore à déterminer cette sorte de racines.

Elles sont comprises dans la formule x=a-\-b>J— 1, a et b étant 
des quantités réelles qu’il faut trouver. En conséquence, on sub
stituera cette expression dans l’équation proposée; par là l’équa
tion se changera en une autre de la forme A -|- Bvz—1 = 0, où A 
et B devront aussi être des quantités réelles. Or, pour que celte 
dernière équation subsiste, il faut qu’on ait à la fois

A —0, B = 0:
la question est donc réduite à chercher les valeurs réelles de a et b 
qui conviennent à ces deux équations. A cet effet, on éliminera 
entre elles l’une des inconnues, a par exemple; puis on cherchera 
les racines réelles de l’équation finale en à; après quoi on cher
chera les valeurs correspondantes de a, en ayant soin de rejeter 
les solutions dans lesquelles cette inconnue serait imaginaire.

Que les coefficients de l’équation en x soient réels ou qu’ils 
soient imaginaires, ce qui vient d’être dit subsiste également. 
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Mais, dans le cas où ils sont réels, nous rappellerons (396) que 
les racines imaginaires de l’équation doivent être en nombre pair, 
et par couples de la forme a± b\J—1.

483. En m’occupant des limites des racines, p. 381 et suivantes, 
je n’ai eu en vue que les racines réelles : je vais montrer ici qu’on 
peut obtenir des limites entre lesquelles soient renfermés les mo
dules de toutes les racines, soit réelles, soit imaginaires. Consi
dérons l’équation

[1] xm -j- Pa?™-> -j- Qæm-5 -j- . .. = 0,

dans laquelle P, Q,... peuvent être réels ou imaginaires. Pour 
qu’une valeur de x soit racine, il faut (587) qu’après l’avoir sub
stituée dans le 1er membre, le module du résultat soit zéro.

Nommons v le iqodulc de a;, et p, q,... ceux des coefficients 
P, Q,... D’après le n° 58G, ceux des termes de l’équation seront 
vm, pvm~', qvm~\ ... et celui de la partie 4- Qa:*" -2-^ ... ne 
devra point surpasser la sommes»”*14* qvm~* 4--•• Donc, si on 
choisit pour v une valeur X telle qu’on ail

[2] vm—pvm~l— qvm~~— ... =0 OU >0,
on sera certain, en vertu du numéro cité, qu’alors le module du 
1er membre de l’cq. [1] ne sera pas moindre que la différence ci- 
dessus; et dès lors ce module ne sera point nul, ou, ce qui est la 
même chose, la valeur substituée au lieu de x ne sera point racine 
de l’équation. D’ailleurs toute valeur de v au-dessus de X rendrait 
cette différence encore plus grande ; donc X est une limite supé
rieure des modules.

La quantité X sera toujours facile à déterminer ; car il suffira de 
substituer dans la différence [2], au lieu de v, des valeurs positives 
croissantes jusqu’à ce que celte différence soit positive. Si les coef
ficients P, Q,... sont réels, les modules p, q,... seront les valeurs 
mêmes de ces coefficients, mais prises positivement ; et si on dé
signe par N la plus grande de ces valeurs, on pourra prendre 
immédiatement pour limite supérieure X = N 4-1.

Pour avoir une limite inférieure on fera x=-, on déterminera, 
?/

dans la transformée en y, la limite supérieure des modules des 
racines, puis on divisera l’unité par cette limite.
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il faut multiplier cette équation par x — a. L’opération peut se 
disposer comme ci-dessous :

CHAPITRE XIX.
DÉMONSTRATION ET USAGE DE PLUSIEURS THÉORÈMES IMPORTANTS,

xm ..
x—a

..—P .. -+Q . ...—R ,...±T ... .±U

Xm+'.....—P' .. -+Q’ . ...—R1 ...,±T' ... . ± U'
..—P" .. • •-HT . ...—R" ....-+-T" ... ........ ~p Utz

xn+'.. _ P'" ...—R"' 4-T'" ........ zpü«.

Règle de Descartes. — Comment elle sert à trouver les racines quand elles 
sont toutes réelles. — Conditions de la réalité des racines.

486. Théorème de Descartes. Lorsqu’on passe d’un terme 
au suivant, on dit qu’il y a variation ou permanence, selon que 
le signe change ou qu’il reste le même. Par exemple, l’équation 
x' — %x3 — 5x,-{-8x—10=0 aurait trois variations et une per
manence. On suppose toujours que l’équation n’a point de coef
ficients imaginaires, et ici je supposerai en outre qu’elle n’a 
point de racines nulles. Cela posé, le théorème dont il s’agit 
s’énonce en ces termes :

Dans une équation quelconque, complète ou incomplète, le nombre 
des racines positives ne peut point surpasser celui des variations ; el, 
quand il est moindre, la différence est toujours un nombre pair.

La démonstration consistera à examiner le changement pro
duit dans les signes d'une équation, quand on y introduit une 
nouvelle racine positive. Considérons donc une équation quel
conque, complète ou incomplète, et renfermant tels signes qu’on 
voudra : je la représenterai de cette manière,

[i ] 5F77—F77+Q77— r77±t....±(’=o ;
el ici P, Q, R, etc., seront des termes ordonnés comme à l'ordi
naire et contenant une puissance de x avec son coefficient. Les 
points indiquent des lacunes dont chacune est remplie par des 
termes de même signe que celui qui la précède : c’est-à-dire qu'à 
xm commence une série de signés-f-; à—P, une série de signes—; 
et ainsi de suite jusqu’à une dernière série, qui commence à ±T 
et finit à±U. D’ailleurs rien n’empêche qu’une série de signes 
ne se réduise à un seul.

Pour introduire dans l’équation une nouvelle racine positive -j-a.

p', Q', etc. désignent les produits Px, (jx, etc. ; et aucun d’eux 
n’est égal à zéro.

P", 0", etc. désignent des produits qui proviennent de la multi
plication para, et qui renferment x au même degré que P’, Q',clc.; 
mais, comme l’équation [1] n’est pas toujours complète, il peut 
se faire que plusieurs d’entre eux soient nuis.

PQ", etc. désignent, dans le produit total, les termes de même 
degré en x que P', Q', etc. ; et aucun d’eux ne doit être nul.

Enfin, on remarquera encore que dans la 2e ligne de produits 
partiels, les lacunes peuvent contenir des termes de signes con
traires à ceux qui se trouvent au-dessus dans la lre ligne de pro
duits : de sorte que les signes qui affectent, dans le produit total, 
les termes correspondants à ces lacunes, doivent rester indéter
minés tant qu’on n’assignera point de valeurs particulières aux 
coefficients de l’éq. [1].

Or, quels que soient ces signes, il y a dans le produit total au 
moins une variation de j;m+1 à — P'", tandis que le multipli
cande n’en contient qu’une seule de xm à — P; de même, il y en 
a au moins une de —P'" à -f- Q", et une seule de —P à -f- Q : cl 
en continuant ainsi on reconnaît qu’à la fin il y en a au moins 
une de ± T"' à zp üa, tandis que le multiplicande n’en a aucune 
après zt T ; donc le produit a au moins une variation de plus que 
le multiplicande. Donc chaque racine positive, introduite dans 
une équation, doit y apporter au moins une variation; donc, le 
nombre des racines positives ne peut point surpasser celui des 
variations.

En y regardant de plus près, on aperçoit que si, de x^' à P , 
il y a plusieurs variations, elles sont en nombre impair; car, pour 
passer d’un signe à un signe contraire, il faut un nombre impair 
de variations. La meme chose peut se dire de — P’ à -f- (?', et de 
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tous les autres intervalles. Ainsi, en faisant attention que dans le 
multiplicande il n’y a plus de variation après ±T, on peut con
clure que les variations nouvelles introduites par une racine po
sitive sont toujours en nombre impair. Cela posé, concevons qu’on 
ait ôté à une équation toutes ses racines positives, l’équation res
tante doit avoir son dernier terme positif, sans quoi elle aurait au 
moins une racine positive (469). Or, pour arriver du premier 
terme, qui est toujours positif, à ce dernier terme, qui est positif 
aussi, les variations, s’il y en a, sont évidemment en nombre 
pair; et, d’un autre côté, on doit revenir à l’équation primitive 
en rétablissant successivement chacune des racines supprimées : 
donc, si le nombre des racines positives est moindre que celui des 
variations, la différence est un nombre impair.

487. Si dans une équation, on remplace x par — x, toutes les 
racines changeront de signe; par conséquent le nombre des va
riations de la transformée indiquera combien, au plus, la proposée 
contient de racines négatives. Par exemple, s’il s’agit de l’équa
tion x* —1x-|-5=0, comme elle n'a que deux variations, on voit 
tout d’abord qu’elle ne peut avoir plus de deux racines positives. 
Puis, comme la transformée en — x, après y avoir changé tous 
les signes, est x8—1x—5=0, et qu’elle n’a qu’une variation, on 
est certain que la proposée n’a pas plus d’une racine négative.

488. On peut démontrer généralement qu’en réunissant les va
riations de la proposée à celles de la transformée, le nombre total 
de ces variations ne doit point surpasser le degré de l’équation.

Soient Gx‘ -j- Ha;* -*'  deux termes consécutifs de l’équation 
x"'-\- etc = 0, et supposons-les d’abord de même signe. Après 
avoir changé x en — x, ces deux termes donneront une variation 
si k' est impair, et ils n’en donneront aucune si k' est pair. Sup
posons maintenant que les deux termes soient de signes contrai
res : si k' est impair, ils ne présenteront aucune variation dans la 
transformée; mais si k' est pair, ils en présenteront encore une. 
Ainsi, en réunissant les variations de la proposée à celle de la 
transformée, on peut dire que deux termes consécutifs, dans les
quels la différence des exposants est impaire, présentent toujours 
une variation ; et que, si cette différence est paire, ils en présen
teront deux ou n’en présenteront aucune. Ce nombre de variations 
ne surpasse donc pas la différence des deux exposants ; el comme 
dans le dernier terme de l’équation l’exposant de x est zéro, on 
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est certain que le nombre total des variations ne surpassera ja
mais le degré de l’équation. Et même, on voit que la différence, 
quand il y en a une, doit être un nombre pair.

489. Puisqu’il ne doit point y avoir plus de racines positives 
que de variations dans la proposée, ni plus de racines négatives 
que de variations dans la transformée en —x; et puisque d’ail
leurs le nombre total de ces variations ne peut point surpasser le 
degré de l’équation, il s’ensuit que si toutes les racines sont réelles, 
ce nombre total devra être égal au’degré de l’équation, et qu’il y 
aura précisément autant de racines positives que de variations 
dans la proposée, et autant de racines négatives que de variations 
dans la transformée.

Lorsqu’on ignore si toutes les racines sont réelles, cette conclu
sion ne s’applique plus ; car les racines imaginaires peuvent sub
sister également avec des permanences et avec des variations. Par 
exemple, si les racines de l’éq. a;2 -\-px -|- q = 0 sont imaginaires, 
il est clair qu’elles le seront encore apres avoir changé p en —p.

490. Lorsqu’une équation est incomplète, il est souvent facile, 
par ce qui précède, de reconnaître qu’elle a des racines imagi
naires. On comptera les variations de la proposée ainsi que celles 
de la transformée en — x ; et d’après les n°" 486 et 487, il ne peut 
pas y avoir plus de racines réelles que ne l’indique le nombre de 
toutes ces variations : donc, si ce nombre est surpassé par le de
gré de l’équation, on sera certain qu’il y a au moins autant de ra
cines imaginaires que d’unités dans la différence.

Par exemple, si l’équation est xm — 1=0 et que m soit pair, 
on apprendra sur-le-champ qu’elle a, au plus, deux racines réelles ; 
et comme il est évident qu’elle en a deux, 4-1 et — 1, on peut 
affirmer qu’elle a m — 2 racines imaginaires.

Reportons-nous à l’explication du n° 488. En représentant l’é
quation par xm 4- Pæw~n -j- Q.zm-n-n' -|- etc. = 0, et
en ajoutant les variations de la proposée à celles de la transformée 
en —x, on a vu que les termes xm-^- Pxm~n donnent une varia
tion quand n est impair, et qu'ils en donnent deux ou n’en don
nent pas du tout quand n est pair. Par conséquent, si on 
nomme v ce nombre de variations qui est tout au plus égal à 2, 
la différence n — v pourra bien être ou zéro ou un nombre pair, 
mais ne sera jamais négative. Une observation analogue peut se 
faire sur deux termes consécutifs quelconques de l’équation : de 
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sorte qu’en désignant par v', v",... les nombres des variations 
résultant des autres parties de l’équation, aucune des différences 

n — v, n'—v', m" — v",...
ne sera négative. Mais si on désigne par V la totalité des variations 
de l’équation et de la transformée, puis si on fait attention que 
m = n -j- n' -f- ra",... on a évidemment

m — V = (n — v) + (»' — v') 4- (n" — v") 4- etc.
Or, quand les ni racines de l’équation sont réelles, on a V — wioti 
ni—V = 0; donc, puisque aucune des différences n — v,ri — v',... 
ne peut être négative, il faut qu’on ait

n — v = O, n' — v' — O, n"—v" = O, etc.
Donc, si une seule de ces différences n’est pas zéro, on est 

assuré, sans autre examen, que l’équation a des racines imagi
naires; et l’on pourra affirmer qu elle en a au moins autant que 
cctle différence renferme d’unités.

Par exemple, supposons que Gic'+H^1-2 soient deux termes 
entre lesquels manque le terme en x1-'. Si G et H ont le même 
signe, ces termes n’amèneront pas de variation dans la transfor
mée en —x, et on pourra affirmer que l’équation a au moins 
deux racines imaginaires : tel est le cas de l’éq. xZJr4x~lr7—O. 
Mais si G et H sont de signes contraires, on ne pourra plus rien 
conclure; car les deux ternies donnent déjà une variation et en 
donneront encore une dans la transformée, ce qui en fera 2, nom
bre précisément égal à la différence des deux exposants : ce cas 
est celui de l’éq. x3 — 4x -j- 7 = 0.

Supposons maintenant qu’entre deux termes Ga-‘-|-lLr‘-'1', il en 
manque deux ou davantage. Comme la différence des exposants 
est > 2, el que ces deux termes ne peuvent produire que deux 
variations au plus, on est assuré, sans aucun examen ultérieur, 
que l’équation a des racines imaginaires.

491. Quand l’équation est complète et qu’on y remplace x par 
— x, il est évident que, sur deux termes consécutifs, l’un con
serve son signe, tandis quel’autre prend un signe contraire à celui 
qu’il avait; donc les permanences deviennent des variations, et 
vice versa. On peut donc dire qu’une équation complète ne peut 
pas avoir plus de racines négatives que de permanences.

Celte conclusion s’appliquera aux équations incomplètes si l'on 
a soin d’y rétablir les ternies manquants, lesquels doivent clic 
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regardés comme ayant le coefficient ±0. Par exemple, soit l’équa
tion x3—4x+7=0 : sous celte forme elle n’a pas de permanence ; 
cependant elle a une racine négative, car elle est de degré impair 
el son dernier terme est positif (4B9). Mais si on restitue le second 
terme ± elle devient a? ± Oa?2 — 4x 4- 7 = 0 ; et alors, qu’on 
prenne 4-°^*  ou —Oa;2, elle a toujours une permanence (*).

On peut aussi, par cette voie, reconnaître quelquefois la pré
sence des imaginaires. Après avoir rétabli les termes manquants 
en leur donnant zéro pour coefficients, on devra les regarder 
aussi bien comme positifs que comme négatifs ; el, quelques signes 
qu’on adopte, on devra toujours, si toutes les racines de l’équa
tion sont réelles, trouver le même nombre de variations et le 
même nombre de permanences. Donc, quand il en sera autre
ment, l’équation aura des racines imaginaires.

Par exemple, soient, comme plus haut, G#‘4- Ha?* -2 deux ter
mes entre lesquels manque le terme en .r‘-‘ : on le rétablira, et 
on aura Gæ‘± OaA-1-j-Ha?4-.-’. Si G et II sont de même signe, posi
tifs par exemple, ces trois termes donneront deux permanences 
ou deux variations, selon qu’on prendra -f- 0 ou —0; donc lors
qu’il manque un terme entre deux termes de même signe, l’équa
tion a des racines imaginaires. Mais si G et 11 sont de signes con
traires, on ne peut plus rien conclure; car, soit qu’on prenne -j-0 
ou —0, l’ensemble des trois termes donnera toujours une varia
tion et une permanence.

Soient encore Gxk 4- Hx* -4' deux termes entre lesquels il en 
manque plusieurs. En rétablissant les termes intermédiaires, on 
aura Gx‘zt0x‘~1±0x‘_,...4~Hxl_*'.  Or, on peut donner au troi
sième, 0x‘~2, le même signe qu’à Gx‘ ; et alors, d’après ce qui vient 
d’être dit, on sera sur que l’équation a des racines imaginaires.

11 serait facile de démontrer que le rétablissement des termes 
manquants peut conduire aux mêmes conséquences que les con
sidérations du n- 490; mais ces détails sont superflus.

492. La règle de Descartes peut servir à trouver les racines 
d’une équation quand elles sont toutes réelles. Je supposerai, ce

(♦) Quelquefois le théorème de Descartes est énoncé ainsi : Une équation ne 
saurait avoir plus de racines positives que de variations, ni plus de racines 
négatives que de permanences. Mais la seconde partie de cet énoncé est inexacte, 
à moins qu’on n’ajoute que l’équation est complète, restriction inutile pour la 
première partie. L’éq. a3 —4a + 7 =0 suffit pour justifier celle remarque.

27 
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qui est toujours permis, qu’il n’y ait plus de racines égales, et je 
me dispenserai aussi de parler des racines négatives, attendu que 
leur détermination se ramène à celles des racines positives.

D’après la règle de Descartes, puisque l’équation proposée en # 
n’a que des racines réelles, elle doit avoir précisément autant de 
variations que de racines positives. Or, si on désigne par a un 
nombre réel quelconque, et si on fait x — « = x', toutes les racines 
de la transformée en x' ou x — a seront encore réelles ; par con
séquent le nombre des variations de cette transformée indiquera 
aussi combien elle a de racines positives.

D’un autre côté, il est évident que si a est positif, et que l’équa
tion en x n’ait pas de racine entre O et «, ta transformée en x — a 
conservera autant de racines positives que la proposée; mais que, 
si cette proposée a des racines entre 0 et a, la transformée aurade 
moins un pareil nombre de racines positives. Donc, en comptant 
les variations perdues lorsqu’on passe à la transformée en x—a, 
on saura combien la première a de racines positives entre 0 et a. 
Pareillement, a' étant > a, si on passe de l’éq. en x— a à une 
nouvelle transformée en x— a', le nombre des variations qui se
ront de moins dans la seconde que dans la précédente, fera connaî
tre combien l’équation en x, a de racines positives entre a et «'. 
Cela posé, voici comment on déterminera successivement tous les 
chiffres des racines, jusqu à telle décimale qu’on voudra.

De l’éq. en x on déduira les transformées en x— 1, x — 2,... 
jusqu’à celle en #— 10; et, par les variations perdues à chaque 
transformation, on saura combien la proposée a de racines entre 
O et 1, combien entre 1 et 2,..., enfin combien entre 9 et 10.

Les racines dont l’existence est ainsi reconnue sont < 10; mais, 
quand on saura les calculer en décimales, il sera facile d’obtenir 
aussi les racines comprises de 10 à 100, de 100 à 1000, etc. En 
effet, il suffira de faire x = 10a?’ dans l’éq. en x, et de chercher 
les valeurs de x' qui sont < 10 ; puis de faire x'— 10#" dans l’éq. 
en #', et de chercher les valeurs de x" qui sont <10; ainsi de 
suite. Si, par exemple, après avoir trouvé l’éq. en #", on cherche 
la transformée en #"— J 0, et que tous ses termes soient de même 
signe, on sera certain que la proposée n’a pas de racine posi
tive >1000. Par ces raisons, je inc bornerai à expliquer com
ment on trouve les chiffres décimaux des racines < 10.

Supposons qu’une ou plusieurs racines soient comprises entre 
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le chiffre a et «-J- 1. Pour trouver les dixièmes de chacune, on 
fera 10 (x—«) = x’ dans l’éq. en x—a, puis on cherchera la partie 
entière des valeurs de x', par le même moyen qui a déterminé a : 
c'est-à-dire qu’on calculera les transformées en x'—1, x'—2, etc., 
en ayant soin de ne pas dépasser#'—10, et qu’ensuite on comp
tera les variations perdues à chaque transformation, ce qui ap
prendra s’il y a des valeurs de #' entre 0 et 1, entre 1 et 2, etc. : 
par là on connaîtra le chiffre des dixièmes de chacune des racines. 
Soit «celui qui appartient à l’une d’elles, on fera 10 (#'—»')=#"» 
on répétera sur l’éq. en #" les opérations qui ont été faites sur 
l’éq. en #', et on connaîtra le chiffre «" des centièmes. En conti
nuant ainsi on pourra trouver autant de décimales qu’on voudra.

Il se peut que plusieurs racines aient les premières décimales 
communes. Mais comme l’éq. en # n’a pas de racines égales, on 
est sûr que les racines comprises entre a eta-f-l finiront toujours par 
se séparer. On reconnaît que la séparation d’une racine est com
plète, quand la dernière transformée n’a qu’une seule racine po
sitive de moins que la transformée précédente, ou, ce qui est la 
même chose, quand elle n’a qu’une seule variation de moins.

La méthode que je viens d’exposer sommairement a été publiée 
en 1807 par Budan, dans un mémoire ayant pour titre Uléthode 
nouvelle pour la résolution des équations. Cet auteur a aussi essayé 
d’étendre sa méthode à toutes les équations, lors même qu’on 
ignore la nature des racines; mais il s’est trompé en croyant y 
réussir au moyen de la seule règle de Descartes.

495. C’est une recherche importante que celle des conditions 
auxquelles on reconnaît que toutes les racines d une équation 
sont réelles et inégales : on peut y parvenir en appliquant le théo
rème de Descartes à l’équation aux carrés des différences.

Soient X = 0 l’équation donnée, et D = 0 l’équation aux carrés 
des différences. S’il n’y a dans X=O que des racines réelles et 
inégales, les carrés de leurs différences seront des quantités réelles 
et positives ; donc l’éq. D=0 devra être complète et n’avoir que des 
variations de signes. Supposons qu’il y ait des racines imaginaires 
dans X=0, et admettons, ainsi qu’on l’a démontré (597), qu’elles 
s’y trouvent par couples de la forme a zt b le carré de la dif
férence entre les racines d’un tel couple est (16/—l)*'ou  —46*,  
quantité essentiellement négative. Si, parmi les racines réelles, il 
y en avait d’égales, les carrés de leurs différences seraient zéro. 
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Or, il est évident que l’éq. I)=0 ne peut avoir ni racines négatives, 
ni racines nulles, quand elle est complète et que les signes 4- et — 
y sont alternatifs. Donc, pour qu'une équation n’ait que des racines 
réelles et inégales, il faut et il suffit que l’équation aux carrés des 
différences soit complète et n’ait que des variations.

Quand l’éq. X=0 n’a que des racines réelles, mais qu'il y en a 
d’égales, le dernier terme, ou même plusieurs ternies consécutifs 
à partir du dernier, manquent dans l’éq. D = 0; mais les termes 
restants doivent toujours se succéder sans lacune et n’offrir que 
des variations de signes.

Pour l’équation du 3" degré ar*  -j- Q./; -|- R =0, on a trouvé (440) 
que l’équation aux carrés des différences est

+ GQs1 + 9Q’s + 4Q’ + 27R! = 0.
Si l’on veut que celle dernière soit complète et ne présente que 
des varialions, il faut qu’on ail Q<0 et 4Q’ + 27R*<0.  Or, la se
conde condition ne peut pas être remplie sans la première; donc, 
pour que les racines de l’équation du 3e degré soient réelles et 
inégales, une seule condition est nécessaire, savoir : 4Q’4*27R !<0.

Théorème de Bldan. — Sou ulililé dans la résolution des équations.

494. de théorème a été publié, en 1807, dans l’ouvrage déjà 
cité (492). Après avoir observé qu’on pouvait facilement en aper
cevoir la vérité à l’égard des équations qui n’ont que des racines 
réelles, Budan ajoutait « qu’il avait de fortes raisons de le croire 
applicable à une équation quelconque. » Plus tard , en 1811, il 
mit cette assertion hors de doute par une démonstration qu’i] 
communiqua à l lnslitut. Lagrange et Legendre, qui furent chargés 
d’en faire l’examen, jugèrent que la démonstration était exacte 
et que le théorème était nouveau. Pour mieux le faire connaître, 
je reprends les choses de plus haut.

Une éq. en x étant donnée, et a étant un nombre positif quel
conque, soit fait x = y -f- a : on aura une transformée en y dont 
toutes les racines seront celles de la proposée diminuées de a; et 
il est évident qu’autant l’éq. en a; renfermait de racines entre 0 
et a, autant il y aura de racines positives de moins dans la trans
formée en y ou x — a. Or, lorsque toutes les racines d'une équa
tion sont réelles, on a vu que le nombre des racines positives de 
cette équation est égal à celui des variations de signes : donc, si 
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l’éq. en x n’a que des racines réelles, on devra trouver dans la 
transformée en x—<*■  autant de variations de moins qu’il y avait 
de racines entre 0 et a dans la proposée. La présence des imagi
naires empêche cette conclusion d'être générale; mais dans tous 
les cas on peut établir, et c’est là le théorème énoncé par Budan, 
tpie le nombre des racines de l’équation en x, comprises entre 0 et a, 
ne peut point surpasser le nombre des variations perdues en passant 
de cette équation à la transformée enx — a.

Soit X = 0 une équation du degré m. en x, et soient X', X",... 
X(“-”, X(m) la suite des fonctions dérivées de X, jusqu’à celle qui 
ne renferme plus l’inconnue a*.  Si on fait.r = y -j-a, on obtiendra 
la transformée en y ou x — « ; et, si on ordonne cette transformée 
à la manière ordinaire, ses coefficients seront les valeurs que 
prennent, pour x — a., les fonctions

X(m) X(““” X" X'
i.2...»?’ i.2...(»»—i)’’ ■ m*  r,x

D’un autre côté, pour x = 0, ces fonctions doivent se réduire aux 
coefficients de l’éq. X = 0; car alors la transformée doit devenir 
celle qu’on aurait eue en faisant x = y. Ainsi, le théorème revient 
à démontrer que si on compte les variations de la suite ci-dessus 
après y avoir fait.r = 0, et aussi après y avoir fait x = a,\e nombre 
des racines de X — 0, comprises entre 0 et a, ne peut pas surpas
ser celui des variations qui se trouvent de moins après la seconde 
substitution. Dans celte suite de fonctions on peut d’ailleurs sup
primer les diviseurs numériques, et même multiplier ou diviser 
chacune d’elles par tel facteur positif qu’on voudra, puisque alors 
les signes ne sont pas altérés. C’est à peu près ainsi que Fourier 
présente le théorème dont il s’agit , dans son Analyse des équations, 
publiée par Xavier, en 1831. Je vais en rapporter ici l’énoncé et 
la démonstration tels qu’on les trouve dans cet ouvrage.

49l>. Théorème. Etant donnée une équation quelconque X = 0, 
de la forme -}-pjr’'-1... -g Q.t”-*.  .. +Ta:-|- U = 0, si, dans 
la suite des m 1 fonctions

[1] X<-), X(-->,... X", X', X,
on substitue alternativement deux quantités réelles quelconques i 
et fi, * étant <8, et si après chaque substitution on compte les 
variations de signes que présente la suite des résultats : le nombre 
des racines comprises entre n et 8 ne peut jamais surpasser celui des 
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variations perdues de \-~u à x = p, et, quand il est moindre, la 
diff érence est toujours un nombre pair.

La démonstration se fera en examinant les changements de 
signes qui peuvent s’opérer dans la suite [1] lorsque x croit d’une 
manière continue. Or, il estclair qu’aucune fonction de cette suite 
ne doit changer de signe sans passer par zéro : car, si l’une d’elles 
change de signe en y substituant successivement deux quantités, 
on sait qu’il existe, entre ces quantités, au moins une valeur de a? 
qui rend la fonction égale à zéro. C’est pourquoi l’on fera particu
lièrement attention aux altérations produites dans les signes lors
que x passe par une valeur a qui fait évanouir une ou plusieurs 
fonctions delasuite[l]. La clarté exige que l’on considère avec ordre 
différents cas. Je préviens ici que je représenterai le 1er membre 
de l’équation indifféremment par X ou par F(æ); et les polynô
mes dérivés, par X', X", etc., ou par F'(rr), F" (a;), etc.

1° Supposons que la valeur x = a ne rende nulle qu’une seule 
des fonctions, et que ce soit la dernière, X ou F(a;). Puisque a ne 
rend nulle aucune des fonctions précédentes, on est certain qu’en 
prenant une quantité h suffisamment petite, et en substituant suc
cessivement a—h et a-\-h au lieu de x dans ces fonctions, les deux 
suites de résultats devront offrir exactement les mêmes signes que 
si l’on avait substitué a. Il n’y a donc qu’à comparer les signes 
donnés par les substitutions de a — h et de a-\-h dans les deux 
dernières fonctions, F'(a?) et F (a;). Ces fonctions deviennent

F'(fl — A) et F(a— A), pour x = « — A; 
F'fa-f-A) et F(a-|-A), pour x — a-{-h.

Mais on sait que
F(a — A) = F(«) — AF'(a) etc.,
F(a + A) = F(a) + AF'(a) 4- etc. ;

donc, en observant que F(a) = O, on a
F(a — A) =— AF'(a) + etc., 
F(a + A)=-|-AF'(«) + elc.

On peut prendre h assez petit pour que chaque développement 
représente une quantité de même signe pour son premier terme; 
par conséquent nous avons simplement à comparer les signes de 
F'(a— A) et —F'(fl) avec ceux de F'(e A) et -f-F'(a). Or, on a 
déjà remarqué que F'(a — A) et F'(a -4- A) ont le même signe que 
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F'(a); donc, en ne faisant attention qu’aux signes, on aura une 
des deux combinaisons suivantes :

Pour a — A ... 4---- ) c------ |_Pour a-}-A... ++ ! °U (------

Donc la substitution de a-[-h dans la suite [1] donne une varia
tion de moins que la substitution de a —h.

2° Supposons que plusieurs fonctions consécutives deviennent 
zéro, et qu’elles comprennent la dernière, F(x). Soient

F('-')(X), FC-* ’^),.... F'(æ), F(tf),

ces fonctions consécutives, qui deviennent nulles quand on fait 
a>==«. On sait que ce cas est celui où l’éq. F(a;)=O renferme i ra
cines égales à a; et comme on suppose que ni la fonction FW(«) 
ni aucune des précédentes ne deviennent zéro par la valeur x— a, 
on est sûr que, si A est suffisamment petit, les signes de la suite [1] 
ne pourront être altérés, en passant de x = a —h ù x = a-]-h, 
que dans la partie qui vient après Ainsi, il nous suffira de
comparer les signes des deux lignes ci-dessous :

[2] Fw(a—A), F(‘-’>(a —A),... F'(a —A), F(a — A),
[3] F«(a4-A), F^fa-j-A),... F'(« + A), Ffa-j-A).

Développons F* 1-1’(a — A), F(‘_,)(a — A), etc. En ayant égard aux 
hypothèses F(«)=O, F'(a)=O,... F!‘ ”(«)=O, il vient

F<-‘)(a — h')—F(‘_,)(«) — A F«(a) + etc.
=—AFw(a) + etc.

FC'-’)(a—A)=F(‘-*'(a) —AF<‘-”(a) 4-1 A’F<’’(a) — etc. 
=4-*A ’F«(a) — etc.

etc.

La quantité h étant aussi petite qu’on veut, le premier dévelop
pement est une quantité de signe contraire à Fw(a), le second est 
une quantité de même signe, et ainsi de suite, en alternant les 
signes jusqu’à F(a — A).

Si on développe de la même manière les valeurs correspondantes 
à a -|- h, il est évident qu’on aura des quantités toutes de même 
signe que F^a). D’un autre côté, les signes de Fw(a — A) et de 
F«(a 4- A) doivent être les mêmes que celui de Fw(a). La ligne [2] 
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n’a donc que des variations, lesquelles soûl en nombre ?, tandis 
que la ligne [3] n’a que des permanences.

Ainsi, l’ensemble complet des signes de la suite [1], lorsque x 
passe de a — h à a-\-h, doit perdre i variations, c’est-à-dire tout 
autant qu’il y a de racines égales à a.

3° Supposons encore que la valeur x = a rende nulle une seule 
des fonctions, mais que ce soit une fonction intermediaire X1"’ 
ou FwGr). Écrivons la suite [1] comme ci-dessous, en mettant des 
points à la place des termes qui nous sont inutiles :

.... X(n+,), XW, Xn_
Xw étant la seule fonction qui devienne zéro pour x = a, il s’en
suit que chacune de celles qui sont avant ou après X(”> doit don
ner Je même signe en y substituant a — h, a-\- h, ou a.

Si la suite précédente ne comprenait aucune des fonctions X(n-'\ 
X(n_!).... qui sont après Xw, le cas que nous examinons serait 
semblable au premier, et on serait sûr que la suite des signes 
correspondants à a — h, comparée avec la suite des signes corres
pondants à ra-f-A perdrait une variation. Et même on a vu que 
cette perte a lieu, parce que les deux derniers signes présentent 
l’une de ces combinaisons :

Pour ra —A... 4---- ) (-----p
Pour raA... 4--f- | 011 (------

Par conséquent, si on écrit sur la même ligne les valeurs que 
prennent les trois fonctions X(n+I), Xw, X(B_1), par la substitution 
de a — h; et au-dessous, sur une autre ligne, les valeurs que 
prennent ces fonctions par la substitution de ra-f-A, les signes ne 
pourront offrir qu’une de ces quatre combinaisons :

Pour a — A... 4------ F I---- 4*  I 4----------I------ 1----
Pour ra 4- A... 4—|—I- ]-------- 1- | 4—I---- !-----------

Quelle que soit la combinaison, on voit qu’en passant de a — h 
à a-\-h, la suite [1] perd deux variations ou n’en perd aucune.

4° Supposons que plusieurs fonctions consécutives deviennent 
nulles, et qu’elles ne comprennent point la dernière, X. Écrivons 
la suite [1] comme ci-après,

... X(B+i>, ... Xw, X(n-1), ■ • •

el admettons que les i fonctions comprises‘entre Xl"4-’et X("~' 
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deviennent zéro, sans que cela arrive a aucune autre. Ce n’est que 
dans cette partie qu’il pourra y avoir des modifications de signes 
en passant de x—a—h à æ—ra-f-A. Si la suite [1] finissait à XW, 
on rentrerait dans le 2e cas, et l’on conclurait qu’il doit y avoir ? 
variations perdues. Mais pour avoir égard à la fonction X(n_1), il 
faut distinguer l’hypothèse de i pair et celle de i impair.

Lorsque i est pair, le nombre des termes X(n+,),... X(B) est im
pair. Or, d’après ce qui a été dit dans le 2' cas, si on descend de 
X<’‘+i> à Xw, les signes résultant de la substitution de a—h seront 
alternatifs; donc X(n) sera de même signe que X(n+i'. Au contraire, 
les signes résultant de la substitution de a -]- h seront tous sem
blables à celui de X<"+*\  Mais cette dernière fonction doit avoir le 
même signe après chaque substitution ; donc aussi la fonction Xw 
aura le même signe; donc, de x — a — hax — a-\-h,]e nombre 
des variations perdues est égal à i.

Quand i est impair, le nombre des fonctions X(n+,),... Xw est 
pair ; el le raisonnement ci-dessus prouve que les substitutions de 
a — h et ra 4- A donnent pour Xw des résultats de signes opposés. 
De là il suit que les deux termes X(n) et X(n_1) ne peuvent offrir, 
après ces substitutions, que l’une de ces quatre combinaisons ;

+ + 4-- [-4-1-------
-+------- 14-4-1 +-

Dans la première et la dernière, une permanence est remplacée 
par une variation ; et dans les deux intermédiaires, une variation 
est remplacée par une permanence. Donc le nombre des variations 
perdues par la suite [1] n’est plus i, mais bien i— 1 ou i 4- 1.

Ainsi, quand i est pair, le nombre des variations perdues est i; 
et quand i est impair, ce nombre est i—1 ou »4-l ; donc ce nombre 
est toujours pair.

5° Supposons en dernier lieu que la substitution de a fasse éva
nouir des fonctions dans diverses parties de la suite [1], Si dans 
ces fonctions il s’en trouve i consécutives parmi lesquelles soit 
comprise la dernière, X, l’éq. X=Oa t racines égalesàra,et,par 
ce qui a élé dit 1° et 2°, on sait que ces fonctions évanouissantes 
donnent lieu à une perte de i variations lorsqu’on passe de 
x=a—h à x=a-j-h. Et quant aux fonctions intermédiaires éva
nouissantes , ce qui a été dit 3° et 4° montre qu’elles ne peuvent 
faire perdre qu’un nombre pair de variations.
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Les cinq cas que nous venons (le parcourir mettent en évidence 
les conséquences suivantes. Quand x croît d’une manière conti
nue, les changements qui s’opèrent dans les signes de la suite [1] 
ne peuvent pas augmenter le nombre des variations, mais seule
ment le diminuer. Chaque fois que x vient à dépasser une racine 
a, il y a des variations perdues, dont le nombre est le même que 
celui des racines égales à a renfermées dans l’équation, ou le 
surpasse d’un nombre pair. Il peut aussi arriver qu’il y ait des va
riations perdues sans que x passe par une racine de l’équation, 
et alors elles sont toujours en nombre pair.

Donc enfin, si, après avoir substitué dans la suite [1] une valeur 
x = a on substitue une valeur plus grande x=. p, le nombre des 
variations perdues sera ou égal au nombre des racines comprises 
entre a et p, ou le surpassera d’un nombre pair. C’est là le théorème 
qui était à démontrer.

49G. Si la substitution d’une valeur x—a faisait évanouir une 
ou plusieurs fonctions de la suite [1] , on pourrait être embarrassé 
sur la manière de compter les variations. On élude la difficulté en 
substituant, au lieu de a, des nombres a—h el «-}-/(, qui en dif
fèrent aussi peu qu’on veut. Aucun calcul nouveau ne sera néces
saire pour déterminer tes signes qui résultent de ces substitutions. 
D’abord, les fonctions qui ne s’évanouissent point par la valeur 
x — a doivent conserver les mêmes signes; et quant aux fonc
tions évanouissantes, il suffira de rappeler ce qui a été dit au nu
méro précéd. (4°). On a vu en effet que la substitution a—h remplace 
les zéros par des signes alternatifs dont le premier est contraire au 
signe à la droite duquel ces zéros sont placés, tandis que la sub
stitution de a h amène ce même signe à la place de chaque zéro. 
Ce procédé est appelé par Fourier règle du double signe. Il re
vient à remplacer les zéros d’abord par des signes tels qu’on ait 
le plus possible de variations, et ensuite par des signes tels qu’on 
en ait le moins possible.

Par exemple, supposons qu’on ait trouvé,

Poura; = a, -j-0---- [-0000 — O-f-;

en appliquant là règle du double signe, on aura

Pourzr = a — h, ---------- |------ [------ 1------ [--[-,
Pour x = a-f-A, 4-4------1_----------
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On voit alors que x, en passant par la valeur a, fait perdre 4 va
riations à la série des signes. Il est d’ailleurs évident que l’équation 
n’admet point a pour racine, puisque la dernière fonction n’est 
pas devenue zéro pour x=a. On verra tout à l’heure que ces quatre 
variations perdues indiquent avec certitude la présence de quatre 
racines imaginaires.

497. Reprenons la suite

[t] x«, .. x", x; x.

Si on y met pour x des valeurs négatives au delà d’une certaine 
limite x = — K, les signes de ces fonctions seront ceux de leurs 
premiers termes. Mais, par la manière dont on forme les poly
nômes dérivés, il est clair que ces premiers termes sont composés 
des puissances a/*,  a?1, a?’, ... xn, multipliées par des coefficients 
qui sont tous de même signe; donc, après la substitution de 
x =—A, la suite des fonctions n’aura que des variations.

Pareillement des valeurs positives de x, au delà d’une certaine 
limite a:=4-B, feront acquérir aux fonctions de la suite [1] des 
valeurs qui seront toutes de même signe, de sorte que la suite des 
résultats n’offrira plus alors que des permanences.

Puisque la substitution de la limite —A, dans la suite des fonc
tions [1], ne doit donner que des variations, et que ces fonctions 
sont au nombre de m -[-1, il s’ensuit que le nombre des variations 
est égal à m, c’est-à-dire au degré de l’éq. X = 0. Ainsi, m est le 
nombre total des variations que doit perdre la suite [1] en faisant 
augmenter x depuis —A jusqu’à 4- B.

Cela posé, considérons le cas où les m racines de l’éq. X = 0 
sont réelles, et concevons qu’on substitue dans la suite [1] deux 
quantités a et p intermédiaires entre —A et -f-B, a étant < ? : je 
dis qu’alors le nombre des racines comprises entre a et p serait pré
cisément égal à celui des variations perdues parla suite [1] quand 
on passe de x=a. à x=$. En effet, on sait déjà que le nombre de 
ces racines ne peut pas être plus grand que celui des variations 
perdues (495); et, d’un autre côté, s’il était moindre, il faudrait, 
par compensation, qu’on trouvât, en passant de —A à a ou de 
S à -f-B, plus de racines que de variations perdues, ce qui est 
impossible (498).

Maintenant, ne supposons plus que l’équation ait ses m racines 
réelles. Nommons n le nombre des variations perdues en passant 
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de t à 3. Par le théorème (lu n" 493, il est clair que le nombre 
«les racines réelles, qui sont en deçà de « et au delà de p, ne devra 
jamais excéder m—n; donc, s’il y a entre a et ,8 moins de n ra
cines réelles, on est certain que ce nombre doit être complété par 
des racines imaginaires.

Pour cette raison, et afin de rendre le discours plus général, 
Fourier propose de regarder l’intervalle de a à p comme compre
nant n racines; mais alors il faut sous-entendre que quelques-unes 
d’entre elles peuvent être déficientes ou imaginaires.

498. Le théorème du n° 493 renferme comme corollaire celui 
de Descartes. Pour une certaine limite positive # = + B, la 
suite [1] ne doit avoir que des permanences. Mais si on fait a;=O, 
les fonctions de cette suite se réduisent aux coefficients mêmes de 
l’éq.X=O, abstraction faite de certains multiplicatcursnumériques 
et posilifs : donc, de x = 0 à x=-^B, la suite doit perdre autant 
de variations qu’il y en a dans l’équation; donc le nombre des 
racines positives, lesquelles sont toutes entre 0 et -|-B, est tout 
au plus égal au nombre des variations de l’équation. Tel est en 
effet le théorème de Descartes (486).

Sil’équation manquede quelques termes, ilyaura,danslasuite[l], 
des fonctions qui s’anéantiront pour x=0. Mais on peut supposer 
à ces zéros des signes tels que les variations soient en même nom
bre que si on ne tenait aucun compte des termes manquants; par 
conséquent le corollaire est vrai sans qu’il soit nécessaire de faire 
aucune attention à ces termes. Celle remarque s’accorde parfai
tement avec ce qui a été dit au sujet du théorème de Descartes. 
El ici encore on peut ajouter, comme conséquence immédiate du 
nouveau théorème, que si le nombre des variations de l’équation 
est plus grand que celui des racines positives, la différence sera 
toujours un nombre pair, qui indiquera dans l’équation un nombre 
égal de racines imaginaires.

499. L’utilité du nouveau théorème, pour la recherche des ra
cines réelles, est facile à apercevoir. Dans les fonctions

[1] X<->, X<”-’>,....X", X', X,

on substituera des quantités négatives croissanlcsde o vers — «, 
jusqu’à ce qu’on parvienne à une limite — A, qui ne donne que des 
variations de signes ; puis on substituera aussi des quantités posi
tives croissantes de O vers <» , jusqu’à ce qu’on atteigne une 
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limite -j-B, qui ne donne que des permanences. Quant aux inter
valles des substitutions, ils pourront varier selon telle loi qu’on 
jugera convenable. Parmi ces intervalles, il en faudra distinguer 
de plusieurs sortes.

Si un intervalle est compris entre deux quantités, dont l’une 
donne une variation de moins que l’autre, il y a entre ces quan
tités une racine réelle de l’équation, et il n’y en a qu’une.

Si un intervalle est formé par deux quantités, dont l’une donne 
plusieurs variations de moins, mais en nombre impair, on sera sûr 
qu’il y a dans cet intervalle un nombre impair de racines réelles; 
mais on ne saura pas encore s’il y en a une seule ou plusieurs.

Enfin, si un intervalle est formé par deux quantités, dont l’une 
donne plusieurs variations de moins, mais en nombre pair, cet 
intervalle pourra renfermer un nombre pair de racines ou n’en 
renfermer aucune.

300. Dans les deux derniers cas, il reste de l’incertitude sur le 
nombre des racines réelles que comprend l’intervalle. La première 
idée qui s’offre à la pensée esl de partager l’intervalle en plu
sieurs intervalles moindres par des quantités intermédiaires qu’on 
substituera dans la suite [1], et d’appliquer à ces substitutions les 
règles précédentes. Si la séparation n’est pas encore complète
ment opérée, on subdivisera les derniers intervalles, el ainsi de 
suite. Lorsque l’intervalle primitif ne comprend que des racines 
réelles et inégales, ces subdivisions répétées doivent en opérer 
infailliblement la séparation. Nous écarterons ici le cas des racines 
égales, attendu qu’on a une méthode pour décomposer une équa
tion, quia des racines égales, en d’autres équations dont toutes 
les racines sont inégales.

Lorsque l’intervalle primitif ne comprend pas de racines réelles, 
la subdivision de cet intervalle n’aura aucun terme, et l’on igno
rera toujours si la séparation est impossible en raison de ce que 
les racines sont imaginaires, ou si elle est seulement retardée en 
raison de ce que leurs différences sont extrêmement petites. De 
nouvelles règles sont donc nécessaires pour faire disparaître le 
doute; el c’est à quoi l’on parvient sûrement en employant, avec 
Lagrange, des’substitutions intermédiaires, dont les intervalles 
soient moindres que la plus petite différence entre les racines.

Il reste donc encore à éviter l’équation aux carrés des différences 
dont le calcul esl d’une prolixité si fastidieuse, et j’ai déjà dit que 
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Budan avait dirigé ses recherches vers ce but. Mais il n’a point pu 
y réussir, même avec le secours de son théorème ; et la seule 
utilité qu’il en ait tirée consiste à reconnaître, comme on l’a fait 
plus haut, certains intervalles dans lesquels il n’y a point de ra
cines réelles, ce qui peut diminuer considérablement le nombre 
des substitutions exigées par la méthode de Lagrange.

Fourier, dans son Analyse des équations, n’a pas été plus heu
reux. Cependant ce géomètre, dans les Mémoires de l’institut, 
année 1827, a énoncé qu’on pouvait procéder immédiatement au 
calcul des racines en fractions continues, comme si l’on était 
assuré que toutes les racines sont réelles, et que la distinction des 
racines réelles et des racines imaginaires ne doit pas manquer de 
s’opérer; mais cette propriété remarquable des fractions conti
nues n’était appuyée d’aucune preuve. C’est à M. Vincent qu’on 
doit de l’avoir mise hors de doute, et d’avoir montré qu’on en 
déduit, pour résoudre les équations, une méthode rigoureuse, 
entièrement affranchie de l’équation aux carrés des différences. 
Le théorème de Budan y est d’un grand secours pour diminuer le 
nombre des substitutions qu’elle pourrait encore exiger. Voy. le 
Mémoire de M. Vincent, déjà cité, p. 417.

Théorème de M. Stürm. — Son usage dans la résolution des équations. — 
Comment il donne les conditions de la réalité des racines.

301. Si l’on avait un théorème pour juger d'une manière pré
cise combien une équation a de racines réelles entre deux nom
bres donnés, on pourrait procéder d’une manière certaine au calcul 
de ces racines, au moyen d’approximations successives, en subdi
visant l’intervalle de deux nombres par intervalles partiels de 
plus en plus resserrés. Ce théorème important a été découvert par 
M. Stürm, qui l’a communiqué à l’institut en 1829; et depuis lors 
il est devenu une partie essentielle de la théorie des équations.

Soit une équation X = 0, qui n’a plus de racines égales, et dont 
le 1er membre est un polynôme de la forme

X = Gxm -j- Px"-1 + Qxm_!...-)- Tx -j-.C, 

dans lequel tous les coefficients sont des nombres réels. Formons 
d’abord le polynôme dérivé Xi de X ; divisons X par Xt, et, quand 
nous serons parvenus à un reste de degré inférieur à X,, changeons 
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les signes de tous les termes de ce reste. Désignons par Xs ce qu’il 
devient alors, divisons de la même manière Xi par Xs, et chan
geons encore les signes du reste, on aura un nouveau polynôme 
X8, de degré moindre que Xt. Divisons semblablement X2 par X3, 
et continuons cette série de divisions comme s’il s’agissait de dé
couvrir le plus grand commun diviseur de X et X!, en ayant soin 
de changer toujours les signes des restes. On est sûr à la tin d’ar
river à un reste numérique, c’est-à-dire qui ne contiendra plus x ; 
et ce reste sera différent de zéro, autrement l’éq. X = 0 aurait des 
racines égales, ce qui est contre la supposition. Après avoir changé 
aussi le signe de ce reste, représentons-le par X,.

On aura ainsi une suite de fonctions

W X, x„ x2, x3„... xr_„ xr,

qui toutes contiendront x à l’exception de la dernière, Xr. Je dési
gnerai cette suite de fonctions, ainsi écrites, en disant d’une ma
nière abrégée, la suite (x); et pour indiquer ce qu’elle devient 
en y remplaçant x par une valeur particulière a, je dirai simple
ment la suite (a). Le nom de fonctions intermédiaires sera donné 
à celles qui sont placées entre X et Xr. Cela posé, voici une règle 
sûre pour connaître combien l’éq. X = 0 a de racines réelles com
prises entre deux nombres quelconques a et p, a étant <p :

Substituez a dans la suite (x), écrivez par ordre sur une même 
ligne les signes de tous les résultats, puis comptez le nombre des 
variations contenues dans cette suite de signes; écrivez semblable, 
ment sur une même ligne les signes qu’on obtient en substituant p, 
puis comptez le nombre des variations de cette seconde suite : au
tant elle aura de variations de moins que la première, autant 
l’éq. X = 0 aura de racines réelles entre a et B.

Tel est le beau théorème dont M. Stürm a enrichi l’analyse 
algébrique, et dont la démonstration va nous occuper.

Nommons Y,, Ys, Y»,... Yr_i, les quotients qu’on trouve en di
visant X par Xi, X, par X8, etc.; et rappelons que les restes de ces 
divisions sont — X,, — X3)... — Xr. On aura les égalités
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Deux conséquences importantes se déduisent immédiatement de 
ces égalités.

1° Deux fonctions consécutives de la suite (a?) ne peuvent pas 
devenir nulles pour une même valeur de x. En effet, si on pou
vait avoir à la fois X„_, = 0 et Xn=0, l’égalité

Xn—1 —— Xn\ n Xn+j,

qui se trouve parmi les précédentes, prouverait qu’on doit avoir 
aussi X„+1 = 0; el en descendant d’égalité en égalité on conclurait 
qu’on doit avoir Xr = 0, ce qui est contre la supposition.

2° Si une fonction intermédiaire de la suite (a?) devient zéro 
pour une certaine valeur de x, les valeurs de la fonction précé
dente et de la suivante sont de signes contraires. En effet, lors
qu’on a X„ = 0, l’égalité ci-dessus se réduit à Xn_i = — X„+).

Maintenant concevons qu’à partir de X = a on fasse augmenter 
x d’une manière continue, et examinons comment peuvent s’in
troduire des changements dans les signes de la suite (#). Tant que 
x n’aura pas atteint une valeur propre à faire évanouir une ou 
plusieurs fonctions de la suite (x), il est clair qu’aucune de ces 
fonctions ne changera de signe, et que par conséquent la suite 
(x) présentera toujours les mêmes successions de signes. Suppo
sons donc que x ait atteint une valeur a qui anéantisse une ou 
plusieurs des fonctions X, Xt, X2, etc.; mais supposons d’abord 
que X n’en fasse point partie.

Soit Xn une fonction intermédiaire qui devient nulle par la va
leur x = a. Suivant ce qui a été remarqué plus haut (1° et 2°), les 
fonctions X„_i et X„+b pour la valeur x — a, devront être diffé
rentes de zéro et avoir des signes contraires : de sorte qu’en don
nant à la fonction nulle tel signe qu’on veut, la suite des trois 
fonctions Xn_i, X„, XM+b présentera toujours une variation et n’en 
présentera qu’une seule.

Depuis x — a. jusqu’à x — a, aucune des fonctions Xn_i, et Xm+i n’ayant changé de signe, elles ont dû être de signes con
traires; par conséquent, quel qu’ait été le signe de X» avant de 
faire x = «, la suite des trois fonctions présentait aussi une varia
tion el n’en présentait qu’une seule.

Si on fait x = « -j- h, on pourra prendre h positif et assez petit 
pour qu’il n’v ail aucune racine deséq. X„_t = 0 et X,wl = o entre 
a cl « -f- h. Dans cet intervalle, aucune des fondions Xn_i et XB+I 
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ne changera de signe; elles seront donc de signes contraires, el 
par conséquent, quel que soit le signe de Xn, il y aura encore 
une variation unique dans la suite des trois fonctions.

S’il y a quelque autre fonction intermédiaire qui soit zéro pour 
x — a, on est sûr qu’elle est placée entre deux fonctions qui ne 
s’anéantissent pas, et les raisonnements précédents seront tout à 
fait applicables à ces trois fonctions. Donc, après la valeur a; = a, 
il y aura dans la suite (®) le même nombre de variations qu’au- 
paravanl, quoiqu’elles puissent être autrement distribuées.

La succession de signes, qui s’établit en substituant des valeurs 
de x un peu plus grandes que a, se maintient la même jusqu’à ce 
que a; dépasse une valeur qui annule quelque fonction de la suite 
(®). Mais si cette valeur n’anéantit point la première, X, l’explica
tion précédente prouve qu’après cette valeur les variations de la 
suite (x) seront encore en même nombre. Par là on voit clairement 
(pie ce nombre ne peut pas changer, à moins que x ne parvienne 
à dépasser une racine de l’cq. X = 0. Il faut donc comparer les 
signes que prend alors celte suite avec ceux qu’elle avait aupara
vant, pour des valeurs de x un peu au-dessous de celte racine.

Soit a une racine de l’éq. X=0; faisons x = a-f-h, à étant une 
quantité positive aussi petite qu’on voudra. En désignant par 
A, A', A",... les valeurs du polynôme X et de scs dérivés pour 
Æ = a, et par 11 la valeur de X correspondante à a-\-/i, on aura 
H = A -f- A'A .1 A"Z? -j- etc. Mais, puisque a est racine de X = 0. 
on a A = O : donc

H = X'h 4-iA"A‘4-etc.;
et d’ailleurs on est sûr que A' est différent de zéro, attendu que 
l’éq. X = 0 n’a pas de racines égales. En mettant h en facteur, on 
écrira

D = /t(A'4-iA7«4-etc.).
Alors il est évident qu’en donnant à h de très-petites valeurs posi
tives , la quantité entre parenthèses sera de même signe que son 
premier terme A'; donc H sera aussi de même signe A'.

Pour savoir ce qu’était X avant que x eût atteint la valeur «, on 
y fera x = a — 7» ; et, pour obtenir le résultat 11' de cette substitu
tion, il suffira de changer h en — h dans l’expression de H. De 
celle manière, on a

H' = — A(A' — i A"/t 4-etc.),
28
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et l’on voit clairement que, pour de très-petites valeurs de h, la 
quantité IF est de signe contraire à A'. Ainsi, avant que a; eût 
atteint la racine a, il y avait dans la suite (z) une variation de X 
àX,; et, après que x a dépassé a, cette variation sc trouve 
remplacée par une permanence. Or, de cc qui a été dit pins haut 
il résulte que, pour les valeurs de x un peu moindres ou un 
peu plus grandes que a, le reste de la suite (a?) doit toujours 
avoir un égal nombre de variations, quand même x = a ferait 
disparaître quelque fonction intermédiaire; donc, lorsque a? en 
croissant vient à dépasser une racine de l’éq. X = O, la suite (a?) 
perd une variation.

En continuant d'augmenter x, le nombre actuel des variations 
de la suite {x) demeurera le même jusqu’à ce que x dépasse en
core une racine, cl alors une autre variation se perdra encore. La 
même chose arrivera chaque fois que x dépassera une nouvelle 
racine; de sorte que les variations perdues par la suite (æ) seront 
toujours en même nombre que les racines de X = 0, comprises 
entre la valeur #==a, par laquelle on a commencé les substi
tutions, et la valeur x — p, à laquelle on les arrête. C’est ce qui 
était à démontrer.

1502. Remarques. I. Dans les divisions successives qui servent 
à trouver X2, X3, etc., on peut multiplier ou diviser les dividendes 
et les diviseurs par tels nombres positifs qu’on voudra. Par là les 
fonctions X, Xb X3, etc., seront seulement multipliées ou divisées 
par des nombres positifs, ce qui ne changera point leurs signes.

IL Si dans la suite (a?) il se trouve une fonction X*  qui ne puisse 
pas devenir zéro de x = a à x = p, et si on veut connaître le 
nombre des racines comprises entre a et p, on pourra arrêter la 
suite à celte fonction et faire abstraction de celles qui viennent 
après elles. En effet, il est facile de voir qu’en faisant varier x seu
lement depuis a jusqu’à p, on peut appliquer à la suite partielle X, 
Xi,... Xj tout ce qui a été dit de la suite complète.

111. Le cas où l’une des limites a et p ferait évanouir une des 
fonctions X, X,, etc., ne peut donner lieu à aucune difficulté. 
Si c’est une fonction intermédiaire qui disparaît, on a vu qu’elle 
est toujours placée entre deux fonctions qui ne disparaissent 
pas et qui sont de signes contraires; de sorte qu’on peut indiffé
remment prendre là fonction nulle avec + ou avec —, on même 
n’en tenir aucun compte. Si X s’évanouit et que ce soit, par 
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exemple, en faisant x = p, on conclura d’abord que p est racine; 
puis on remarquera, d’après la démonstration du n° précédent, 
qu’en donnant à x des valeurs un peu au-dessus de p, il y a une 
permanence de X à Xb tandis que dans le reste de la suite, 
à partir de Xb il y a le même nombre de variations que peur 
x = fi. On connaîtra donc par la règle générale le nombre des 
racines réelles comprises entre « et une quantité un peu plus 
grande que p.

IV. Ne supposons plus que X, soit la fonction dérivée de X, 
mais un polynôme assujetti seulement aux conditions de n’avoir 
point de facteur commun avec X, et de prendre un signe con
traire a X pour des valeurs de x très-peu au-dessous d’une racine 
quelconque de X = 0; puis, servons-nous de ce polynôme pour 
calculer X3, X8)... comme on s’est servi d’abord du polynôme 
dérivé. Le théorème de M. Sturm subsistera également avec la 
nouvelle suite, X, Xb X2,... En effet, d’un côté, si on reprend 
les détails de la démonstration, on verra que les nouvelles fonc
tions intermédiaires jouissent encore des mêmes propriétés; et, 
d’un autre côté, il est clair qu’en passant d’une valeur de a; un 
peu au-dessous d’une racine de X = 0 à une valeur un peu au- 
dessus , la fonction X devra changer de signe, tandis que la fonc
tion X!, qui n'a point de fadeurs communs avec X devra conser
ver le même signe.

305. Je vais montrer à présent comment le théorème de 
M. Sturm peut encore s’appliquer quand l’équation a des racines 
égales. Soit

X = (æ— a)n(x— b)n'(x— c)(x — d)...

Les divisions prescrites pour déduire, du polynôme X et de son 
dérivé Xi, les fonctions Xs, X3, etc., conduiront à un diviseur 
exact Xr, fonction de x, qui sera le plus grand commun diviseur 
de X et de Xt; et, d’après la composition connue de ce divi
seur (414), si on divise X et X, par Xr, les deux quotients seront

V = (x — d)(x—b)(x—c)(x — d)....
v _ (nÇx — b)Çx — c)Çx—d)....-[-n\x~a){x—c)(.x — d)...

1— (-{-(X —«)(# — &)(# —d).... + etc.

On voit déjà que V n’a plus de fadeurs égaux, et que V, n’a point 
de facteur commun avec V.
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Soit x — a un facteur réel de X : pour mieux le mettre en évi

dence , on fera
H =(a;—b)(x— c)(x— d')....,
Hi == n'(x — c) (x — cl).... + (x — b'jÇx — d)... + etc. ;

el il viendra
V — (x— «)H, Vt = nH-|-(a: — «)H(.

Par la nature même des opérations qui servent à découvrir le plus 
grand commun diviseur de X et X,, et à trouver ensuite les quo
tients V et V|, on est certain que ces quotients, et par consé
quent aussi II et H', ne doivent pas avoir de coefficients imagi
naires, puisqu’il n’y en a ni dans X ni dans X,. Cela posé, il est 
facile de voir que, pour des valeurs de x très-peu au-dessous de «, 
le facteur x — a étant trcs-petit, V, aura le signe de II, lequel 
signe est évidemment contraire à celui de V. Donc, d’après la der
nière remarque du numéro précédent, en appliquant le théorème 
de M. Sturm à l’éq. V = 0, on peut employer le quotient Vi au 
lieu de la fonction dérivée de V.

D’un autre côté, il est facile de reconnaître que les fonctions
V.,,  V„.... qu’il faudrait déduire de V et V! selon la règle pres
crite (SOI), ne sont autres que les quotients de X„ X3,... Xrpar Xr; 
donc les lieux suites

x, x„ x„ x„ 
V, v„ v„ v„

ne diffèrent l une de l’autre que par un facteur commun, et quel 
que soit le signe de ce facteur, il est évident qu’elles doivent pré
senter les mêmes variations lorsqu’on y substitue une valeur de x 
qui n’anéantit point X. Ainsi, en appliquant le théorème à la pre
mière suite, on pourra juger combien, entre deux nombres a 
et p, dont aucun n’anéantit X, il y a de racines de l’éq. V = O, 
ou bien, ce qui est la même chose, combien il y a de racines de 
l’éq. X = 0, abstraction faite du degré de multiplicité.

304. L’usage du théorème de M. Sturm se présente de lui-mcmc. 
Supposons que l’équation à résoudre n’ait plus de racines égales, 
cl formons la suite

{x) X, Xt, Xj,.... Xr.

Il est évident que la substitution de O à la place de x réduit cha
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cune de ces fonctions à son dernier terme; el d’ailleurs on sait 
que les valeurs de x au-dessus d’une certaine limite positive, 
+ L, font prendre à chaque fonction le même signe qu’à son pre
mier terme : donc, à la seule inspection de la suite (a?) on pourra 
connaître le nombre des variations de la suite (0) et aussi celui 
des variations de la suite (-j- L). La différence entre ces deux nom
bres indiquera combien l’équation a de racines positives.

On découvre avec la même facilité combien elle a de racines né
gatives, en observant qu’au delà d’une certaine limite, — L', tous 
les nombres négatifs font acquérir à chaque fonction de la suite (a?) 
le même signe qu’à son premier terme.

Pour plus de commodité, on prend -|- oc el — oo au lieu de + L 
el —L' ; c’est une manière abrégée de désigner deux nombres qui 
peuvent être aussi grands qu’on veut.

303. Comme les racines négatives deviennent positives en chan
geant x en — x, je ne parlerai plus que de ces dernières. Pour 
les séparer, on substituera, dans la suite (a;), des nombres positifs 
croissants0, a, p, y, etc.; et en notant le nombre des variations 
perdues à chaque substitution, on reconnaîtra le nombre des ra
cines comprises entre 0 et a, entre a el p, etc. Ces substitutions 
devront être continuées jusqu’à ce qu’on trouve une suite dont 
les variations soient en même nombre que celles de la suite (+<»). 
On n’ira pas plus loin : car il ne peut point y avoir de racines au- 
dessus du dernier nombre substitué.

Admettons qu’il y ait plusieurs racines entre a et p, on fera une 
ou plusieurs substitutions intermédiaires; et les variations que 
perdra la suite (æ), après chaque substitution, indiqueront les 
racines comprises entre les nombres substitués. Il pourra se faire 
que quelques essais suffisent ainsi pour effectuer complètement 
la séparation des racines, c’est-à-dire pour assigner à chacune 
d’elles deux limites entre lesquelles elle soit seule comprise. Mais 
quand deux ou plusieurs racines seront très-rapprochées, il sera 
nécessaire de multiplier beaucoup les substitutions pour les sépa
rer, el, comme l’équation n’a point de racines égales, on est sûr 
d’y parvenir toujours. La longueur des calculs sera rachetée par 
l’avantage d’avoir ces racines avec une grande approximation.

306. La loi suivant laquelle croissent les nombres 0, «, p, y,... 
est arbitraire; mais il sera bien de commencer par les nombres 
0, 1, 10, 100, 1000, etc. A l’avantage de n’avoir que des calculs 
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faciles, se joinl celui de déterminer combien il y a de racines entre 
O el 1, entre 1 et 10, entre 10 et 100, etc.

S’il y a des racines entre 1 cl 10, on déterminera la partie en
tière de chacune en substituant les nombres 1, 2, 3,... jusqu’à 10, 
s’il y a des racines entre 10 cl 100, le chiffre des dizaines de cha
cune se connaîtra en substituant 10, 20, 30,... jusqu’à 100; et 
ainsi de suite. Semblablement, pour les racines <1, on connaî
trait le chiffre décimal de l’ordre le plus voisin de la virgule, en 
substituant les nombres de 0,1 à 1, ou bien de 0,01 à 0,1, etc.

En procédant de cette manière, on obtient le chiffre de l’ordre 
le plus élevé contenu dans chaque racine : voici comment on ob
tiendra celui de l’ordre immédiatement inférieur. Pour fixer les 
idées, supposons qu’il s’agisse des racines comprises de 100 à 1000, 
el qu’on ait reconnu que quelques-unes d’elles sont entre 300 el 
400.11 est évident que la substitution des nombres 300, 310,320,... 
dans la suite (x) fera découvrir le chiffre des dizaines; mais, pour 
faciliter ces calculs, on changera d’abord x en 300 -j-x' et on aura 
ainsi une nouvelle suite (x'), dans laquelle il n’y aura plus qu’à 
substituer les nombres 0,10, 20,...

Admettons maintenant qu’après la détermination des dizaines, 
on ait reconnu qu’il y a des racines entre 350 et 360. La substitu
tion des nombres 350, 351, 352,... dans la suite (x) ferait décou
vrir le chiffre des unités, mais ici encore on peut simplifier le 
calcul. Le changement de x en 300 -j- x' a déjà transformé la suite 
(x) en une autre suite (x'), Or, celle-ci se transformera pareille
ment en une suite (x") en y remplaçant x' par àO-f-x"; el il est clair 
que si on met dans cette dernière les nombres 0, 1, 2,... on aura 
les mêmes résultats qu’en substituant 50, 51, 52,... dans la suite 
(x'), ou bien 350, 351, 352,... dans la suite (x~).

Rien n’empêche de continuer ces calculs pour connaître suc
cessivement les dixièmes, les centièmes, etc. ; et, par cette voie, 
non-seulement on arrive à séparer les racines, mais encore à les 
calculer avec telle approximation qu’on voudra.

1507. Le théorème de M. Sturm est encore d’un usage facile, 
quand on veut obtenir les racines en fractions continues. Après 
avoir reconnu qu’il y a des racines entre deux nombres entiers 

- consécutifs, a et a-j-1, que je suppose positifs, on fera x=a 4- A 

dans la suite (x), et il en résultera une nouvelle suite (x'), avec 
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laquelle on trouvera les parties entières des valeurs de x' qui 

sont > 1. Soit p une de ces parties entières, on fera x' = p4-_L
X 

dans la suite (x'), et l’on aura une nouvelle suite (x"), qui servira 
à trouver les parties entières des valeurs de x1'. On continuera 
ainsi aussi loin qu’on le jugera convenable. Pour la facilité du 
calcul, on pourra, dans chaque fonction des suites (x'), (x"),„. 
réduire tous les termes au même dénominateur et ne plus tenir 
aucun compte de ce dénominateur, pourvu qu’il soit positif.

1508. Ce théorème donne aussi un moyen simple d’établir les 
conditions de la réalité des racines. Comme les racines réelles sont 
toutes comprises entre deux limites, — L'et -|-L, l’une négative et 
l’autre positive, qu’on peut choisir aussi grandes qu’on voudra, la 
question revient à chercher les conditions nécessaires pour que, 
de x=— L'à x=4-L, la suite X, X,, Xs, etc., perde un nombre 
de variations égal au degré de l’équation.

En supposant ce degré égal à m, il faudra donc qu’elle perde m 
variations. Or, pour qu’elle ait m variations, il faut qu’elle ait au 
moins m-j-l termes ; et comme elle ne peut pas en avoir davantage, 
on est sur que les quantités X, Xt, Xs, etc. sont au nombre de 
Mi-j-1, et que par conséquent elles sont respectivement du degré 
wi, m — 1, m — 2, etc. La dernière, qui ne contient plus x, sera 
alors représentée par Xm.

Lorsque, dans des polynômes en x, on substitue pour x de 
très-grands nombres, positifs ou négatifs, on sait que les résultats 
sont de mêmes signes que si chaque polynôme était réduit à son 
premier terme : ainsi, dans la recherche qui nous occupe, on ne 
doit faire attention qu’au premier terme de chaque polynôme. Pre
nons l’éq. X = 0 sous la forme ordinaire

xm Px”*-1 Qxm_2 -f- etc. = 0.
Le premier terme de X sera xm, et celui du polynôme dérivé X, 
sera mx~'. Quant à ceux des polynômes X2, X8, etc., ils sont des 
fonctions qui se composent des coefficients P, Q, etc., et qui se 
déterminent par des divisions successives conformément à la 
règle. Représentons ces fonctions par Gs, Gs,... G„„ et écrivons 
par ordre les wi-|-1 quantités

xm, mxm~', Gjx”1-2, G3x*"- S,.......Gm.
La question sera réduite à chercher les conditions qui feront 
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perdre m variations à cette suite lorsqu’on passera deæ =—L' à 
æ=-f-L. Pour que cela soit, il faut qu’elle ait m variations après 
la substitution de —L', et mpermanences après celle de-j-L. Mais, 
d’un autre côté, dans celle suite les puissances de x vont en dimi
nuant d’une unité; par conséquent, si elle n’a que des perma
nences en faisant a?=-|-L, elle n’aura quedes variations en faisant 
x——L'. Ainsi, les conditions cherchées se réduisent simplement à 
celles qui sont nécessaires pour que cette suite n’ait que des coef
ficients positifs : c’est-à-dire à celles-ci, Ga>0, G3>0,...Gm>0.

Ces conditions ne seront jamais en nombre >w?.—1. Mais elles 
pourront être en nombre moindre, attendu que quelques-unes des 
inégalités ci-dessus peuvent rentrer dans les autres.

En se servant de l’équation aux carrés des différences (495), ces 
conditions se présentaient au nombre de —1)\ lequel est, 
comme on voit, beaucoup trop considérable. Le perfectionnement 
que le théorème de M. Stürm ajoute à celte recherche importante 
mérite d’être remarqué.

309. Comme application, cherchons les conditions nécessaires 
pour la réalité des racines de l’éq. a?34-Qa?-|-R=0. Ici ona?«=3, 
el les conditions sont seulement au nombre de deux , Gs>0 et 
Gj>0. Pour avoir G2 et Gs, on calculera X» el X3 par des divisions 
successives comme ci-après.

Première division. Deuxième division.
«’+ R

3.r’4-3Qa;+3R 
— 3,^— Qa?

3a-!+Q 3zr!+ Q 
12QV-j- 4Q’

— 12Qù:!—18Qli.r

— 2Q«—3R
X —GQz-j- 91;

+ 2Q^+3R
—2Qa?—3R

—18Ü1U+ 4Q’
4-18QIU-|-27R!

4Q3+27RS
—4Q3—27RS

Pour éviter les dénominateurs, on a multiplié le dividende par 3 
dans la première division, et par 4Q! dans la seconde. Les restes 
se trouvent ainsi multipliés par des facteurs positifs, ce qui est in
différent. On a d’ailleurs eu soin, suivant la règle, de changer le 
signe du reste après chaque division. >

De celle manière il vient X,=—2Qx—3R, Xs=—27R*;  
par conséquent les inégalités G,>0, Gs>0, deviennent —2Q>0, 
_ 4Q>—27R!>0. Mais si ou change les signes, et si on observe 
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que la première inégalité est renfermée dans la deuxième, on 
n’aura plus que la condition déjà connue, 4Q34-27R2<0.

Théorème de Rolle. — Comment il donne les conditions de réalité des racines.

RIO. Soit l’éq. F(a;)=0 qui n’a plus de racines égales. On a vu 
qu’en faisant croître x d’une manière continue, laswile de M. Stürm 
perd une variation chaque fois que x dépasse une racine de 
l’éq. F(a?)=0, et qu’elle n’en peut point perdre autrement. De 
plus, on a vu que celle variation se perd au commencement de la 
suite parce que F(a?) change de signe et que F'(o:) n’en change pas : 
de telle sorte que F(a?) est toujours de signe contraire à F'(x) pour 
une valeur de x un peu moindre qu’une racine, et toujours de 
même signe pour une valeur un peu plus grande.

Ainsi, quand on s’élève d’une racine r à une racine r', qui est 
immédiatement au-dessus de r, F(a?) doit être de même signe que 
F'Gr) pour une valeur de x un peu plus grande que r, et de signe 
contraire à F'(æ) pour une valeur de x un peu moindre que r'. Or, 
dans l’intervalle de r à r', F(x) ne change pas de signe ; donc F'(.-r) 
doit en changer au moins une fois; donc l’éq. F'(a?)=0 a au moins 
une racine entre r et r'.

Soient a, à, c, d,... g, les racines réelles de F(æ)=0, rangées 
par ordre de grandeur en commençant par la plus grande, el 
soient at, bt, c,,... pr,, les racines réelles de F'(a;) = 0, disposées de 
la même manière. On vient de reconnaître que ces dernières sont 
comprises, partie entre a et b, partie entre b et c, etc.; el rien 
n’empêche d’ailleurs qu’il n’y en ait quelques-unes au-dessus de u, 
et aussi quelques-unes au-dessous de g. De là on conclut que 
l’éq. F(x)=0 ne peut avoir qu’une seule racine au-dessus de 
qu’une seule entre a, et à,, qu’une seule entre bt et et enfin 
qu’une seule au-dessous de ÿ,. Celte propriété, connue depuis 
longtemps, n’est autre que le théorème de Rolle.

311. Ce théorème s’est présenté comme conséquence de celui 
de M. Stürm, mais on le démontre directement comme il suit :

Soient a, b, c,... g les racines réelles de F(x) — 0, et soient a', 
ô', c',... les racines imaginaires : si on pose

{x — a)(x— b) (æ — c)... = tfx), 
{x — a') (x — b')(x — c')...= ^(x), 
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on aura F(æ) = ®(a?) X'J'(œ); et, d’après ce qui a été dit (414) sur 
la composition du polynôme dérivé F'(zr), on a

F'(>r) = ywx-pw tfrW) etc
x — ci x — b

cc.(a;)X'Ka?) , <j>(æ)X|(a?) . (
' x — a’ x — b' ' ' ’

ou, ce qui est la même chose,

x' yW ■ i
,a? — a'x — b'x — c

Supposons que les racines a, b, c, d,... g, soient rangées par 
ordre de grandeur en commençant par la plus grande, faisons 
successivement x—a, b,c,... et examinons les signes des valeurs 
correspondantes de F'(æ).

D’abord il est clair que chaque substitution fera évanouir <p(.r), 
mais que j(zr), qui ne renferme aucun facteur réel, ne pourra 
devenir ni nul ni négatif. Ensuite, si on observe que

x — a = (x— b)(x—c)..., - — (X — a) (x — c)...,

3~ = (x—a)(x—b)..., etc.

il sera facile de voir que les substitutions de a, b, c,... amènent 
les résultats ci-dessous :

x — a donne —>0, donc F'(a)>0;

x — b donne Ÿ y <0, donc F'(6)<0;

x=.c donne >0, donc F'(c)>0:x — c ’
etc.

Ces résultats étant alternativement positifs el négatifs, l’équation 
F'(o;)=0 a au moins une racine réelle entre a el b, au moins une 
entre b et c, au moins une entre c et d, et ainsi de suite.

Donc, en désignant, comme plus haut, par b,, gt |es 
racines réelles de F'(x)=o rangées par ordre décroissant, on sera 
certain qu’elles sont comprises, partie entre a et b, partie entre 
b etc, etc. Et ici encore on doit observer qu’il peut y en avoir de 
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plus grandes que a et de plus petites que g. Donc aussi l’équation 
F(a?)=O ne peut avoir qu’une seule racine au-dessus de «t, qu’une 
seule entre «i et bt, qu’une seule entre b, et c,,..., et enfin qu’une 
seule au-dessous de ÿi.

Le théorème de Rolle se trouve ainsi démontré de nouveau. 11 
n’établit pas que deux racines consécutives de l’équation dérivée 
F'(zc) = O comprennent nécessairement une racine de la proposée; 
mais qu’eWes ne peuvent pas en comprendre plus d’une.

De là on tire cette conséquence, que dans une équation le nom
bre des racines réelles comprises entre deux quantités a et p ne 
peut pas surpasser de plus d’une unité le nombre des racines de la 
dérivée qui sont comprises entre les mêmes quantités a et p. Donc 
aussi le nombre des racines réelles d’une équation ne peut pas 
surpasser de plus d’une unité celui des racines réelles de la déri
vée. Il est d’ailleurs bien entendu qu’il pourra être moindre.

Ce qui précède semble n’être applicable qu’aux équations dont 
les racines sont inégales, maison y comprend aussi le cas des ra
cines égales. En effet, on peut arriver à ce cas en partant d’une 
équation qui n’aurait que des racines inégales, et dans laquelle 
on supposerait que plusieurs racines, prises consécutivement, se 
rapprocheraient graduellement jusqu’à devenir égales entre elles. 
Alors, chaque racine de F'(æ)=0, comprise entre deux racines qui 
deviennent égales, devra être elle-même égale à ces racines.

812. Les considérations qui mènent au théorème de Rolle 
peuvent aussi fournir des caractères pour reconnaître si les m ra - 
cines de l’éq. F(æ)=0 sont réelles et inégales.

Admettons qu’elles le soient, et continuons de les désigner, dans 
l’ordre de leurs grandeurs, par a, à, c,.... On a vu que F'(a;)=o 
doit avoir au moins une racine réelle entre a et b, au moins une 
entre b et c, etc. Mais, comme elle ne doit pas avoir en tout plus 
de m — 1 racines, on est sûr qu’entre deux nombres consécutifs 
de la suite a,b,c,... ilya une racine de l’équation F'(a;)=O, et 
qu’il n’y en a qu’une. Plaçons aussi ces m—1 racines par ordre 
de grandeur, et nommons-les a,, b,, c,, etc.

Puisque at est entre a et b, b, entre b et c, etc., si on substitue 
successivement at, b,, etc., à la place de x dans F(x), les résultats 
seront alternativement négatifs et positifs : de sorte que,

Pour  F(ai), F(èt), F(c,), etc., 
on a   —, 4-, —, etc.



444 LEÇONS D’ALGÈBRE.

D’un autre côté, on peut appliquer à la fonction F'(a?) et à sa 
dérivée F"(x) tout ce qu’on a dit de F(x) et F'(x), n° 511 ; donc,

Pour.... F"(«d, F"(àJ, F"((?i), etc., 
on a..... +, —, etc.

Donc les produits F (a,) x F"(«i), FfJijxF"^), etc. seront tous 
négatifs.

Or, si on fait F(x) x F"(x) = y, et qu’on élimine x entre les deux 
équations

[2] F'(x)=O, F(x)XF"(x) = y,
les racines de l’équation finale en y seront précisément les pro
duits ci-dessus; donc, puisque tous ces produits sont négatifs, 
l’éq. en y n’aura que des racines négatives, et par suite tous ses 
termes auront le signe -f-.

Ainsi, quand l’éq. F(x)=0 n’a que des racines réelles et iné
gales, il doit arriver que toutes celles de F'(x)=0 soient aussi 
réelles et inégales, et en outre qu’il n’y ait que des signes -f- dans 
leq. en y, résultant de l’élimination de x entre les éq. [2],

Réciproquement, ces conditions étant remplies, on peut dé
montrer que toutes les racines de F (x)=O seront réelles et inégales. 
D’abord, lesm—1 racines de F'(x)=0 étant réelles, il est évident 
que les m —1 valeurs de y ou F(x)xF"(x) sont réelles; et, ces 
racines étant inégales, le n°511 prouve que les quantités F"(a,), 
F"(Z»i), etc., doivent avoir les signes alternatifs ---- etc. Ensuite,
de ce que l’éq. en y n’a que des signes on conclut quelle n’a 
point de racines positives; et, puisque d’ailleurs toutes ses racines 
sont réelles, elles ne peuvent être que négatives ; donc les m — 1 
produits

F (a,) x F"(a4), F (à,) X F"(ô.), etc. 
sont négatifs. Or, les seconds facteurs ont les signes alterna
tifs 4---- etc.; donc, les quantités F (a,), F(è(), etc. devront
avoir alternativement les signes — et 4*.  Donc il existe, entre 

et la limite supérieure des racines de l’éq. F(x)=O, une ra
cine de cette équation, il en existe une entre bt et at, une aussi 
entre c, et etc. Donc enfin les m racines de cette équation sont 
réelles et inégales.

Les conditions qui se tirent de l’éq. en y doivent être regardées 
comme actuellement connues : car on obtient cette équation par 
une simple élimination. Quant aux autres conditions qui exigent 
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qu’il n’y ait que des racines réelles dans l’équation dérivée F’(x)=O, 
elles sont encore à chercher. Or, cette équation n’est que du degré 
m — 1, et en lui appliquant le même raisonnement qu’à F(x)=o, 
on réduira encore la question à chercher les conditions qui assu
rent la réalité des racines delà seconde dérivée F"(x)=O,laquelle 
n’est plus que du degré m—2. En continuant ainsi, on descendra 
jusqu’à une équation du deuxième degré, dont la dérivée , étant 
du premier degré, ne saurait avoir de racine imaginaire; alors la 
seule condition à remplir sera que l’équation en y, qui est aussi 
du premier degré, ait ses deux termes de même signe.

Remarque. Si on se reporte aux raisonnements qui ont conduit à 
faire usage de l’éq. y=F(x) xF'(4 on apercevra facilement qu’on 
peut la remplacer par celle-ci y=MxF(x)xF"(x), M étant 
une quantité positive quelconque. Donc on peut introduire ou 
supprimer dans les polynômes F(x), F'(x), F"(x), etc., tels fac
teurs positifs qu’on jugera convenables pour simplifier les calculs.

S15. Le nombre des conditions auxquelles on parvient par ce 
procédé, pour une équation de degré quelconque m, est facile à 
déterminer. Elles doivent toutes se tirer des équations successives 
en y. Or, la première de ces équations résulte de l’élimination de 
x entre les éq. [2]

F'(x) = 0, y = F (x) X F"(x) ;
et comme F'(x)=O a m—1 racines, y doit aussi avoir m—1 valeurs. 
Donc l’éq. en y sera du degré m—1; donc, pour que tous ses 
termes soient de même signe, il y aura m— 1 conditions.

Semblablement, la deuxième équation en y, résultant de l’éli
mination de x entre F'(x)=O et y=F'(x)X F"'(x), devra donner 
m—2 conditions; et ainsi de suite jusqu’à ce qu’on tombe sur une 
équation du premier degré en y, laquelle ne donnera plus qu’une 
seule condition. Donc, en reprenant toutes ces conditions en ordre 
inverse, leur nombre sera

— 1)
2i -j- 2 4~3.... 4~ —t )—

Il est à remarquer que ce nombre est précisément celui qu’on 
trouve par l’équation aux carrés des différences (495).

514. Pour première application, soit Icquation
x14- Px 4- Q = o.

Ici l’on a F(x) =x’4- Px 4- Q, H®) =2x 4- P, F"(x) = 2 ; et sur-
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le-chaiilp on voit que l’éq. F'(æ)=0n’a pas de racine imaginaire, 
puisqu’elle est du 1er degré.

Pour avoir l’éq. en y, les deux équations entre lesquelles on 
doit éliminer x sont 2a?4-P = 0, y = (a?s4-Pa;4-Q)X2. Or, 
l’élimination donne

y + 2(fPs-Q) = O;
donc, pour que les termes de celte équation soient de même signe, 
il faut qu’on ail |P‘—Q>0; et cette condition est la seule néces
saire pour assurer la réalité des racines de l’équation du 2” degré.

Considérons encore l’équation du 3e degré. Si elle a son second 
terme, on peut le faire disparaître sans changer le nombre des 
racines réelles, c’est pourquoi je la prendrai sous la forme

x*  4- Qa? -f- R = 0.
Dans ce cas F (a;) = ^4-0^4-R, F'(®) = 3æ*4~Q , F"(®)=6a;. Il 
faut d’abord que l’équation dérivée 3a?!4-Q=O n’ait que des racines 
réelleset inégales; et, pour cela, lacondilionestévideinmenlQ<0.

Ensuite il faut éliminer x entre les deux équations
3x’4-Q = O, ÿ = (a:34-Q^4-R)X6x.

La 2e revient à celle-ci, y = 6z‘4* 6(Ja;!4-611a;; el la lrc donne 
;r?=— àü, a? = .'Q2. Par suite on a y = —|Qs4-6Ra;, d’où

x — ' j-.-.— ; et, en mettant cette valeur dans l’éq. 3a;!4-Q=O,
I O II

il vient, toute réduction faite, 
!/’4-§O*y+WQ ’4-27R’)=o.

Pour que les trois termes de celte équation aient même signe, il 
faut et il suffit que le terme tout connu soit positif. Déjà on a 
vu que Q doit être négatif; donc la nouvelle condition est 
4Q34-27R’<0.

Enfin, comme celle condition ne peut pas avoir lien sans que Q 
soit négatif, on conclut, comme au n° 491, qu’elle est la seule 
nécessaire pour que les racines de l’éq. du 3" degré soient réelles 
et inégales.

SIS. M. Cauchv a donné aussi, sur les équations, un théorème 
fort remarquable, que j’ai inséré dans une précédente édition de 
ces Leçons d’Algèbre; mais comme il exige l’emploi des consi
dérations propres à la Géométrie analytique, c’est là que je le 
placerai désormais;
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CHAPITRE XX.
ABAISSEMENT DES ÉQUATIONS. — ÉQUATIONS RÉCIPROQUES.

— ÉQUATIONS BINOMES.

Abaissement îles équations lorsqu’on connaît quelque relation particulière 
entre les racines.

RIO. Une équation est tou jours susceptible d’abaissement quand 
on connaît quelque relation particulière entre scs racines; mais 
dans tous ces cas on est ramené à cette question générale qu’il 
faut résoudre d’abord. Comment peut-on reconnaître qu’une équa
tion X = 0 a des racines communes avec une autre, Y=0, et com
ment alors peut-on en abaisser le degré?

Supposons que l’inconnue soit représentée par a; dans les deux 
(•quations. Puisqu’elles ont des racines communes a, b, c,..., les 
facteurs x — a, x — b,x — c,... doivent aussi leur être communs, 
et le produit de ces facteurs est le plus grand commun diviseur de 
leurs premiers membres X el Y. On cherchera donc ce plus grand 
commun diviseur; et, en. le désignant par D, les racines com
munes dont il s’agit seront celles de l’éq. D=0. Si ensuite on di
vise X par D, et qu’on appelle X, le quotient, les autres racines de 
l’éq. X = o seront celles de l’équation Xi = 0.

Par exemple, soient les deux équations
x''— 15a;’ -j- 10a; 4~ 24 = 0, 
a;3-}- 4a;2— 4a;—16 = 0.

En cherchant leur plus grand commun diviseur, et en l’égalant à 
zéro, on aura l’éq. x*-j-2x — 8 = 0, d’où l’on tire les racines 
communes x = 2, x = — 4.

Pour avoir les autres racines de la 1” équation, on la divise par 
x,-j-2x — 8 : il viendra x* — 2x — 3 = 0, d’où x =— 1, x = 3. 
La troisième racine de la 2" équation est x = — 2.

R17. Maintenant, montrons de quelle manière on abaisse le 
degré d’une équation quand il existe une relation particulière entre 
quelques-unes de scs racines. Les généralités seraient trop diffi
ciles à saisir : commençons par un exemple simple.
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On propose d’abaisser une équation F(a?) = 0, dans laquelle 
on sait qu’il y a deux racines, dont la somme est égale à une 
quantité connue k.

Ces deux racines étant représentées par x et x', on devra avoir 
les trois équations F(a?) = O, F(a/)=0, x -f-x’ = k. La dernière 
donne x' — k—x\ el, en substituant cette valeur dans la seconde, 
on aura deux équations en x qui devront avoir lieu en même 
temps, savoir :

[1] F(æ)=O, F(Æ — a:)-0.

L’éq. F(A—a;) = O, considérée isolément, a pour racines toutes 
les quantités qui, étant retranchées de k, donnent pour reste une 
racine de F(a:)=0; donc les éq. [1] doivent avoir pour racines 
communes toutes celles de l’éq. F(a?) = O qui, retranchées de k, 
reproduisent une racine de celte môme équation. En consé
quence, on cherchera le plus grand commun diviseur 1) de 
F(æ) et de F (A — a?) ; et toutes ces racines seront contenues dans 
l’éq. D = 0. On divisera ensuite l’éq. F(x)=O par D, et l’on aura 
celle qui doit renfermer les autres racines.

Si l’équation contient véritablement deux racines a cl b telles 
qu’on ail a-\-b=k, on doit avoir également/;— a=ùctA—b=a\ 
par conséquent le diviseur commun 1) serait alors au moins du 
deuxième degré. Il sera d’un degré supérieur lorsque, parmi les 
racines de l’équation, il y aura plusieurs manières d’en prendre 
deux dont la somme soit k. 11 pourra aussi être du 1" degré, el ce 
cas arrive lorsqu’il y a dans l’équation une racine égale à | k.

Rien de si facile que de former à priori des exemples qui pré
sentent ces différents cas. En voici dans lesquels k — 6.

1“ F(a;) = («—2)(x —4)(a; —5)*(x —8)1,
F(6 — x) = (x — 4)(x — 2)(x — l)*(^  + 2)‘,

D=(x — 2)(x— 4).
2° FGr) = (x — 2) (x — 3) (x - 4/ (x — 8)’,

F(6 — x-) — & _ 4) (X _ 3) [x — 2)’ (x -f- 2)’, 
D = (x —2)(a: —3)(a; —4).

3» F(æ) = (a; —3)(a; —4)(vC—8)’,

F(6 — a;) = (æ — 3) O — 2) O — 1 )’ (x + 2)’,
1) = r—3.

Remarque. Lorsqu’il y a des racines égales à A A dans F(a*)=-  O, 
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il est facile de le reconnaître en substituant j k dans cette équa
tion, et de supprimer ensuite ces racines par la division. Lorsque 
l’équation contient en outre d’autres racines égales entre elles, on 
sait comment on peut l’en débarrasser : de sorte que si, après ces 
simplifications, il existe dans l’équation des racines qui, étant 
soustraites de k, reproduisent des racines de celte équation, on 
sera certain qu’elles pourront être distribuées par couples a el b, 
c et d, etc., tels qu’on ait a -f- b = k, c -f- d = k, etc.

S18. Les explications précédentes ne souffriraient que de lé
gères modifications, si, au lieu de la somme de deux racines, on 
supposait que c’est leur produit, ou leur différence, ou leur quo
tient, qui est égal à un nombre donné k.

On a vu que les équations qui renferment des racines égales 
pouvaient subir un abaissement considérable. Ce cas est celui de 
plusieurs racines qui ont entre elles une différence k qu’on ferait 
égale à zéro, ou un quotient k qu’on ferait égal à l’unité.

Si l’on veut considérer la question sous le point de vue le plus 
général, il faudra supposer qu'il existe entre plusieurs racines 
d’une équation telles relations qu’on voudra. 11 est facile de voir 
qu’alors on aura, entre ces racines inconnues, plus d’équations 
qu’il n’y a de ces racines, de sorte qu’on sera toujours ramené à 
reconnaître que plusieurs équations à une seule inconnue doivent 
avoir des racines communes. Mais pour arriver à ces équations, 
l’emploi des méthodes d’élimination peut être nécessaire.

RIO. 11 y a certains cas où l’abaissement ne peut s’opérer qu’à 
l’aide de procédés nouveaux. Pour être mieux compris, je reprends 
l’exemple du n“ 317, dans lequel on doit avoir entre x et x' la 
relation x-]-x'=k; et, pour plus de netteté, je suppose qu’on ail 
effectué les simplifications dont il a été parlé dans la remarque. 
Soient alors

[3] F(x) = O, F (A — x) = 0,

les deux équations qui doivent avoir des racines communes.
Il peut arriver que toutes les racines de F («) = o se distribuent 

par couples, a cl b, c cl d, etc., pour chacun desquels on ail la 
même relation, a-\-b — k, c-\-d— k, etc. Alors il est évident qu en 
mettant successivement chaque racine «, b, c,... à la place de x 
dans la valeur #'=k—x, on retrouverait toutes ces memes racines 
dans un ordre différent : de sorte que les deux équations [3] sc- 
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raient identiques et rabaissement n’aurait plus lieu. C'est ce qu'on 
voit dans l’exemple ci-dessous, où l’on suppose k = 6:

F(a?) = {x — 1) (x — 2) (x — 4) (x — 5), 
F(6— x) ~(x— 5) (x — 4) (x— 2) (x — 1).

Cependant je vais montrer que l’équation proposée pourra s’a
baisser à un degré moitié moindre, au moyen d’une inconnue 
auxiliaire z, choisie convenablement. La condition essentielle à 
remplir en choisissant cette inconnue, c’est qu’elle soit égale à 
une fonction tellement composée avec les deux racines x et x 
d’un même couple, qu’on soit assuré d’avance que les différentes 
valeurs de z dépendent d’une équation de degré moindre que la 
proposée. Ce qu’il y a de plus simple sera de prendre pour in
connue la différence des deux racines x et x', ou mieux encore 
leur demi-différence, et de poser x — x' = 2z. De cette manière, 
on est certain que chaque couple de racines donnera pour z deux 
valeurs égales et de signes contraires, savoir :

[ z = ^{a — b'), f 2 = i(c —d),
( s = |(6—a), ( z=±(d— c), etc.

A la vérité, l’éq. en z sera de même degré que F(a?) = O, mais elle 
ne devra contenir que des puissances paires de z ; par conséquent, 
en prenant 5’ pour inconnue, elle sera d’un degré moitié moindre.

Quant à la manière d’avoir l’équation en z, rien de plus facile. 
On aces trois équations F(a;) = O, x-[-x'=k, x — x'=2z. Des 
deux dernières on tire x=z-j- ik; et, en substituant cette valeur 
dans la première, on a la transformée

I*("  -f-|Aj = O.
On peut aisément reconnaître à posteriori que cette transforma

tion atteint véritablement le but qu’on se propose. Si on décom
pose F(a:) en ses facteurs simples, on aura

¥(x) — (x — a')(x—b)(x — c)(x — d)...,
1*  (2+^ A) = (5 + £ Æ — a) ( j A — 6)....

.Mais par hypothèse, k — a-\-b = c-\-d = ...\ donc
F(s 5A) = [5 + b) — a] [s + |(a + 6) —■ 6|...

==[= +|(6 — a)] [s—|(6 — «)]...
= [s‘-i(6-a)*J...

On n'a mis ici en évidence que les deux facteurs correspondant à
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un couple de racines, mais cela suffit pour comprendre que l’é
quation en z ne contiendra que des puissances paires de z.

La transformation précédente n’est point la seule qu’on puisse 
employer avec succès. Par exemple, si on pose z = xx', les deux 
racines d’un même couple ne feront prendre qu’une seule valeur 
à z, et par conséquent la transformée sera de degré moitié moin
dre que F(a?). Par une raison semblable, on pourrait poser 
z = x2-i-x'1; et, en général, on peut faire l’inconnue auxiliaire 
égale à telle fonction de x et x' qu’on voudra, pourvu que cette 
fonction reste la même quand on y change ces deux racines l’une 
dans l’autre. Seulement, 01111e devra pas recourir à la somme 
x + x\ qui est déjà connue.

Équations réciproques.

320. J’appliquerai ici les considérations précédentes à une classe 
d’équations dont la forme même fait découvrir une relation entre 
leurs racines : je veux parler des équations réciproques. On nomme 
ainsi celles dont on reproduit toutes les racines, mais dans un 
ordre différent, en divisant successivement l’unité par chacune 
d’elles. Telle est évidemment l’équation

x*  + Pa;3 + Qa;2 + Pa? +1 = 0 :

car, en changeant xen -, elle devient

et celle-ci, en la mulliplant par a?4 et renversant l’ordre des termes, 
n’est autre que la proposée.

321. Avant tout, cherchons quelles relations doivent avoir 
entre eux les coefficients d’une équation pour qu’elle soit réci
proque. Soit d’abord une équation de degré impair

a;5 + Pa;4 + Qa:3 + Ra;2 + Sa: + T = 0.

Si on y remplace x par -, la transformée devra avoir les mêmes 

racines ; donc, en la ramenant à la forme ordinaire xs + etc. =0, 
elle devra cire identique avec la proposée. Or, cette transformée est 

a?1’ + if a:4 + ip ar*  + ^a-!-f-Ba; + j = O;
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donc, pour qu elle soit identique avec la proposée, il faut qu’on ail

La dernière égalité donne T‘ = 1, d’où T = ± 1; et par suite les 
autres s’accordent à donner S=± P, R=± Q. L’équation propo
sée, pour être réciproque, doit donc avoir l’une de ces formes

[1] x3 4*  Px4 + Qx3 + Qx2 + Px +1 = o,
[2] x54-Px44-Qx3 — Qx2 — P^ —1 =0.

Donc, pour qu’une équation de degré impair soit réciproque, il faut 
et il suffit que les termes à égale distance des extrêmes aient des 
coefficients égaux et de même signe, ou égaux et de signe contraire.

En second lieu, soit une équation de degré pair
x6 -f- Px8 -j- Qx4 4*  Kx3 + Sx’ + Tx 4" U = 0.

En changeant x en -, et en ramenant encore la transformée à la 

forme ordinaire, on trouve

Æ+û 4- 0 + j j & 4- ÿ + p x+û=0 ;

et pour rendre cette équation identique avec la proposée, il faut 
poser les conditions

T
U S,

De la dernière on tire U = ± 1. Si on prend U = 4- 1, les autres 
donnent T = P, S = Q, R = R. Si on prend U=—1, elles don
nent T = — P, S = —Q, R=0. Donc l’équation proposée doit 
avoir l’une de ces formes

[3] x64-Px5 + Qx‘4-Rx3 + Qx24-Px4-l =0,
[4] .z6-|-Px'4-Qxl —Qx’ — Px — l =0;

et toutefois il faut remarquer que rien ne s’oppose à ce que R soit 
zéro dans la première.

Ainsi, pour qu’une équation de degré pair soit réciproque, il faut 
el il suffit, en général, que les coefficients à égale distance des ex
trêmes soient égaux et de même signe-, mais lorsque le terme du mi
lieu manque, elle sera encore réciproque si ces coefficients sont égaux 
el de signe contraire.

1522. Maintenant voyons comment s abaissent les équations ré

ciproques. Si on considère 1 éq. [1] et qu’on rapproche les fermes 
également éloignés des extrêmes, on peut l’écrire ainsi :

(x54~ i)4-Px(x34- 1)4-0®’^ + 1)=0.
Alors on voit que x ——1 est une racine ; et en divisant par x 4- 1 
chacun des binômes x8-}-!, x34~l, x-f-1, on obtient l’équation

X4— 1 x34-1 x2 — 1
4-P —p

+Q
+P

qui est encore réciproque, mais de même forme que l’éq. [3].
Si on considère l’éq. [2], on reconnaît que x=l est une racine. 

Pour faciliter la division par x— 1, on l’écrira ainsi :

(xs — 1) 4- Px (a?3 — 1)4*  Qx’(x — 1) = 0 ;
puis on trouvera facilement l’équation suivante, encore de même 
forme que l’éq. [3],

i

Si on considère l’équation [4], on voit qu’elle admet 4-1 et —1 
pour racines. Écrivons-la ainsi

(x6 -1)4- Px (x4 -1)4- Qx’(x2 — 1) = 0 :

on voit qù’en effet elle se divise par x3—1, et I on a pour quotient 
une équation encore de même forme que l’éq. [3], savoir.:

x4 4-Px3 4- (t 4- Q)x!4- Px 4-1=0.
Quoique nous ayons pris des équations d’un degré déterminé, 

il n’en est pas moins clair qu’en simplifiant convenablement une 
équation réciproque quelconque, on la ramènera toujours à celles 
de la forme [3]. Par celte raison, la dénomination d’équations ré
ciproques est plus’spécialement appliquée à ces dernières, et c’est 
d’elles seules que nous avons à nous occuper.

325. Considérons d’une manière générale l’équation réciproque
[5] x2™ 4- Px2—1 4- Qx2'"-2... 4- Qx2 4- Px 4-1 = 0.

Puisque toutes ses racines doivent se reproduire en divisant l imité 
successivement par chacune, on en conclut qu elles peuvent se 
distribuer par couples s que a et - , b et 1, c et -, etc., dans 

r a b c
chacun desquels se trouvent deux racines dont le produit est 1.
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Par les considérations du n° 519 on pourra donc transformer 
l’équation en une autre de degré moitié moindre au moyen d’une 
inconnue auxiliaire; et le mieux sera de prendre

[6] x + | =

Il est d’ailleurs évident qu’en mettant chaque racine à son tour 
dans celte expression à la place de a?, le nombre des différentes 
valeurs de z est égal à celui des couples; d’où il suit que l’éq. en 
z doit être d’un degré moitié moindre que celui de la proposée.

Pour former cette équation, il faut éliminer x entre [5] et [6], 
et l’on y parvient par un moyen aussi simple qu’élégant. En divi
sant par xm et rapprochant les termes également distants des ex
trêmes, l’éq. [5] devient

~ + p (* m-‘+ 0 + ^)+•. • = Q ;

et il lie s’agit plus que d’exprimer en fonction de s les binômes 
«’+é;, + a;”‘ + A- A cet effet, remarquons d’une ma-

nière générale qu’en multipliant xn -|- par , on a

(*■+?)  («+IH (* “++'(<**+ £) ■

et que de là on lire, en remplaçant x par z,

+r-)=-(*-+ ïk) ■

Celle formule résout la question, car elle montre comment chaque 
binôme peut se déduire des deux précédents. Si l’on fait succes
sivement » = O, 1, 2, 3,... on trouve

* + s = *-  + = ^ + ^ = ---3=,

** +J*  = «*  —45*4-2,  x!4-^,=z’-5z’-|-5z, etc.

On reconnaît, à la forme de ces expressions, que la transformée 
en z sera en effet <lu degré m, ainsi qu’on l’avait prévu.

Quand on aura les valeurs de z, on trouvera les racines de la 
proposée au moyen de l’éq. [G]. Or elle équivaut à celle-ci

x! —zx-H=°, d’où x = ^z±iy/zi^4-, 
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par conséquent, il n y aura plus qua substituer successivement 
les m valeurs de z pour obtenir les 2 m valeurs de x.

On trouve des exemples d’équalions réciproques dans les équa
tions binômes dont je vais m’occuper à présent.

Équations binômes.

524. Les équations binômes sont celles qu’on ramène à la forme

[1] x“ = A ou xm —A = 0,

A étant une quantité connue quelconque.
On aperçoit sur-le-champ que les m racines de cette équation 

sont différentes entre elles; car le premier membre xm — A n’a 
point de facteur commun avec sa fonction dérivée mx^‘.

Ces racines, si on les élève à la puissance m, doivent repro
duire A; donc elles sont les mêmes que les valeurs renfermées 
dans l’expression

x=\/A.

Ainsi, on est sûr que ce radical a m valeurs différentes, et la pro
position admise n° 245 se trouve démontrée. On peut même 
ajouter que si A est une quantité de la forme a -j- p V—1, les va
leurs du radical auront aussi cetle forme : car on a prouvé (589) 
que celte forme est celle des racines de l’éq. [1].

525. Lorsque m est un nombre composé, la résolution de 
l’éq. [1] se ramène à celle de plusieurs équations binômes, dont 
les degrés sont les facteurs de m. Supposons m =pqr : au lieu de 
l’équation xp’r = A, on peut prendre celles-ci

— x', x'Q = x", x"r — A,

dans lesquelles x' et x" sont de nouvelles inconnues. Il est évident 
qu’après avoir résolu x"r = A, l’éq. précédente x’’ = x" fera con
naître les valeurs de x' et qu’ensuite l’éq. xp — x' donnera toutes 
les racines de l’équation proposée.

Au reste, cette remarque revient à une formule déjà connue 
par la théorie des radicaux (256), savoir :

7^x=vâ.
526. Désignons par a une quantité dont la puissance m est A, 
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cl posons x = ay. L’éq. xm = A deviendra amym ■— am, et en divi
sant par «”•,

y”‘ = 1 ;
donc y = ÿïf cl par suite x = aÿï.

De là on conclut que les racines de l’éq. x'" = A.peuvent se for
mer en multipliant l’une quelconque d’entre elles par celles de 
l’éq. ym = l : ou bien encore, comme au n° 246, que les diffé
rentes racines m'""" d’une quantité peuvent s’obtenir en multi
pliant l’une d’elles par les racines m'""' de l’unité.

327. Considérons plus spécialement le cas où A est une quan
tité réelle; et, pour distinguer les hypothèses de A positif ou né
gatif, écrivons l’équation binôme comme il suit :

xn=± A.
On sait déterminer, au moins par approximation, une quantité 
positive a telle qu’on ait am= A. Posons encore x—ay, l’équation 
ci-dessus deviendra

ym=± 1,
et c’est de celle-ci que je m’occuperai exclusivement.

328. On peut, sur cette équation, faire plusieurs remarques.
Lorsque m est impair et que l’équation est ym—i ou ym—1=0, 

elle admet évidemment la racine y=l. Elle n’a pas d’autre ra
cine réelle; car toute autre valeur positive dey donnerait ym> 1 
ou ym<Z 1, et une valeur négative rendrait ym négatif. Pour avoir 
l’équation d’où dépendent les m — 1 racines imaginaires, on di
visera y’"— 1 par y— 1, ct il viendra l’équation

ym_. _j_ ym-^ . . 4- y ! = 0>

qui appartient à la classe de celles qu’on nomme réciproques.
Lorsque m est impair et que l’équation est ym =— 1 elle a évi

demment pour racine y — — 1. Des raisonnements analogues aux 
précédents prouveraient que les autres racines sont imaginaires ; 
et on aurait l’équation dont elles dépendent en divisant y”‘+1 = 0 
par y-f-1. Mais pour avoir toutes les racines de l’éq. y”*= —1, il 
est mieux de remarquer que cette équation se déduit de ym=l en 
changeant y en —y; de sorte qu’il suffira de prendre toutes les 
racines de ym=l avec des signes contraires.

Supposons m pair, et soitm = 2n : l’éq. y2"= 1 ou ySn —1=0 a 
pour racines y = +1 et y = — 1. Les autres sont imaginaires, et 
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l’équation qui les renferme s’obtiendrait en divisant y5"—1=0 par 
(y — l)(y 4_ 1) ou y2 — 1; mais il sera mieux d’observer que 
y5»—l=(yn—l)(yn4-l), et que par suite l’éq. ySn—1=0 peut être 
remplacée par deux autres plus simples,

y” — 1 = 0, yn +1 = 0.
Enfin, lorsque l'équation est y2n=—1 ou y2"+1=0, on remar

quera que les puissances paires des quantités réelles donnent tou
jours des résultats positifs; et de là on conclura que toutes les 
racines sont imaginaires. En posant y’=2, l’équation s’abaisse au 
degré n et devient simplement zB=—1.

329. Maintenant je vais développer les solutions des équations 
Vn— 1 = 0 et ym 1 = 0 dans quelques cas particuliers.

Soit »? = 2 : les équations à résoudre sont
y2 —1=0 d’où y = ± 1, 
y’4*1  = 0 d’où y = ±v/—1.

Soit m=3 : pour résoudre l’éq. y3— 1 =0, on remarque qu’elle 
a pour racine y=l, on la divise par y—1, et il vient

y2 4- y 4-1 = 0» d’où y — •

Donc les trois racines sont, comme on le savait déjà (246),

S’il s’agit de l’éq. y3-|-1 = 0, on obsencraque ses racines sont les
mêmes, au signe près, que celles de y3— 1 = 0 : en conséquence 
elles seront

1 4” —3 
y = ——

Soit »i = 4: l’éq. y4 —1 = 0 se décomposera en deux autres, 
y’—1=0 et y2-|-i=0; et de celles-ci on tirera les quatre racines 

y=±l, y = ±v/—1.
L’éq. y*-| “ 1 = 0 se résoudra différemment. En ajoutant 2y2 aux 
deux membres, onl’écrira ainsi (y’4-l)2=2y2; puis on la décom
posera en deux autres,

y’4-l=yy/2, y’-|-l= —yv/2;
et enfin, de celles-ci on tire les quatre valeurs de y,

y = 4v/2±|ç/—2, ?/ = —
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On aurait pu traiter l’éq. y4+ 1=0 comme réciproque. Ou aurait 
pu encore remarquer qu’elle donne y’=±y/—1, el qu’en prenant 
successivement + çz—1, et — V—1 > 011 a

y=±V/+ÿf—1 el y = ±y/— >J—1:

alors on n’aurait plus qu’à ramener ces valeurs à la forme 
'x + fi v/-”1, ct c est ce qui a déjà été fait n° 197.

En s’élevant, successivement jusqu’au 10e degré, on reconnaîtra 
que l’éq. ym^l =0 se résout par les cas précédents ou par des 
équations réciproques qui s’abaissent à un degré moindre que 
le 5e. Parcourons d’abord les degrés impairs.

Si on a l’éq. tf— 1 = 0, après avoir remarqué qu’elle admet la 
racine y = 1, on la divise par y — 1, et il vient

y4+y’ + y’+y4-i=o,
équation réciproque qu’on abaissera au 2e degré. A cet effet on 
l’écrit d’abord sous cette forme

(s-+li)+(?+l)+,=o.
Alors on pose y+-=z, ce qui donne y2+ —=zi—2 ; et par suite 

l’éq. en y se changera en celle-ci
s’ + s —1 = 0, d’où z —~,±'/5

2
Ces valeurs étant connues, celles de y le seront par la relation

En effet celte relation donne

et il n’y a plus qu’à substituer, au lieu de z, successivement cha
cune de ses deux valeurs, pour trouver les quatre valeurs imagi
naires de y. En y joignant la valeur y=l, on aura donc les cinq 
racines de l’éq. ys —1 = 0, savoir :

y — 1,

•'4 4 ' 

i
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L’équation y’—1=0 mènerait à l’équation z3+z2— 2z—1=0; et 
l’éq. y9 —1=0 à celle-ci, z4+z3—3z2—2z + l =0.

Les équations y5 +1 = 0, y7 +1 = 0, y9 +1 = 0, ont, au signe 
près, les mêmes racines que si leur second terme était — 1.

Parcourons les degrés pairs. Les équations y6—1=0, y8—1=0, 
y10—1=0, n’offrent aucune difficulté, puisque chacune d’elles se 
décompose en deux autres dont les racines sont connues.

En prenant +1 au lieu de — 1, les équations analogues sont

y6 + 1 = o, d’où y = /v'—1 ;

ÿ’ + 1 = 0, d’où y = V ;

y10+1=0, d’où y = V —1.

Or, on connaît les valeurs de v^l, yCZÏ, y7—ï; il n’y aurait 
donc plus qu’à en extraire les racines carrées par les procédés du 
n° 197. liais il sera plus simple de traiter ces équations comme 
réciproques : car les transformées en z, dont elles dépendent, ont 
leurs racines réelles et sont très-faciles à résoudre.

330. Les éq. en z du 3e et 4e degré auxquelles conduisent les 
éq. y7—1=0 et y9—1=0 sont complètes, et nous donnerons 
plus tard des méthodes pour résoudre les équations générales de 
ces deux degrés. Pour le moment je me bornerai à remarquer 
que ces méthodes étant connues depuis longtemps, la résolution 
de l’éq. ym+1=0 l’était aussi pour les dix premiers degrés. Dans 
les degrés supérieurs on pouvait bien encore, d’après la remarque 
du n° 323, regarder comme résolus ceux dont les exposants sont 
des nombres composés des facteurs premiers 2, 3, 5, 7. Mais 
quand on passait à l’éq. y11 —1=0, tout ce qu’on pouvait faire 
était de la ramener à une transformée du 5e degré, qui était com
plète aussi, et qu’on ne savait pas résoudre.

On en était là lorsque Vandermonde donna l’expression de la 
racine de l’éq. y11—1=0, dans un mémoire inséré parmi ceux de 
l’Acad. des Sc., 1771. Elle est restée longtemps ignorée, et elle 
l’était encore en 1801, époque où Gauss publia un procédé fort in
génieux pour résoudre tous les cas de l’éq. yn—1=0. Plus tard, 
ce procédé a encore été perfectionné par Lagrange , et c’est dans 
cet auteur qu’il convient de l’étudier aujourd’hui : Résolution des 
équations numériques, note XIV. Au reste, les expressions qu’il 
fournit pour les racines sont en général peu utiles à cause des 
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imaginaires qui les compliquent. Quand on veut les obtenir sous 
la forme a-f-P\/—1, il vaut mieux recourir à d’autres procédés, 
fondés sur les propriétés des lignes trigonométriques. Voy. ma 
Trigonométrie ou ma Géométrie analytique.

351. J’exposerai encore ici une propriété des racines de l imité, 
curieuse par elle-même, et dont les analystes font un usage fré
quent. Elle a déjà été remarquée pour le 3' degré (247), et elle con
siste en ce qu’ozi peut, dans chaque degré, reproduire toutes les ra
cines de l’unité par les puissances d’une des racines imaginaires.

Reprenons l’équation
[2] ym — i = o,

et supposons d’abord que m soit un nombre premier. Soit a l’une 
quelconque des racines imaginaires de cette équation , on devra 
avoir aOT= 1 ; par conséquent, en désignant par n un nombre en
tier quelconque positif ou négatif, on aura amB=l ou («")"= 1 : 
donc toutes les puissances de a satisfont à l’éq. [2].

Il n’en résulte pas cependant plus de m valeurs pour y; car 
de a*"=l , on conclut am+’ = a, am4* = a2, etc. : c’est-à-dire qu’on 
n’obtient plus de nouvelle racine au delà de am. Il en serait en
core de même si on prenait des puissances négatives : car on a 
a»>-i — x a"1 = a'1 , a”-2 = a™ X a-2 = a~2, etc.

D’un autre côté il sera facile de prouver que si m, est un nombre 
premier, les m quantités 1, a, a2,... a”1*1 sont inégales. En effet, 
admettons pour un moment que n et n-\-r étant deux nombres 
moindres que m, on puisse avoir an+r = an, on en déduirait ar=l; 
donc a serait une racine commune aux deux équations

yr —1=0, ym —1 = 0.
Or cela est impossible quand m est un nombre premier : car si on 
cherche leur plus grand commun diviseur, les réductions succes
sives qui s’opéreront dans les exposants de y seront les mêmes 
que dans les restes qu’on trouve en cherchant le plus grand com
mun diviseur de m et r; et comme m est un nombre premier, on 
reconnaîtra que y— 1 est le plus grand commun diviseur des 
deux équations. Donc a ne peut pas être racine commune à ces 
équations; donc toutes les racines de l’éq. [2] sont représentées 
par la suite

1, a, a2, a3,... a"-1.

La même propriété s’étend aux cas où l’exposant m est un 
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nombre composé, mais alors il faut faire un choix parmi les racines 
imaginaires de l’équation, pour en avoir une dont les puissances 
reproduisent les autres racines. Pour ces détails, je renverrai en
core à la Résolution des équations numériques, note XIII.

CHAPITRE XXI.
FONCTIONS SYMÉTRIQUES.

Calcul des fonctions symétriques des racines d’une équation.

R52. Il existe certaines fonctions des racines qu’on sait expri
mer d’une manière générale au moyen des coefficients des équa
tions, sans qu’on ait besoin pour cela de résoudre les équations. 
Ces fonctions, qui forment une classe très-étendue, sont désignées 
par la dénomination de fonctions rationnelles et symétriques, ou, 
plus simplement, par celle de fonctions symétriques.

Elles sont dites rationnelles, parce que les racines ne doivent 
point y entrer sous des radicaux, c’est-à-dire qu’elles n’y sont com
binées que par addition, soustraction, multiplication et division ; 
et elles sont dites symétriques, parce que les racines doivent y être 
combinées de telle sorte qu’on puisse les échanger entre elles, sui
vant tel ordre qu’on voudra, sans que la fonction change.

Par exemple, les expressions

sont des fonctions de a, b, c, rationnelles et symétriques. La pre
mière est entière, et la seconde est fractionnaire.

Plusieurs quantités a, b, c, d, etc., étant données, si on les ar
range deux à deux de toutes les manières possibles, et que dans 
chaque arrangement, tel que ab, on donne l’exposant a au premier 
facteur, et l’exposant p au second, on aura une suite de produits 
tels que dont la somme est évidemment une fonction symé
trique des quantités a, b, c, d, etc. On dit que cette fonction est 
double, parce que chaque terme renferme deux de ces quantités, 
et on la représente d’une manière abrégée par S(a*à p) ’• la lettre S 
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est employée ici pour désigner le mot somme. On comprend de 
même ce que doivent être les fonctions symétriques triples, qua
druples, etc., représentées par S(a“6?cf), S(a’6Mds), etc.

En suivant cette notation, les fondions simples, telles que 
a*  4*  6'4-^ +etc., seraient représentées par S(a’); mais, pour 
abréger davantage, on écrit ordinairement Sa. Ainsi, on a

Si = a -j-6 4-c -j-etc.,
Ss = a2 + &*;+ c*  -f-etc.,
Sa = «3 + Z»3 4- c’ 4- etc., 
etc.

Quand les fonctions sont fractionnaires, on commence par les 
réduire au même dénominateur, et alors on a une fraction dont 
les deux termes sont des fonctions symétriques et entières. C’est 
pourquoi l’on n’aura à s’occuper que de ces dernières.

535. La première question à résoudre sera celle-ci : Une équa
tion étant donnée, trouver les sommes Si, Sl( etc., des puissances 
semblables et entières de ses racines.

Soit l’équation X = 0 ou

[i] xn 4- P#”1-14~ Q^M-S4- Ra?”1-3.... 4" Ta; 4- L' = o,

dont je désigne les m racines par a, b, c, d..... On a trouvé n’ 590
le quotient de X para:—a, et on peut avoir de même les quotients 
de X par chacun des autres facteurs x — b, x — c, etc. Or, en 
ajoutant ces m quotients, on sait que la somme doit être égale 
au polynôme dérivé X' ou

ma:”1-14- (m — 1 ) Pa?”*- 2 -f- {m — 2) Qa;m~3 ~t-(m—3) Ra:"-*. ... 4- T ;

il faudra donc que les multiplicateurs des mêmes puissances de x 
soient égaux de part et d’autre. De là résulte la détermination des 
sommes St, St, etc.

Reprenons donc le quotient de X par x — a,

4~ T-

a:”*- 1 4- a a:”-2 -j- a2 a:"1-3 4- a3 a?"-*. ... 4- a™-1
4-P 4-P« 4-Po2 4- Pam~t

4-0 4- -f- Q ■’
4-R 4- Ran-‘
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Pouravoirles autres quotients, il suffira de changer successivement 
dans celui-ci a en b, en c, en d, etc. Si on les ajoute et qu’on mette 
Si, S2, S3, etc., au lieu des sommes a 4- b 4- c...., ti!4-4- 
a’-j-à34-c3...., il vient

rnxm~' 4- Si 4_ g2 a:”‘-34-S3 a:"-4.... 4-S”1-1
-j-wiP 4-PSi 4-PSt 4- PS*"- 2

4- »«Q + QS. 4- QS“-3
4-mR 4- RS’"-4

4- mT.

Donc, en comparant ce résultat avec le polynôme dérivé X', on 
doit avoir ces relations :

Si »îP = (m — l)p,
Ss 4- PSi 4- wQ = (m— 2)Q,
S, 4- PS, 4- QSi 4- mR = (m — 3) R,

Sm-i + PSm_, 4- QSm_3....4- mT = T,

ou, en simplifiant,

! Si 4" P =
\St4-PSi4-2Q=o,

[2] j Sj-^PSi-}- QS14“ 3R = 0,

\Sm-i4-PSm-.4-ÛS^..... 4- (m- 1)T = O.

Au moyen de ces équations, il sera facile de calculer successive
ment Si, S,, S,,.... et enfin S„_i.

fies déterminations s’arrêtent à la somme S„^,, mais il est facile 
de s’élever aux sommes Sm, Sm+i, Sm+!, etc. A cet effet, observons 
qu’en substituant successivement a, b, c,.... dans l’éq. [1], on 
doit avoir

am 4- P«m"*  4~ ... 4- Ta -f- U == o,
//»+pô—i 4- Qb'-\... 4- t* 4- u = 0, 
etc.

multiplions ces m égalités respectivement par a", b", etc., puis 
ajoutons-les : d’après la notation adoptée, il viendra

sM+B-|- psm+„_i 4- Tsn+i 4-üs„=o.



464 leçons d’algèbre.
On peut faire successivement n = O, 1, 2, etc., et l’on aura, pour 
déterminer Sm, Sm+1, Sm+!, etc., ces relations:

f Sm + PSm_t + QSm_s.... 4- TS, 4- US0 = O, 
|sra+i4-PS». +TSJ + US1 = O,
j Sm-+-2’ 4-PSm+1 + QSro ....4-ts34-us2=o, 
\etc.

Dans la première on peut remplacer le terme US0 par mU, car 
S»=a<>4-6,>4-c<’4-etc. =m; et alors on voit qu’elle est comprise 
dans la même loi que les éq. [2], Cette relation fera trouver Sm 
au moyen des sommes S,, S2)... Sm_, déjà connues; et en passant 
successivement à chacune des relations suivantes, on déterminera 
chaque somme nouvelle au moyen de sommes déjà calculées.

Il est utile d’observer que toutes les sommes S,, S,, etc. seront 
exprimées, sansaucun dénominateur, en fonctions des coefficients 
P, 0, II, etc. Celte conséquence résulte de ce que le premier terme, 
dans chacune des relations [2] et [3], a l’unité pour coefficient.

Pour présenter une application numérique, prenons l’équation
x3—7x 4- 7 = 0.

Dans cet exemple on a l’=O, Q =—7, 11 = 7. Puisque P=0, la 
relation S,4-P=0 donne S2 = 0; par suite les relations qui déter
minent les sommes Si, Si,... S6 se réduisent à celles-ci

St = O, Ss4-2Q = 0, Sa4-3R = 0,
s44-qs2=o, s,4~QSa4“us»=o, S64-QS44_RS3=o;

et en y substituant les valeurs de Q et de II, on trouve facilement

S( = O, S2=14, Ss=— 21, St=98, S5=—245, S6=833.

S54. Remarque. Dans l’éq. Sm+„4-ctc.=0 trouvée plus haut, 
n peut être un nombre négatif, et par suite cette équation peut 
déterminer les sommes des puissances négatives des racines. 
Ainsi, en faisant n——1, —2, etc., on aura

Sm-l 4" PS,n_i....4“ TSo4" US_1 = 0, 
Sro_2 4~ PSm_3.... 4*  TS_i 4~ i s_2=o, 
etc.

Ces équations font connaître successivement S_f, S_2, etc.; mais 

il sera plus simple de changer x en et de chercher ensuite, au 

moyen des formules [2] et [3], les sommes des puissances positives
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des racines de la transformée. 11 est clair, en effet, que ces puis
sances sont les puissances négatives de a, b, c,...

333. Je passe à la détermination des fonctions doubles, tri
ples, etc. représentées par S{a*b^),  S(a*ôM),  etc.

Pour trouver S(a“ô?), on multiplie entre elles les deux sommes 
a“4-ô’4-ca.... = Sa, 
af‘4-ÔS4-c\... = Si).

Le produit contient deux sortes de termes : 1° la somme de toutes 
les puissances a 4*  P des racines; 2° la somme de tous les produits 
qu’on forme en combinant la puissance a d’une racine quelconque 
avec la puissance p d’une autre racine. Or, la première somme est 
dénotée par S«+?, et la seconde par S(a«à?): donc

SŒ+ij 4~ S (a“^) = SaSj ;
et de là on lire pour les fonctions doubles, la formule

S(a*ô?)  = S.Sfi— S«+?. j

Pour trouver la fonction triple S(a*6 ?c4, on multiplie entre elles 
les trois sommes

«*4-ô*  + c".... = S«, 
a» 4-
a*  —j— b' 4~c’.... = S...

Le produit est une fonction symétrique qui renfermera évidem
ment tous les termes compris dans chacune des cinq formes

aa+^, a“+’6\ a^’à", a“à?c”;

donc, en vertu de la notation convenue, on aura

SM+hï4-S(aa+^44-S(ar+1'&p) ) _s s s 
4-S(a*i ‘)-i-S(aW) J

Mais la lormule des fonctions doubles donne

S(aa+f64 = Sa+?S, — S»+-j4-r, 
S (a** 7 b^) = S.+T S, ,
S(a?+Ta“) = S^S« — S.+?+T.

En substituant donc ces valeurs dans l égalité précédente, et ti
rant ensuite de cette égalité la valeur de Sfa’à^), on obtient, 
pour les fonctions triples, la formule

S(rfW) = S,S?S.— S«+PS7— Sa+ïS?— S^A4-2S«^-r
30
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Pour avoir les fonctions quadruples, etc., on se conduira d’une 
manière analogue : le procédé ne présente aucune difficulté.

Ici encore il importe d’observer que Si, S2, S3, etc., s’exprimant 
sans dénominateurs, en fonctions des coefficients de l’équation pro
posée , il doit en être de même des sommes S(a“èf), S(a“6pcT), etc.

356. Les formules auxquelles on est parvenu pour ces der
nières sommes doivent être modifiées quand quelques-uns des expo
sants sont égaux. En effet, une somme quelconque
dans laquelle chaque terme renferme n lettres, sc compose en 
formant tous les arrangements n à n des lettres a, b, c,... et en 
donnant respectivement aux n lettres de chacun d’eux les expo
sants a, p, y,..- Or, supposons que dans un terme la lettre a ait 
l’exposant a, et & l’exposant p, il y aura nécessairement un autre 
terme qui ne différera de celui-là qu’en ce que a cl b auront été 
échangés ; donc, si p est égal à a, l’ensemble des termes différents 
n’est plus que la moitié de la formule générale.

S’il y a trois exposants égaux, il est clair que chacun des termes 
différents de la formule y sera répété autant de fois qu’il y a d’ar
rangements 3 à 3 avec trois lettres; donc, pour n’avoir que la 
somme des termes différents, la formule générale doit être divisée 
par 2 x 3. Et en général, si/> est le nombre des exposants égaux, 
il faudra diviser la formule générale par 2 x 3... Xp.

Ces divisions s’effectueront sans laisser aucun dénominateur 
dans les formules, mais il serait difficile de le reconnaître par ce qui 
précède :1e procédé suivant mettra cette propriété en évidence.

Méthode de M. Cauchy pour le calcul des fondions symétriques.

357. Cette méthode consiste à éliminer successivement de la 
fonction symétrique chacune des racines a, b, c, d,... : elle se 
fonde sur la proposition suivante.

Soit X une fonction symétrique rationnelle et entière des ra
cines d’une équation X =0 ou

[1] +Px”-1 -|- Qic"-* + Rxm~3.... + U = 0.

Désignons par a l’une de ses racines, et admettons que d’une ma
nière quelconque on transforme X en un polynôme ordonné par 
rapport à a, de telle sorte qu’on ait

- = La- Ma”"1 -f- Na”-2.. •.,
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L, M, N,... étant des coefficients composés avec P, Q, R,... U. Si 
alors on divise ce polynôme par

a” + Pa”-1 + Qa”"2 + R a*"- ’U,

je dis qu’on obtiendra un reste indépendant de a, et que ce reste 
sera précisément la valeur de N.

Quel que soit a, celte division doit donner un reste de la forme 
Àam~‘ -j- ,u.am-2.... + &a -j- p. Pour abréger, nommons r ce reste, q le 
quotient, et A le diviseur ; on aura 2=Aÿ + r. Or, a étant racine 
de l’équation donnée, on doit avoir A=0; donc X=r, ou, ce qui 
est la même chose,

X = Xa*~ 1 -f- ua”1-’....-}-Oa-j- p.

On aurait pu conserver dans le calcul au lieu de a, l’une quel
conque des autres racines de X—0 ; et comme X est une fonction 
symétrique des m racines, il est clair qu’on serait arrivé à une 
valeur toute semblable à la précédente, avec cette seule différence 
que a y serait remplacé par l’une quelconque des m—1 autres ra
cines. Or, la valeur de X doit demeurer la même quelle que soit la 
racine que l’on conserve dans le calcul ; donc, en posant

Xx”1-1 -j- uxra-!.... O® 4-p==X;

cette équation, de degré inférieur à m, devrait admettre m racines, 
ce qui est impossible, à moins qu’on n’ait X=0, |x=0,.... 6=0, 
P=X. C’est la proposition qu’il s’agissait d’établir. Remarquez que 
le polynôme diviseur a”‘4-Pam-14-Qam“’.... n’est autre que X où 
l’on change x en a.

Dans cette démonstration on regarde les m racines de l’éq. [1] 
comme inégales entre elles, mais la conclusion n’en est pas moins 
générale. Pour s’en convaincre, on peut supposer d’abord, comme 
nous l’avons fait, que toutes les racines soient inégales, et ensuite 
faire varier les coefficients P, Q,.... U par degrés insensibles, de 
telle manière que la différence entre deux racines, ou même plu
sieurs différences, approchent aussi près de zéro qu’on voudra. 
Or les dernières égalités ne cessent point de subsister, quelque 
petites que soient ces différences ; donc elles seront encore vraies 
quand ces différences s’évanouiront, c’est-à-dire quand les racines 
de l’éq. [1] cesseront d’être inégales.

558. Dans la proposition qui fait l’objet du n° précédent, j’ai 
supposé qu’on avait déjà éliminé de la fonction X toutes les racines 
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excepté une. Maintenant je vais expliquer comment, par l'emploi 
répété de celte proposition, l’on peut en effet éliminer de la fonc
tion 2 successivement chacune des racines qui la composent.

Soient a, b, c,... i, k, l, les m racines de l’éq.X=O: en divisant 
successivement Xpar les m—1 facteursx —a, x—b,... x—k, l’on 
aura différentes équations, dont la dernière sera du 1er degrc et 
aura l pour racine : arrêtons l’attention sur cette suite d’équations. 
X étant un polynôme de la forme

X = x"' P®”1-1+Q®”1-14- R®"* -’....,

pour faciliter la division de X par x—a, on s’y prendra comme 
dans la remarque du n° 590, et l’on aura un quotient

2, = ®”-*  + P»®”*-^  Q,®”*-3 + R,®"*- 4....,

dans lequel I’i, Qt, fh,... sont composés connue il suit :

Pi = <»+P,
Qi — + P& + U,
R, = «’+Pa*  + Qa + R. 
etc.

Semblablement, en divisant X, par x— b, on trouvera un quotient 
Xa = ®’"-3 4~ Pj®"* -3 4- diXm-''' -f- Rj®”*-3. .. ,

dans lequel on a
P, = 6 4-Pt, 
qs = ^ + P,6 +Qi, 
R1 = ô> + Piy + Q1& + R1, 
etc.

En continuant ainsi on arrivera à une division où x — i sera pris 
pour diviseur, et où le quotient sera du 2e degré ; puis enfin à une 
division où ce sera ®— k qu’on prendra pour diviseur, et où le 
quotient ne sera plus que du 1er degré. Il est bon de remarquer ici 
que les divisions par® — a, x — b, etc. ne peuvent amener aucun 
dénominateur dans les différents quotients, et que dans tous ces 
quotients le coefficient du 1er terme est l'unité.

Remplaçons x par a dans X, par b dans le 1er quotient, par c 
dans le 2’,.. • et enfin par k, l, dans les deux derniers : on aura 
ainsi des polynômes que je désignerai par A, B, C,... K, L. Le 
1" sera ordonné par rapport à «, et ses coefficients ne seront au
tres que P, 0, R, • • • Le 2e sera ordonné par rapport à b, ct scs 
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coefficients seront composés avec a et P, Q, R,... Le 3" sera or
donné par rapport à c, et ses coefficients seront composés avec 
a, b, et P, Q, R,... Ainsi de suite, de telle sorte que le poly
nôme K, ordonné par rapport à k, renferme dans ses coefficients 
les m—2 quantités a, b,c,... i, tandis que le polynôme L, ordonné 
par rapport à l, renferme les m — 1 quantités a, b,c,... i, k.

Maintenant reprenons la fonction symétrique 2, telle qu’elle 
doit être composée avec les m racines «, 6, c,... i, k, l. Si on n’y 
fait d’abord attention qu’à la seule racine Z, on l’éliminera en y 
substituant, au lieu de celte racine, sa valeur tirée de l’éq. L=O. 
Oh peut encore, ce qui esl la même chose (556), ordonner 2 par 
rapport à l, diviser 2 par L, et alors le reste sera égal à 2.

Celte valeur 2, où n’entre plus l, est encore fonction symé
trique rationnelle et entière des m — 1 racines a, 6, c,... i, k. On 
pourra en éliminer k, en l’ordonnant par rapport à />, et en la di
visant ensuite par K : le reste, qui doit être indépendant de k, 
sera encore égal à 2.

En continuant ainsi, on élimine successivement de 2 toutes les 
autres racines. Quand 2 ne renfermera plus que a, on l’ordonnera 
par rapport à a, puis on divisera 2 par A. Le reste devra être in
dépendant de a, et il sera la valeur de 2 qu’il s’agissait de trouver.

559. Le premier terme des polynômes employés comme divi
seurs dans ces éliminations successives, ayant toujours l’unité 
pour coefficient, il s’ensuit que les différents restes ne renfermenl 
point d’autres dénominateurs que ceux des coefficients de l’équa
tion proposée : de sorte que si ces coefficients sont des nombres 
entiers, la valeur de 2 sera aussi un nombre entier.

Cette conséquence, qui découle immédiatement du procédé de 
M. Cauciiy, nous sera utile tout à l’heure (542).

Application à un exemple. — Comment M. Cauchv évite l’équation aux carrés 
des différences.

540, Proposons-nous de déterminer la fonction symétrique égale 
au produit des carrés des différences des racines d’une équation X=0, 
de la forme

[1] xm + P®"* -1 +Q®"-! + etc. = 0.
Le mieux ici sera d’employer la méthode des éliminations suc

cessives de M. Cauchy. D’après l’énoncé, si on désigne toujours
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par a, b, c, d,... les m racines, et par S la fonction symétrique, 
on doit avoir

2 = (a — ô)2 (a — c)’ (a — d)\ .. X(b —<? (b — d/... X — d)‘...

Lorsque l’équation est du 2’ degré, on a X = o;’4-Pa?4~ Q ■ 
alors il n’y a que deux racines, a et b, liées entre elles par les 
relations a-{- b = — P, ab = Q. Par suite, on a simplement

2 = (a—6)’ = (a4-6)*  —4ai!> = P‘ —4Q.

On pourrait chercher la valeur de 2, pour les degrés supérieurs, 
en s’élevant du 2e au 3’, du 3' au 4e, et ainsi successivement. Mais 
je suivrai une marche un peu différente; et, supposant qu’on 
sache déterminer la fonction S pour le degré m — 1, je vais mon
trer comment alors on pourra la trouver par le degré m.

Dans l’expression générale de 2, considérons à part les facteurs 
qui ne contiennent point a. En désignant leur produit par 2,, 
on aura

2,=(6—c)2 (b — d}\ .. X (c—d)\..
2 :=SlX(a--b)i(a — c)t(a--d)i...

Si l’on divise, comme au n° 357, X par a?—a, on aura l’éq. X(=0, 
dont la composition est rappelée dans ce n°, savoir :

pjxm-t Q^m-S etc. — (J

Or, 2t n’est autre chose que le produit des carrés des racines de 
cette équation; donc, d'après notre hypothèse, on saura déter
miner 2, au moyen des coefficients de cette équation; et par suite 
2t sera exprimé en fonction de P, Q, R,... et de a.

D’un autre côté, le quotient de X par x — a étant égal à (a; — b) 
(x—c) (x—d)..., on a (a?—b) (x—c) {x—d)... = o:m_,4-(a4-P);r’’'~’ 
4- (a*  4_ Pa -f- 0)#”-’.... En faisant x = a, cette égalité devient

(a—b)(a—c)(a—d')...—mam~'-}-(m—l)Pa"-’4-(»i—2)Qa"-*...;  

donc
2 = 2, x [ma1’-' -|-(m — l)Pa"-2 -f- {m — 2)Qa"—;

donc, après avoir remplacé '2, par sa valeur, on pourra mettre 
2 sous la forme d’un polynôme ordonné par rapport à a. Alors, 
pour éliminer a, il suffira de diviser 2 par am + PaT-1 4- etc. Le 
reste, qui doit être indépendant de a, sera la valeur de 2, expri
mée au moyen des coefficients P, Q, R,....

LEÇONS D’ALGÈBRE. 471
541. J’appliquerai ce qui précède à l’équation du 3' degré

a;’ 4- Pæ’ + Qa: 4- R = o.

Pour avoir 2,, je la divise par x — a, et il vient

+ (a 4-P)a; + (a’+ Pa + Q) = 0.

Quand l’équation du 2e degré était a:9 4- P.r 4_ Q=0, on a trouvé, 
pour cette équation, 2 = P! — 4Q. On aura donc 2, en remplaçant, 
dans cette formule, P par a 4- P, et Q par a2 4- Pa 4- Q. On obtient 
ainsi

2, = (a 4-P)!—4 (a2 4-Pa 4-Q) 
= —3a1 —2Pa4-Pl —4Q;

donc, par suite,

2 = (— 3a2 — 2Pa 4- P2 — 4Q) (3a2 -j- 2Pa -f- Q)2.
Il ne reste plus qu’à éliminer a au moyen de l’équation a3 4*  Pa8 
4_Qœ4-R = O. A cet effet, on pourra se servir de la division 
comme au n° 557, ou de tout autre procédé qu’on jugera préfé
rable; et il viendra pour résultat final

2 = P2Q2— 4P3R — 4Q3 — 27R2 4- 18PQR.

Quand l’éq. du 3' degré n’a point de second terme, il faut faire 
P=O; et la valeur de 2 se réduit à celle-ci, 2 = — 4Q3 — 271V.

542. La fonction 2, que nous avons calculée dans le n° 540, 
donne le dernier terme de l’équation aux carrés des différences des 
racines de l’éq. X=0 ; mais elle suffit à elle seule pour faire con
naître une quantité 8 moindre que la plus petite des différences en
tre deux quelconques des racines réelles. Cette quantité 8, comme 
on sait, règle l’intervalle des substitutions successives qu’exige la 
méthode de Lagrange (474) : or voici comment 8 se déduit de 2.

Désignons par v le module de 2, et par u, u1, u",... lés modules 
des différences des racines. Par les propriétés connues des mo
dules (2GG), on doit avoir <Jv=uu’ù'.... On sait trouver une limite 
supérieure des modules des racines, nommons w cette limite : 
chacun des modules u, u', u",... sera <2«>. Pour abréger, posons 
m(m — 1) = 2n : le degré de l’éq. aux carrés des différences sera w, 
et le nombre des quantités u', u",... sera n — 1; donc on aura 

w'a"... .<(2o>)"-*  ; donc v/v<w(2a))»-‘, d’où Or

on peut supposer que u représente l’une quelconque dégriffé-
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rences entre deux racines réelles de l’équation ; par conséquent on 

pourra prendre 3 = ^-^.

345. Quand l’équation proposée n’a que des cofficients entiers 
(celui du 1er terme étant égal à 1), la remarque qui termine le 
n°359 prouve que - aura une valeur entière ; donc le module v dei 
sera au moins égal à 1 ; donc alors on peut prendre 3 = .

Ainsi, lorsqu’une équation a^-J-etc. =0 n’a que des coefficients 
entiers, on peut calculer immédiatement, qu moyen de ces coeffi
cients, une quantité moindre que la plus petite différence des 
racines réelles, ce que personne ne savait faire avant M. Cauchy.

Emploi des fonctions symétriques pour la transformation des équations.
— Équation aux carrés des différences.

344. Les fonctions symétriques se présentent d’elles-mêmes 
dans la transformation des équations, toutes les fois que les ra
cines de la transformée doivent être des fonctions rationnelles 
des racines de l’équation donnée.

Soient a, b, c,... les racines de l’équation donnée : pour fixer 
les idées; je suppose qu’il n’entre que deux de ses racines dans la 
composition de cltaquc racine de la transformée, et je représente 
par F(a, b) la fonction rationnelle qui exprime la loi de cette com
position. Imaginons qu’après avoir fait tous les arrangements deux 
à deux de a, b, c,... on mette successivement dans F(a, 6), au lieu 
de «et à, les deux racines de chaque arrangement, il est clair 
qu’on aurait ainsi toutes les racines de la transformée, savoir :

F(a, b'), F(«,c),... F(Z>,«), F(6,c),... etc.

Par conséquent cette équation, décomposée en facteurs, serait

[s —F(a, £»)][> —F(a,c)]...=0.
Ce produit ne varie pas en faisant entre a, b, c,... tel échange 
qu’on voudra, car alors les facteurs ne font que se placer dans un 
autre ordre; on est donc sûr qu’après la multiplication, les coef
ficients des différentes puissances de z seront des fonctions symé
triques et rationnelles de a, b, c,... Ainsi, en se servant des 
procédés expliqués dans ce chapitre, on pourra exprimer ces coef
ficients au moyen de ceux de la proposée.

leçons d’algèbre. 473

343. Mais il existe une autre manière, souvent préférable, 
d’employer les fonctions symétriques. Elle est fondée sur cette 
remarque très-simple que les relations [2] cl [3] dun° 355, entre 
les coefficients d’une équation et les sommes des puissances sem
blables des racines, peuvent servir à découvrir les coefficients de 
l’équation quand ils sont inconnus, pourvu qu’on connaisse ces 
sommes jusqu’à celle des puissances dont l’ordre est égal au nom
bre des coefficients inconnus, c’est-à-dire au degré de l’équation.

En conséquence, pour arrivée à la transformée, on détermine 
d’abord à quel degré elle doit s’élever; ensuite on cherche les 
sommes des puissances premières, secondes, etc., de ses ra
cines jusqu’aux puissances dont l’ordre est égal au degré de cette 
transformée ; puis, à l’aide de ces sommes, on calcule les coeffi
cients inconnus. Et quant à ces différentes sommes, il est clair 
qu’elles sont des fonctions symétriques des racines de la pro
posée, et qu’elles peuvent s’exprimer par les coefficients de cette 
équation.

346. Comme exemple, je reprendrai ici la question de l’équa
tion aux carrés des différences, déjà traitée n" 458. Les fonctions 
symétriques en donnent la solution la plus simple et la plus élé
gante dont elle soit susceptible. La question est celle-ci :

Trouver l’équation dont les racines sont les carrés des différences 
de celles d’une équation donnée

[A] -f- Pa?m-’ -f- QÆm_!... — 0.

Heprésentons l’équation cherchée par

[B] z" + p5>-‘4-?5“-’-|-r-"-4.-. + ^ + w = 0.

Les m racines de [A] étant a, b, c,..., celles de [B] seront (a — à)*,  
(a —c)‘, (a —d)’,..., (&—c)’, (b — df,...(c—d)\... etc. Le nombre 
de ces carrés est évidemment celui des combinaisons deux à deux 
qu’on peut faire avec les m quantités a, b, c, etc. ; donc le degré 
de l’équation cherchée sera 1).

Les coefficients p, q, r,... seront faciles à trouver quand on 
connaîtra les sommes des puissances semblables et entières des 
racines de l’équation [B], depuis la somme des premières puis
sances jusqu’à celle des puissances n'm“. Désignons donc par 

J'i, etc. ces nouvelles sommes, et cherchons la valeur 
générale de f., « étant un nombre quelconque, entier et positif.
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Les racines de cette équation sont les carrés (a — i»)2, etc., rap
portés plus haut; donc en les élevant à la puissance a, on a

J\=(a — bf*  + (a— c)2“ + (fl — d)2’....-f-(b — c',*  + etc- 
Pour trouver cette somme, considérons l’expression

<p (x) = (x — a'^ -f- (x — 6)te 4- (a? — e)2a 4~ etc.,

qui comprend les m binômes x — a, x — b, x — c, etc. Si on y 
fait successivement x = a, b, c, etc., et qu’on ajoute les m résul
tats, il vient évidemment

2/«== ?(«) + ? (&) + T(c) 4- etc.
Si on développe les puissances qui composent <p(æ), on trouve

, x**  — 4~ ^”^2 ... 4-

? W 2«(2a —1) ^îœ_s.

. 4-etc.,
ou plus simplement, en se servant dé la notation S!, Sj, etc.

? (z) = mx* 1 - 2aS,^-> 4- S^2*- 2. ... 4- St.,

donc, en substituant successivement a, b, c,... au lieu de x, et 
ajoutant les résultats, il viendra

2 A = - 2aS.Su-, + ?-(2g~1} S2S2a_,.... 4-

Dans le second membre, il est aisé de reconnaître que les termes 
à égale distance des extrêmes sont égaux, par conséquent, en 
s’arrêtant au terme du milieu, et ne prenant que la moitié de ce 
terme, on aura la valeur générale de savoir :

/. = - 2aS.Su-, 4- 2a(2ig ^-1) SiSu_,....

ù_12a(2a-l)(2a-2)....(a4-l)
2 1.2.3....a

Comme les signes sont alternativement 4- et —, il n’y aura jamais 
d’incertitude sur le dernier. Voici maintenant quelles opérations 
sont à effectuer :

1° On calculera les sommes S,, S», S»,..., jusqu’à S2„, par les 
relations connues Si 4*  P=0, S,4-pS.4-2Q = 0, etc.
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2° Dans la formule qui exprime /«, on fera successivement 

« = 1, 2, 3, jusqu’à n; et ainsi, pour déterminer les n sommes 
/„ A— A» on aura SiSi,/t=»iSt—4S1S,4-3S!St, etc.

3° Enfin les relations entre ces n sommes et les n coefficients 
p, q, r,... donneront les valeurs de ces coefficients, savoir :

p——A 7 =— KA+pA), r~—etc.
On ne voit point, par ces valeurs mêmes, si les fractions |,|,... 

disparaîtront à la fin, mais la remarque faite au n° 559 prouve 
qu’il en doit être ainsi : de sorte que, si l’équation proposée n’a 
que des coefficients entiers, l’équation aux carrés des différences 
n’aura aussi que des coefficients entiers.

547. Une marche tout à fait analogue à celle qu’on a suivie pour 
Irouver l’équation aux carrés des différences peut encore être em
ployée dans un grand nombre de cas, et notamment dans ceux où 
les racines de la transformée devraient être des puissances sem
blables et entières de la différence, de la somme, du produit ou 
du quotient de deux racines quelconques de l’équation donnée.

Par exemple, supposons que chaque nouvelle racine soit la 
puissance k de la somme a-j- b de deux racines de l’éq. [A], En 
posant n = ^m(m — 1), la transformée devra être de la forme

[C] zB4-pz"-t4-çz’‘-’...4-^4-«=o;

et si on fait A=(a + ô)‘* + (a + c)‘a- • • + + etc-, le cal
cul se réduira à exprimer A par une formule générale. A cet 
effet, on prendra la fonction

?(x) = (x + a)u 4- (x 4- 6)“ 4- (x 4- c)“. 4- etc.,
dont le développement est 

^Çx^mx^+k^x^+^-^S^x^... ■ 4-Su.

Or, si avant le développement, on substitue dans <? (a?) successive
ment o, b, c,... au lieu de x, la somme des résultats sera égale 
à2/.4-2‘-S uî par suite il est aisé d’apercevoir qu’en faisant les 
mêmes opérations sur le développement, on aura

2 A 4~ 2*™Su  = JflSj, 4*  AaSiSju-i.... 4~ »iS»« ;
et enfin de là on tire la formule cherchée

= — 2u_,)Su 4- ÆaS.Su_, -f- - --—S2S,„_s -f*  etc.
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Lorsque Aa sera pair, on s’arrêtera au terme qui contient S avec 
deux indices égaux, et on n’en prendra que la moitié; mais lorsque 
Aa sera impair, on s’arrêtera au terme dans lequel les deux in
dices sont |(Aa — 1) et \ [kx -f- 1), et on le prendra tout entier.

Élimination par les fonctions symétriques. — Degré de l’équation finale.

548. Les fonctions symétriques fournissent encore un procédé 
d’élimination qui a l’avantage de faire connaître le degré de l’équa
tion finale. Soient les deux équations

[1]
[2]

dans lesquelles I‘, Q,... P', Q',... sont des fonctions de y. Si on 
pouvait résoudre la lre par rapport à x, on en déduirait m valeurs 
a, b, c,... qui seraient fonctions de y, et en les substituant dans 
la 2e, il viendrait, pour déterminer les valeurs de y, m équations 
délivrées de x, savoir :

< a" -J- P'a-*  + Q'a”-4 + R'ft"-’.... = 0,
J //•4-P'ê"-<4-Q'6"-2+ = '

L'ÎJ j cn4-P'cn-1+Q'c’,-s4-R,cn-’....=0.
etc.

Mais, en général, la résolution dp l’éq. [1] est impossible, et la 
question est de trouver une équation finale qui renferme indistinc
tement toutes les valeurs de y.

On aura une équation qui remplira cette condition en multi
pliant entre elles les m éq. [3] : car la résultante sera satisfaite par 
chaque valeur de y tirée de l’une d’elles, et elle ne peut pas l’être 
autrement. Or, les facteurs de cette résultante ne font que changer 
de place, quelque permutation qu’on opère entre les quantités a, 
b, c, etc.; le produit ne renfermera donc que des fonctions symé
triques, entières el rationnelles, de ces quantités ; donc on pourra i
les exprimer au moyen de coefficients de l’éq. [1], et de cette 
manière on aura l’équation finale en y. Ce procédé d’élimination 
conduit en général à des calculs très-prolixes : mais il fait trouver 
l’équation finale avec toutes les racines qu’elle doit renfermer, et 
sans complication de racines étrangères,

349. Ce procédé a surtout l’avantage de conduire à un théo
rème général sur le degré de l'équation finale. Dans ce qui vient 
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d’être dit, la 1“ équation est du degré m, la 2“ est du degré n; 
et P, Q, etc., P’, Q’, etc., sont des fonctions quelconques de y : 
mais, pour le théorème dont il s’agit, ces fonctions doivent être, 
comme au n° 419, des polynômes tels que la somme des exposants 
de a; et de y soit au plus égale à m dans chaque terme de l’éq. [1], 
et au plus égale à n dans chaque terme de l’éq. [2]. Alors nous 
avons à examiner à quel degré y peut s’élever dans les fonctions 
symétriques qui composent le produit des équations [3].

Chaque terme de ce produit est lui-même le produit de m termes 
pris respectivement dans ces m équations, de sorte qu’en dési
gnant ces termes par Y«“, Y'i?, Y"c',.... le terme du produit sera 
YY'Y".... XtfM... Mais le produit des m équations étant symé
trique par rapport aux quantités u, b, c,.... on doit y trouver 
tous les termes de même forme qu’on peut faire avec ces quan
tités; par conséquent on est sûr qu’il renferme tous les termes 
représentés par

[4] YY'Y".... X S(aa6pc"....).

Il s’agit maintenant d’évaluer le degré de y dans celte expres
sion. D’après les suppositions, le degré de y est au plus égal à 
n — 'j. dans Y, kn— p dans Y', à n—y dans Y", etc.; donc, dans 
YY'Y"..., il sera au plus égal à mn— a — p — y... D’un autre côté, 
si on se reporte (555) aux relations d’oùsc tirent les sommes Sb Sj, 
Sa, etc., on voit que P étant au plus du 1er degré en y, Q du 2e, 
R du 3‘, etc., le degré de y dans ces sommes ne doit point sur
passer l’indice de S ; et semblablement, si on se reporte (554) aux 
formules qui expriment les fonctions doubles, triples, etc., on 
reconnaît encore que dans S(a’l»?c’....) le degré de y ne doit point 
surpasser a-j-p-j-y.... Donc, dans l’expression [4], le degré dey 
sera au plus égal à mn. La même chose peut sc dire de toutes les 
fonctions symétriques dont la somme compose le produit des m 
éq. [3] ; donc, enfin, X équation finale ne peut point être d’un degré 
supérieur à mn.

La démonstration semble exiger que l’éq. [1] renferme le terme 
xm. Mais on peut supposer qu’il y ait d’abord devant xn un coeffi
cient A, indépendant de y, et qu’on ait divisé toute l’équation 
par A. Alors, l’équation finale en y devant subsister quel que soit 
A, on pourra y faire A = 0, et il est clair que cette supposition ne 
saurait en élever le degrc. Du reste, il faut entendre le théorème
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en ce sens, que l’élimination entre deux équations générales, l’une 
du degré m et l’autre du degré n, doit donner une équation finale 
du degré mn ; mais que, dans des cas particuliers, ce degré peut 
devenir moindre.

Les deux éq. x — ym = o, xn-f-ayn4- by 4- c = 0, quoique très- 
simples, donneront véritablement une équation finale du degré 
wi»5 car, en substituant dans la 2e la valeur de x, tirée de la 1", 
il vient ymn 4*  aiJn + by 4~ c — 0.

Au contraire, en éliminant x entre les équations xn — ym — 0, 
■z;’* 4-«yu + by-\-c — O, on aurait une équation finale de degré 
moindre que mn, savoir : yn 4- ayn 4- by 4- c = 0.

550. En étendant le théorème à un nombre quelconque d’équa
tions, on aura le théorème général dû à Bezout, et dont on a déjà 
rapporté l’énoncé n° 455, savoir : que Si, entre des équations en 
nombre pareil à celui des inconnues, on élimine toutes les inconnues 
hors une, le degré de l’équation finale devra être tout au plus égal 
au produit des degrés de ces équations.

Avant Bezout , le théorème était connu pour deux équations ; et 
Cramer, dans un appendice de son Introduction à l’analyse des 
lignes courbes, en avait donné une démonstration fort simple 
qui, au fond, ne diffère point de celle que nous avons exposée. 11 
était à désirer que la démonstration fût étendue à tous les autres 
cas; et c’est ce qu’a fait Poisson dans un Mémoire imprimé dans 
le onzième cahier du Journal de l'École Polytechnique.

CHAPITRE XXII.
Resolution des équations générales du 3' et du 4' degre.

Résolution de l’équation du 3*  degré.

551. Je supposerai qu’on ait fait disparaître le second terme de 
l’équation du 3e degré, et, pour éviter les fractions, j’écrirai celte 
équation sous la forme

[1] a:’ -j- 3px -j- 2ÿ = 0.

Parmi les différentes manières de la résoudre, la plus simple 
consiste à former « priori une équation du troisième degré sans 
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second terme, laquelle admette une racine connue, mais exprimée 
avec des indéterminées, et à se servir ensuite de ces indéterminées 
pour rendre celte équation identique avec la proposée [1], Pour 
établir cette identité il faudra poser deux égalités, et par ce motif 
on emploiera deux indéterminées.

Soit fait x — a-\-b : le cube seraa:s = a34-634-3aà(a4-à); 
puis, en remplaçant a 4- b par x et transposant, on aura

[2] æ3 — Zabx — a3 — b3 —G,

équation qui admet la racine x = a-[-b, et qu’il faut rendre iden
tique avec l’éq. [1], En conséquence on posera

[3] ab = —p, a3-{-b3 =— 2q.

La première de ces égalités donne a3b3 ——p3. Ainsi, on con
naît la somme a3 4- b3 el le produit a3b3. Donc les valeurs de 
a3 et b3 sont racines d’une équation du 2' degré, dans laquelle le 
coefficient du second terme est égal à -j-2y, et le dernier terme 
égal à —p3; de sorte que celte équation sera, en appelant z l’in
connue ,

4- 27s —p3 = 0.

C’est elle qu’on nomme la réduite de l’équation [1].
Ses deux racines représentent les valeurs de a3 et b3 ; et d’ailleurs 

on peut indifféremment prendre l’une ou l’autre pour la valeur 
de a3, car cela revient à changer a en b et b en a dans la valeur 
x = a 4- b. Je prendrai a3 = — 7 4~+P’, ^3 — —(1—f/4”P*>  
et par suite il viendra

«= V—<7 4-vV4-p:i b = \i— q — y/q'+p3.
Chaque radical carré n’a ici qu’une seule valeur, mais chacun 

des radicaux cubiques en a trois. Si on pouvait satisfaire aux 
éq. [3] sans faire aucun choix entre ces valeurs, on pourrait aussi, 
par les mêmes valeurs, rendre l’éq. [1] idenlique à l’éq. [2]; et 
puisque a-\-b est racine de la seconde, on devrait satisfaire à la 
première en prenant

[4] Æ = V —<7 4-V/<7s4-P34-V—? —V/F4-p3-

Mais une remarque importante se présente d’elle-même ; c’est 
que chaque radical cubique ayant trois valeurs, il s’ensuit que 
l’expression ci-dessus en a neuf, tandis que l’éq. [1] ne doit avoir 
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que trois racines. Il faut donc expliquer d’où vient cette multipli
cité de valeurs, ct discerner parmi elles celles qui sont véritable
ment racines de l’équation [1],

A cet effet observons qu’à proprement parler, ce ne sont pas les 
éq. [3] qui ont été résolues pour avoir a et b, mais bien les équa
tions

[5],  a’ôs = —p\ «3-j-à3 =—2</.

Or, si on désigne par a et a2 les deux racines cubiques imaginaires 
de l’unité, lesquelles, comme on sait, sont le carré l’une de l’au
tre (551), il est clair que l’éq. asZ»’=—^’peut provenir également 
de l’élévation au cube de chacune de celles-ci :

aô =— p, ab ——ap, ab —— a-p.

De là il suit que les neuf valeurs renfermées dans la formule [4] 
doivent donner les racines des trois équations

[6] xi-\-‘ipx-\-’-lq—0, ajs4-3o7>x + 2// = 0, a?-]-3a2/J.z.-

On peut encore considérer ces neuf valeurs comme les racines 
de l’équation du 9' degré qu’on obtiendrait en multipliant entre 
elles les trois équations ci-dessus. Mais il sera plus simple, et cela 
revient au même, d’élever au cube l’une quelconque de ces équa
tions, après avoir transposé dans le 2' membre le terme qui con
tient p. De celte manière on trouvera sur-le-champ

(^ + 2ÿ)s = — 27p’x’.

Quant aux racines qui se rapportent spécialement à chacune des 
trois équations, ce qui précède donne le moyen de les distinguer : 
car, selon que le coefficient de x sera 3p ou 3ap ou 3a*p  ; il est 
clair qu’on ne devra ajouter que les valeurs de a et b pour les
quelles on a ab——p ou ab=—«p ou ab=—a-p.

I’ar cette règle, il sera facile de former les racines de la 
proposée æ34-3/m;-]-27=0, la seule dont nous ayons à nous 
occuper. Désignons par A une des valeurs du premier radical 
cubique, et par B une des valeurs du second, les valeurs de 
a ct b seront

« = A, «A, a’A; t> = B, «B, «*B.

De plus supposons, ce qui est permis, que A et B représentent des 
valeurs dont le produit soit —p. D’après ce qui vient d’être dit, 
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on ne devra ajouter que les valeurs, dont le produit est AB; donc, 
en se rappelant que a’ = l, il faudra prendre

x — A -j- B, x — «A -f- ®2B, x — a!A -j- aB ; 
cl d’ailleurs on sait (520) qu’on a

-l-H/=3 -1-V=3a=----------- , a*  =-----------------—--------------- .

Si on remplace A el B par les deux radicaux cubiques, cl «, a- 
par leurs valeurs, il viendra

x= v'— 7 + >/?’+ ?’+ \ — <7 — \/<7! + ?’>

.r — —V — 7 + \ 4-'. ~ ~~ V—7—\Z72 +F-

Æ — —1—-V- 3 y/_ f/ v/çîZ|_ pi 4- ' , ' ' ’ v — q — + p '-

Telles sont les racines de l’équation proposée : mais il faut avoir 
soin d’attacher aux deux radicaux cubiques le même sens restreint 
qu’à A el à B, sans quoi l’on pourrait trouver de fausses racines.

552. Pour discuter ces valeurs il sera plus commode d’y laisser 
subsister A el B au lieu des radicaux cubiques, et d’isoler ce qui 
multiplie \/—3. De celte manière, on a

æ = A -j- B,
A+BA-B— 

~ 2 + 2 V ’x

Je supposerai aussi, comme on le fait ordinairement, que les 
coefficients 3p el 2y représentent des quantités réelles. Alors 
1 éq. [1] étant de degré impair, a toujours une racine réelle, et il 
est permis de supposer que A et B sont les valeurs de « et b qui 
donnent cette racine; de sorte que A-|-B sera une quantité réelle. 
Cela posé, reportons-nous aux deux radicaux

« = V — 7 + V71 “HA b~ V— 7 — V7!-f -p'■
Sj ÿ3-j-p’>0, chacun d’eux a une valeur réelle; donc on.peut 

supposer A et B réels. Par suite A + B et A — B le seront aussi ; 
donc la première racine a;=A-{-B, est réelle, ct les deux autres 
sont imaginaires.

Si 72-j-?/ —0, on aura A=B, cl alors les trois racines sont
31 
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at = 2A, x —— A, x —— A. Elles sont toutes trois réelles, et les 
deux dernières sont égales entre elles.

Enlin soit <7s+^’<0, ce qui exige que p soit <0. Alors a et b 
n’ont plus de détermination réelle, et par suite les trois valeurs 
de x se trouvent compliquées d’imaginaires. Cependant on sait 
que l’une d’elles doit être réelle ; et même il est évident que les 
cas où les trois racines de l’éq. [1] sont réelles et inégales ne peu
vent se trouver que dans l’hypothèse actuelle ç’+^3<0. On au
rait donc tort d’affirmer que les valeurs de x sont imaginaires. Je 
vais prouver en effet qu’aucune d’elles ne l’est; et comme on peut 
toujours supposer que A et B sont des déterminations telles que 
A-|-B représente la racine réelle dont l’existence est démontrée, 
tout se réduit à faire voir que la partie |(A—B)\/^3, qui se trouve 
dans les deux autres valeurs de x, doit être réelle.

Par les seules règles du calcul on a (A — B)(A54- AB-f-B!) = 
A3 —B3 A3—B3

A3 — B3; donc A — B = A,_|_AB + Bi = (A_|_B)!_AB-

A cause, des valeurs de a? et de b3, on a A3—B3 = 2 v/7’4'P"; 
et, par la manière dont A et B ont été choisis, on a AB=—p-, 

9* q*  —L 4^3
donc, en faisant A + B = x', il vient A — B = 5 doncx'*+p

A-B./-; v/-3(</8+^)
2 v x" + p

Or, par hypothèse, on aÿ’4-p3<0; donc la quantité ci-dessus est 
réelle; donc les trois valeurs de x le sont aussi.

Il est démontré par là que, dans l’hypothèse 7î4-Jp’<0, les ima
ginaires qui affectent les trois valeurs de x doivent se détruire; par 
conséquent il semble que le calcul doive fournir les moyens de les 
faire disparaître. Cependant il n’en est point ainsi; et, à moins 
de recourir à des séries non terminées, l’algèbre ne peut point 
opérer cette réduction. C’est cette raison qui a fait donner le nom 
de cas irréductible à celui que nous examinons. Toutes les fois 
que l’équation tombera dans ce cas, les expressions générales des 
racines ne seront d’aucune utilité pour calculer les valeurs numé
riques de ces racines, et alors on pourra recourir aux procédés 
du chapitre XVIII. On trouvera aussi dans la Trigonométrie une 
solution fort simple de l’équation du 3e degré, non-seulement pour 
le cas irréductible, mais encore pour tous les autres.

LEÇONS d’algèbre. 483
335. Au reste, quand on connaît une racine réelle x', il est fa

cile d’avoir les deux autres racines. On le voit d’abord par la va
leur de A—B, trouvée ci-dessus; car au moyen de cette valeur on 
a évidemment

x' ■ ^—3^+#)x — x, X— , x- 2 x,î+p .

Mais on le voit aussi en divisant l’équation proposée par x—x'. 
Pour le faire plus commodément, on observe qu’on doit avoir 
x'3-}-3>px' + 2ÿ=0; par suite l'cq. [1] pourra s’écrire ainsi 
■z3 — x'34- 3/4# — #') = 0. Alors, en divisant par x—x', il vient 

x3 + xx' 4- x'3 + 3p = 0 ;
et de cette dernière équation on tire

# = —3(i#'!4-p).
Voici maintenant comment on reconnaît que ces valeurs s’ac

cordent avec les précédentes. Remarquons d’abord que

v/— 3(i#'*4-P) x'3-}-p
_ /— 3(f a?'6 4- f px"> 4- f p3x'3 4- y3) 

x^-^-p
D’un autre côté, la relation x'3-\-3px' 4- 1q = G donnera q3 — 
(| x'3 -f- |pa/)‘ = f x'3 %px'3 “p’a?'!; donc enfin

v/-3aa/’4-p) = y/-3(<7»4-p3) 
a?'24-p

Résolution de l’équation du 4*  degré.

«34. Après avoir fait disparaître le second terme, l’équation gé
nérale du 4e degré est

[1] x1 -|-pa?!4- qx 4-r=0.
Soit fait a:=a4-&4-c : en élevant au carré, il vient #’ = 

«*  +4- 2(a6 4- «c 4- bc), ou, en transposant, 
ot’ — (a‘ -]- 6*  -|- c*)  = 2(«6 -f- ac -J- 6c).

Élevant de nouveau au carré, on a x3 —-2 fa’4- 6*  -j-c!)x3 
4- (a’ 4- b’ 4- c’)’ = 4(a!&î + aV + 4~ 8a6c(a 4- 6 4- c) ; puis,
remplaçant «4" 6 + c P!H’ x et transposant, on obtient

x3 — 2(a! 4- b3 4- c^x3 — üabex -f- (a’ 4- 6‘ 4- c’)’
— 4(fl,614- a‘c*  4- 6V) = 0.
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Celle équation est sans second terme, et, parla manière même 

dont on l’a formée, on sait qu’elle admet pour racinex=a-\-b-\-c. 
Ainsi, on résoudra l’éq. [I] en déterminant a, b, c, par la condi
tion qu elle soit identique avec la précédente, ce qui donne 

_2(«s + ^ + c’)=P,
— Sabc — q,

or-|- b'- + c’)2 — 4(W 4- a-c1 + ÙV) = r.
Ces égalités font voir qu’en prenant a’, ô5, c*,  pour inconnues, 

ces trois quantités smd les racines d’une équation du 3' degré 
dont les coefficients sont

à*//  + «v- + 6V — ,

-«W=-£;

par conséquent cette équation du 3' degré est

” + + 16 “ 64[2]

telle est la réduite d’où dépend la résolution de l’équation [1].
Supposons qu’on ail déterminé les trois valeurs de s, et dési- 

gnons-les par s!, z", z", on aura

a = ±v/=/, b — ±\'Z", c—±^z".
Si on combine les signes de toutes les manières, on a huit valeurs 
pour «-|-6-|-cou x. Mais comme le dernier terme delà réduite [2] 
a été formé en élevant au carré l’éq. abc — — £q, il en résulte 
que ces valeurs renferment non-seulement les racines de la pro
posée, mais encore celles de l’équation qui en différerait par le 
signe de q.

En même temps on voit que pour avoir seulement les racines 
de la proposée, il faut n’ajouter que les valeurs de a, b, c, pour 
lesquelles on a abc =—£q, et dont le produit est par conséquent 
de signe contraire à q. Dans chaque cas particulier, il sera facile de 
déterminer pour les radicaux trois valeurs A, lî, C, qui remplis
sent cette condition; et ensuite, avec ces valeurs, on formera les 
quatre racines de la proposée, savoir:

x = -|-A-|-B + C, x = A — B — C,
x = —A-f-B —C, # = —A —B-f-C.
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Le plus souvent, an lieu de A , B, C, on met les trois radicaux 
v'V, -f-y7?', —v'ï"’; cl les valeurs de .r s’écrivent ainsi:

,r = + v/£+v/?_ v'£, ,T= + v/£-v/?4- v/£, 
â = -v#+v^+V?,

Mais alors il faut sous-entendre qu’en appliquant ces formules à 
des cas particuliers, on prendra pour ^z', y/z", y/z'", trois dé
terminations dont le produit soit de même signe que q. Cette ob
servation est importante : faute d’y avoir égard, on pourrait trouver 
de fausses racines.

ol55. La nature des racines de la réduite fera connaître la na
ture des racines de la proposée. Or la réduite, ayant son dernier 
terme négatif, a toujours une racine positive, et le produit des deux 
autres racines doit être positif; donc, si ces dernières ne sont pas 
imaginaires, elles seront toutes deux positives ou toutes deux né
gatives. Je laisse de côté les cas où l’on aurait q — 0, parce qu’alors 
la proposée se résout directement par le 2e degré. En conséquence, 
trois cas seulement sont à examiner.

1° Cas où les trois racines de la réduite sont positives. Alors 
les quatre valeurs de x sont évidemment réelles, et si l’on regarde 
les radicaux y/z', y/z", y/z'", comme représentant des détermi
nations positives, leur produit sera positif; donc les formules pré
cédentes seront spécialement applicables à l’hypothèse de </>0. 
Pour q<G, il faudrait changer le signe de l’un des radicaux.

2° Cas où la réduite a une racine positive z' et deux racines 
négatives ï.', z". Le radical v's' sera réel, mais les radicaux ç/F 
et ç/s"' seront imaginaires ; par suite, les quatre valeurs de x se
ront imaginaires aussi, à moins qu’on n’ait z"=z". Quand z"—z", 
l’une des deux quantités ^="4- V-'"et v/;"— v/='" deviendra zéro, 
et en supposant que ce soit la dernière , les valeurs de x seront 
simplement

x—\'z', x = y/z', x=-\z'-^2y z", æ = —

Les deux premières sont réelles puisque z' est positif, et les deux 
autres sont imaginaires puisque z" est négatif. D’ailleurs, comme 
dans la réduction on a supposé y/z" = ^'t on doit avoir ici 
v -4 de sorte que ce produit ne pourra avoir le
signe de q qu’eu choisissant pourç/s' un signe contraire à q.
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3° Cas où la réduite- a une racine positive z' et deux racines 

imaginaires z", z'". La racine positive z' étant connue, on pourra 
diviser la réduite par z—z', et l’on aura une équation du 2e degré 
qui donnera, pour z" et z'", des valeurs imaginaires de la forme 
z"—f-\-gy/—1, z'"=f—gy/—i. Donc, deux des valeurs de x 
renfermeront la somme 'J f-\- g y—1 + V/— g y/—1 ; et les deux 

autres renfermeront la différence y f + g —1 — f — 9 \—1 ■
Mais par des formules connues (265), on a 

>Jf+gy/^+^f-g^=iïf+2y/rT?, 

\Jf+g^-^-g^=^f-l̂ Tr+gi-, 

et il faut, ainsi qu’on l’a remarqué au numéro cité, associer les 
déterminations des deux radicaux \! f g —1 et V/'—gyj—ï de 
telle sorte que leur produit ait même signe que y T-2 4- 9*-  Suppo
sons donc qu’on prenne y//**-}-  positivement, on devra choisir 
pour y/z' une détermination de même signe que q. Avec cette 
attention les quatre valeurs de x pourront s’écrire ainsi:

x = — y/z' ± v/2/’+ 2 v1/’2 + i/8,
X = + y/z' ± <2 f— 2 v//,+ jz’.

Deux de ces valeurs sont réelles, les deux autres sont imaginaires.

Sur les expressions irrationnelles analogues à celles qu’on trouve dans la 
résolution des équations du 3’ degré.

51W. L’une de ces expressions est celle-ci yAzty/B:or, il 
arrive fréquemment que A et B sont des nombres rationnels, 
et alors on peut se proposer de réduire ces radicaux à des 
expressions plus simples, dans lesquelles il n’y ait plus de 
radicaux superposés. Cette question a déjà été résolue pour 
les radicaux carrés (406), et il s’agit maintenant d’atteindre 
à des cas plus élevés.

Je commencerai par le radical cubique y'A-f-y/B. On ne peut 
pas supposer pour cette racine une quantité de la forme y a-j-y'6: 
car on a

(y/a + V^)3 = a a + 3a y/~b -f- 3b y/a -f- b y/b 
= (a -j- 36) y/â -f- (3a 6) y/6, 
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résultat qui contient les radicaux y/a et y/6. Mais le calcul pré
cédent montre qu’on aurait un résultat de la forme A-j-y/B en 
élevant au cube a 4- y/6 et (a 4- y/~b) y'c. Je choisirai cette dernière 
expression, comme plus générale, et je poserai

[1] yA-}-y/B = (a4-y/6)y/c.

En élevant au cube, il vient d’abord A 4~ y/B = c (a34- 3a6) 
4-c(3a24-6)y/6; puis, en égalant les parties rationnelles entre 
elles, et les parties irrationnelles entre elles,

[2] A = c(a34-3a6), [3] y/B = c (3a‘4-6)y/6.
La question est donc de trouver pour a, b, c, des valeurs ration
nelles qui satisfassent à ces deux équations. Or, en élevant ces 
équations au carré et en les retranchant ensuite l’une de l’autre, 
on a

A*  — B = c*  (a6 — 3a‘6 -j- 3a262 — 6’) = c2 (a2 — 6)3 ; 
donc

C
Puisque a et 6 doivent être rationnels, il faudra prendre c de ma
nière que (A2— B)c soit un cube entier ou fractionnaire, ce qui est 
toujours possible. Alors, en nommant M le second membre ci- 
dessus, on aura a2—6=M, d’où 6=a’—M; et, en substituant 
celte valeur de 6 dans l’éq. [2], il viendra

[4] 4ca3 — 3Mca—A = 0.
Cette équation devra donner pour a au moins une valeur commen
surable, sans quoi la transformation [1] sera impossible.

3 ------------------— 3 ------------------------

Si, au lieu de v^ + vB, on avait à réduire yA—y/B, il suffi- 
rait de changer partout, dans ce qui précède, le signe de y/6.

% 3 --------------------- •

Pour exemple, soit l’expression yl4±y/200. 0nauraA=14, 
B=200, A2—B=—4; donc (A2—B)c =—4c; donc on aura le 
cube —8 en prenant c=2. Par suite M=—1,6=«24_i?et l’éq. [4] 
devient 8a’4-6a—14=0. On y satisfait parla valeur commen
surable a = l, ce qui donne 6=2. D’ailleurs on a déjà c=2; 
donc enfin

v 14 ± y/200 = (1 ± y/2) ^2.
y--------------------------—-----------

Soit encore l’expression y—11 ±2 y/—i. On fera passer 2 sous 
le radical carré, et l’on aura A=—u, B=—4., A2 — B = i25.
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Comme 125 est le cube de 5, il suffit de faire c— l. En conséquence, 
on a M=5, b=a-—5, el l’éq. [4] devient 4a3—15a-f-li — 0. 
Or, elle est satisfaite par a=l ; donc à =—4, el par suite

V—11 ±2/—1 — (1± ç/—4) ÿ'ï.

557. Considérons l’expression plus générale \ A=t \ B- Posons

[5] v'A±y/B = (a±v/â)v'c ;

La question est encore de déterminer des nombres rationnels 
pour a, b, c, si cela est possible.

En élevant à la puissance n et égalant séparément les parties 
rationnelles, il vient

[7] y/B = c[na"~* 4- ——g(W3 2} an-364-etc.]v/6.

On pourrait, comme pour le cas du radical cubique, élever ces 
deux égalités au carré et les retrancher l’une de l’autre : mais les 
réductions s’aperçoivent immédiatement en observant qu’on doit 
avoir en même temps

A 4- y/B — c (« + y/à)n, A — y B = c(a—y/à)",

et que par suite A’— B = c’(a 4- y/é)n (« — y/6)n=c’(a*  — 6)n, d’où 

c
Par là on voit qu’il faut choisir c de telle sorte que le second mem
bre ci-dessus soit rationnel. En le nommant M, on aura «* — &=M, 
d’où b = a*  — M; et, en substituant cette valeur de b dans [6], 
l’équation résultante en a devra avoir une ihcine commensurable 
toutes les fois que la transformation [5] sera possible.

558. Dans la résolution des équations du 3e degré, ce qui rend 
le cas irréductible si remarquable, c’est qu’alors, quoiqu’on soit 
assuré que les trois racines sont réelles , il est cependant impos
sible de faire disparaître les imaginaires autrement que par la voie 
des séries. Cette difficulté n’est point propre uniquement an 3'de
gré : elle se rencontre également dans la formule générale

[8] vA-j-By—1 4~ V A— By—1, 
sur laquelle je vais in arrêter un moment.
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A considérer cette expression dans toute sa généralité, on de

vrait combiner les n déterminations de la première partie avec les 
n déterminations de la seconde; de sorte qu’il y aurait en tout n*  
valeurs pour x. Mais elle se prend rarement dans un sens aussi 
étendu, et je vais préciser celui qu’on y attache ordinairement.

Comme les deux radicaux qui ont l’indice n représentent des 
racines d’équations binômes, leurs déterminations sont égales à 
des quantités de la forme /'-j-7 y/—ï^. De plus, il est manifeste 
qu’à chaque détermination du premier radical, il en correspond 
une du second, laquelle n’est différente que par le signe de y/—1. 
Or, on suppose que ces valeurs correspondantes sont celles qui 
doivent s’ajouter dans la formule [8], et avec cette restriction les 
valeurs de x sont toutes réelles et au nombre de n seulement.

Le produit de ces deux valeurs radicales, ainsi prises dans un 
même couple, est réel el positif. Or, pour le produit des deux ra
dicaux, on a en général

V A4-Bv/=ï X V A-By/=1 = VVTB2,

et le radical qui exprime ce produit ne peut avoir qu’une seule. 
valeur réelle et positive; donc, si on la représente par K3, on 
pourra encore caractériser les valeurs conjuguées, qui doivent 
être ajoutées dans la formule [8], par la condition que leur pro
duit soit égal à K5.

La formule [8] peut être regardée comme l’expression générale 
des racines d'une équation, dont le degré est marqué par le nombre 
des valeurs dont cette expression est susceptible; donc, suivant 
qu’elle sera prise dans sa plus grande extension ou avec la restric
tion dont on vient de parler, le degré de l’équation doit être ou 
n’ ou n.

559. Celte dernière remarque nous conduit à expliquer com
ment on forme une équation lorsqu’on connaît l’expression de sa 
racine. C’est-à-dire, qu'une expression donnée étant susceptible 
de prendre différentes valeurs, à raison du sens multiple des ra
dicaux qu elle confient, il faut trouver une équation débarrassée 
de radicaux, qui ait ces valeurs pour racines. Je prendrai pour 
exemple l’expression [8] elle-même.

Pour abréger, faisons

A 4- P>yz— 1 = n, A — B \ —1 — > 
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la question reviendra à éliminer y et z entre les trois équations
y z = x, yn = a, zn = b.

Mais ici l’élimination peut être dirigée d’après un procédé fort 
simple, analogue à celui qui a été employé pour les équations ré
ciproques. Par les règles de la multiplication, on a

(r + -”*)  (y + = y^ 4- zm+' + yz^y"-14- 2"1-*) .
Or, y z — x et gz — Ç ab ; donc, en faisant ÿab = c, il viendra

Au moyen de cette formule on exprimera, en fonction de x et de c, 
successivement toutes les quantités y2 4- s2, y3 4- z3, etc. Quand 011 
sera parvenu à y” -|- s“> on remplacera yn 4- zn par a 4- b, et alors 
on aura l’équalion cherchée, laquelle sera de degré n en x.

Cette équation contient c : or, on a c — '{/ab— ÿ'A2 4- B2 ; donc c 
est en général susceptible de n valeurs différentes. En mettant dans 
l’équation chacune de ces n valeurs à son tour, on aura n équa
tions, et par suite n x n ou n2 valeurs de x. C’ost en effet ce qui 
doit cire, d’après ce qui a été dit à la lin du numéro précédent. 
Si on voulait avoir une équation unique qui eût toutes ces valeurs 
pour racines, il resterait encore à éliminer c entre l'équation de 
degré n en x et l’équation cn = ab.

Mais si dans la formule [8] on ne veut associer que les valeurs 
radicales dont le produit est réel, alors ce sera uniquement cette 
valeur réelle qu’il faudra choisir pour c, et on n’aura plus qu’une 
seule équation, de degré n, pour déterminer toutes les valeurs de x.

CHAPITRE XX111.
NOTIONS GÉNÉRALES SUR LES SÉRIES.

Définitions. — Règles sur la convergence.

360. On appelle suite infinie, série infinie, ou simplement suite, 
série, une expression composée d’un nombre illimité de termes. 
La série est dite régulière, lorsqu’à partir d’un certain terme tous 
les suivants peuvent être formés d’après une même loi. On nomme 
terme général celui dont le rang dépend d’une indéterminée, et 
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qui deviendra tel ou tel terme de la série, selon la valeur parti
culière qu’on attribuera à cette indéterminée.

Les séries sont employées le plus souvent pour représenter des 
quantités dont elles font connaître la valeur avec approximation ; 
et cette approximation s’obtient en prenant dans la série un cer
tain nombre de termes consécutifs à partir du premier. Alors le 
reste de la série, c’est-à-dire l’ensemble des termes qu’on néglige, 
exprime l’erreur de l’approximation ; et, pour que la série atteigne 
le but qu’on se propose, il faut qu’en prenant un nombre de ter
mes assez considérable, cette erreur puisse être rendue aussi pe
tite qu’on voudra. Les séries qui remplissent celte condition sont 
appelées convergentes. Par opposition, les autres se nomment 
divergentes.

De la définition même il suit que si une série est convergente, 
il existe une certaine limite de laquelle on approchera autant qu’011 
voudra en prenant un nombre de termes très-considérable, el 
qu’on ne pourra atteindre qu’en supposant ce nombre égal à l'in
fini. Cette limite est la valeur complète ou la somme de la série.

Par exemple, soit la série

[1] a-\-ax -j-ax2 -J- ax3-/- etc.,

dans laquelle je supposerai, pour mieux fixer les idées, que x soit 
positif. Si on prend la somme Sn des n premiers termes, on aura

S„ = a(l 4- x -j- x2... 4- a?”-1) =
a

1 —x

CLXn
Soit x < 1 : plus n est grand, plus la quantité y—est petite ; el 

même on a reconnu (516) qu’on peut choisir n assez grand pour 
qu’elle soit aussi petite qu’on voudra. Donc, en prenant un nom
bre de termes de plus en plus grand, la somme S„ approche con

tinuellement de —— et peut en différer aussi peu qu’on voudra ;1 — x 1
donc la série [1] est convergente et a pour somme cette limite.

Mais si l’on a x >> 1, alors on voit immédiatement, sur la série 
elle-même, que les termes peuvent croître au delà de toute limite ; 
donc les sommes qu’on formerait en prenant successivement un 
terme, deux termes, trois termes, etc., peuvent croître aussi au 
delà de toute limite; donc la série est divergente.

561. Il ne faut pas croire qu’une série soit toujours convergente
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lorsque scs termes vont en convergeant vers zéro. Par exemple, 
on se tromperait si on considérait comme convergente la série

[2] 2H’J + ?--+^ + ;TTT+el<“

Pour rendre l'erreur évidente, remarquons d’abord que si, à partir 

d’un terme quelconque -, on ajoute entre eux les n termes sui- 

vanls, on aura une somme >|. En effet, cette somme est 

+ ’ et’ P"is(lue ,es lermes vonl en

décroissant, elle est visiblement>^x»oul
in 2

Cela posé, groupons les termes de la série comme ci-dessous : 

toutes les sommes entre parenthèses seront >| ; la série est donc 
composée d’une infinité de parties toutes >4; par conséquent la 
somme de ses termes n’a pas de limite.

362. Les séries convergentes étant les seules qu’on doive em
ployer dans l’analyse, il est important de reconnaître si une série 
remplit la condition de convergence établie dans la définition ; et, 
pour y parvenir, il existe quelques règles qu’on va expliquer.

Soit une série quelconque

[A] wp -f- -j- a3 -f- etc.,

que l’on suppose convergente. Désignons d’une manière générale 
par S„ la somme des n premiers termes, de sorte qu’on ait

S„ = î<0 4- W| 4- Ws . . . . 4“ W»-l ,
Sn+t — Un 4- «1 4- WS • • • • 4” W»-l 4“ Mn »
•'"+! = Wo 4“ 4“ • • • • 4“ Wn-1 4- Mn 4~ W"+l >
etc.

La définition de la convergence exige qu’en choisissant n suffi
samment grand, les sommes S„, Sn+1, Sn+,, etc., approchent au
tant qu’on voudra d’une certaine limite S. Il suit de là que les 
différences entre ces sommes pourront être rendues aussi petites 
qu’on voudra, en choisissant n suffisamment grand. Or, lesdiffé- 
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rences entre S„ el chacune des sommes suivantes sont respecti
vement

S„--  Wn, --  Un -j - ,
SM+;j — Sn —■ un 4~ un+t —|— wn+2, etc.,

donc, en ne faisant d’abord attention qu’à la différence S„+1—S„, 
on peut conclure qu’en prenant n suffisamment grand, tous les 
lermes à partir de un devront être aussi petits qu’on voudra.

Cette condition est simple et d’un usage facile, mais on a déjà 
remarqué qu’elle ne suffit pas (361) ; et comme ce qui vient d’clrc 
dit de la différence Sn+2 — S„ s’applique de la même manière aux 
différences Sn+2 —S„, Sn+3 —S„, etc., on peut conclure, comme 
conditions également nécessaires, que chacune des sommes 
«n 4-«n+i, Wn4~wn+i 4~wn-w, etc., considérée séparément, el quel 
que soit le nombre de ses termes, doit devenir aussi petite qu’on 
veut quand on prend pour n des nombres très-considérables. 
Avec ces nouvelles conditions, il est évident que la convergence 
est assurée : car alors, en choisissant n suffisamment grand, les 
sommes Sn, S„+l, etc., seront aussi peu différentes entre elles 
qu’on voudra, et par conséquent il existe une limite dont clics 
approcheront aussi près qu’on voudra.

365. Pour éclaircir ce qui précède, reprenons la série
[1] a-\-ax 4-«#’4-<w;34"ele.,

dont le terme général est ax". Considérons d’abord ce ternie iso
lément, puis ajoutons-lc au suivant, puis aux deux suivants, et 
ainsi de suite : on aura ces différentes expressions,

ax", ax" -j- ax"+' = UX ,
1 — x

ax" -j- ax"+' 4*  axn+î = 1---- —, etc.
1 1 —x

Quand x est <1, chacune d elles peut devenir aussi petite qu’on 
veut en prenant pour n un nombre suffisamment grand; donc, 
quand x est<l, les conditions de con\ergence sont remplies 
par la série [IJ.

Reprenons aussi la série numérique

Si on considère comme terme général celui qui a le dénominateur 
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n-j- 1, il est évident qu’en faisant n très-grand, il peut devenir 
aussi petit qu’on veut, ce qui est une condition nécessaire pour 
la convergence de la série. Mais il faut encore qu’en ajoutant à ce 
terme général un nombre quelconque de termes, la somme puisse 
devenir aussi petite qu’on voudra : or, c’est ce qui n’a pas lieu, car 

on a vu que la somme —— H i—«•••• est > ^.

564. Une remarque importante doit être faite ici, c’est que si 
dans la série [2] on élève tous les dénominateurs à une même 
puissance la nouvelle série deviendra convergente. Pour
le démontrer, désignons par S la somme des termes de celte nou
velle série, et écrivons-la comme il suit :

8m~r9”’"“ 15m^8m’

etc.
2 4 8

Par suite, il est clair qu’on doit avoir S< etc.,
2i û o

ou, sous une autre forme, **

** < 2m—1 2!m—* ""f” 2,m~3

La suite qui forme le 2e membre de cette inégalité doit être con
vergente, car c’est une progression géométrique décroissante, 
donc à plus forte raison la série S doit-elle être convergente.

Il est en général assez difficile de vérifier toutes les conditions 
de convergence : c’est pourquoi je placerai ici quelques théorèmes 
qui embrassent des cas assez nombreux, dans lesquels la conver
gence est certaine.

Quelques théorèmes sur la convergence. — Limite de l’erreur.

565. Théorème 1. Si dans une série
U = u0 -j- ut -J- us.... 4*  u„ -j- u„+1 etc.

tous les termes, à partir d’un certain rang, sont positifs, et si de 

très-grandes valeurs de n font converger le rapport r = -^-1 vers u„
une limite R : la série sera convergente lorsqu’on aura R < 1, et di
vergente lorsqu'on aura R> 1.

Si au delà d’un certain rang tous les termes étaient négatifs, le 
théorème s’appliquerait à la série —U.

Supposons d’abord R < 1, et choissons à volonté un nombre 
R' intermédiaire entre 1 et R. Puisque les très-grandes valeurs 
de n font converger r vers R, il s’ensuit qu’à partir d’un certain 
terme w„, qu’on prendra aussi éloigné qu’on voudra, les rapports 

Ï2i’, e|c pOurrûnt différer aussi peu qu’on voudra de
W„ Wn+l Un+l 

la limite R; par conséquent alors ils seront <R'. Donc on aura

S»+I<R®», Un+2 R Un-pi , CtC. J

et à plus forte raison,

^n+l R ttn , ^n4-S <'C R , ^n+3 R , CtC. .

ainsi w„+1, w„+2, wn+3, etc., sont des termes respectivement moin
dres que ceux de la progression géométrique R'«„ + Rsw„ etc. 
Or cette progression est convergente, puisque la raison R' est <1 
(n°563); donc, à plus forte raison, la série + «n+s + etc. 
sera convergente, el par conséquent la série U l’est aussi.

En second lieu, soit R>1, et choisissons encore à volonté R' 
entre 1 et R. On fera voir, comme plus haut, qu’on peut choisir 
u„ assez éloigné pour que les termes m„+1,w„+s, etc., soient res
pectivement plus grands que leurs correspondants de la suite 
géométrique R'wnR'*w„etc.  Or, R' étant >1, on peut ar
river dans cette suite à des termes aussi grands qu’on voudra ; 
donc, pour les très-grandes valeurs de n, les termes de la série U 
ne seront pas aussi peu différents de zéro qu’on voudra. Dès que 
cette condition vient à manquer, la convergence de la série esl 
impossible.
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Appliquons le théorème aux séries suivantes, dans lesquelles 

on suppose x positif:

Dans la première série, U', deux ternies consécutifs queleou-
<Z',<

<lues Sü,lt E aTs.TTn + 172.3....«(ro-j-1); d011C r = Or’ si 
on fait croître n indéfiniment, la limite de r est R = 0, donc, quel 
que soit x, la série U' est convergente.

Dans la série U", deux termes consécutifs quelconques sont
«Xn «X1 ?? «X
— 4----- r—; donc r~-——. Or, il est facile de voir qu’on an 1 n 4- 1 n -f-1 1

r== f j ‘__ L_\ x ■
H-j- 1 \ «4-1/ ’

donc, si on fait croître n indéfiniment, la limite de r est 11 — x-, 
donc, suivant qu’on aura x < 1 ou xj> 1, la série U' sera conver
gente ou divergente.

Enfin , considérons la série 17", dans laquelle m est un nombre 
donné. Le rapport r sera

{m—n)x _ 4-1 • /«4-t\
n-j-l \«4-t «4-1/ v n-H/

et l’on voit qu’à partir d’une valeur de n suffisamment grande, 
r sera toujours positif; de sorte que tous les termes de la série l'", 
à partir d’un certain rang, seront de même signe, comme l’exige 
l’énoncé du théorème. On voit aussi que la limite de r estR=x; 
donc, x étant positif, suivant qu’on aura #<1 ou>f, la série l 
sera convergente ou divergente.

366. Théorème II. Si, dans une série

t —-■ u0 4~ Ui 4“ ib*  • • ■ “V un 4“ etc.,
tous les termes sont positifs à partir d’un certain rang, et si, pour 
les très-grandes valeurs de n , la racine r = q'un converge vers une 
limite R, la série sera convergente ou divergente, suivant qu'on 
aura R < ! ou R> !•
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Si les termes au delà d’un certain rang étaient négatifs, le théo

rème s’appliquerait à la série — U.
Soit R<1, et prenons encore une quantité IV entre R et 1. 

D’après l’énoncé, on peut choisir n assez grand pour que les ra
cines y/un, " y/Wn+t, "’v'wn+s, etc. soient aussi approchées de R 
qu’on voudra, cl par conséquent toutes<IV : de sorte qu’on aura

Wn<R'”, «„+i<R"‘+’, wn±î<R'"+s, etc.

Donc les termes de la suite un -f- «n+1 4- etc. seront moindres que 
ceux de la progression géométrique IV’14*  R'n+14~ etc. Or, cette 
progression est convergente, à cause de IV<1; donc à fortiori 
la suite un 4- w„+1 4- etc. doit l’être; donc la série U l’est aussi.

Soit R>1. Si on prend encore IV entre 1 et R, alors R' sera 
une quantité moindre que R, et un raisonnement analogue au 
précédent prouvera que la série est divergente.

Scolie. Les deux théorèmes qu’on vient d’établir ne laissent d’in
certitude sur la convergence ou la divergence de la série ü que 
dans les cas où l’on aurait R= 1 ; et alors la question 11e sera pas 
toujours facile à décider. M. Cauchy, à qui j’ai emprunté les con
sidérations générales contenues dans ce chapitre, a donné, dans 
son Cours d'Analyse, imprimé en 1821, plusieurs propositions à 
l’aide desquelles on y réussit quelquefois. Le théor. VI (p. 501), 
que j’extrais du Journal de Mathématiques de M. Ijouville , offre 
un cas assez simple où la difficulté est résolue.

367. Théorème III. Soit une série LT = u0 -j- u( 4- u4 4- etc., 
décroissante, et soient 1, a, p, des nombres entiers croissant 
en progression géométrique : si, dans la série U, l’on prend 
les termes u0, u«_i, u>_i, etc., et qu’on forme la nouvelle série 
Ui = u0 4-«u«_4 4*  4~ 7U,-,-j-etc., les deux séries V. et U( se
ront toujours convergentes ensemble et divergentes ensemble.

Puisque les termes de la série U vont en décroissant, on a évi
demment

«0 4- + «s...........4- ««-» < («—1)«O,
««-1 4~ 4" Wa+l.. ■ 4“ < (?--  ^«a-1 ,

4- 4- ’bj+i... 4“ «t-»<(Y — <

Or, la somme des premiers membres de ces inégalités n est autre 
que la série U; donc U<(a—l)w04-(p—a)w«_i4-("—W“s-i + etc.

32
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Mais les nombres 1, a, p, y,... formant une progression géo
métrique, on a p—a=a2—a=a(a—1), y—p=ap—8=p(a—1), etc.; 
donc U<(a—l)[«o+aw«-i+pwp-i+etc.]; donc ü<(«—l)üf.

Si on suppose la série Ui convergente, il est clair qu’en mul
tipliant tous ses termes par a — 1, elle ne cesse point d’être con
vergente; donc alors la valeur de la série U sera inférieure à celle 
d’une série convergente; donc, à plus forte raison, cette série U 
devra elle-même être regardée comme convergente.

Reprenons la série U : en y groupant les termes convenable
ment, on a évidemment

4- «2 + «3..................+ M«-l >(«-------  1 )««-l ,

w« 4- ua+t 4~ W«H-2 . . • 4-Wf-iXP —
4- ws+i 4~ «h-2 • - ■ 4"w-.—t Xt — P)wt-i >

donc U > 4- (a — l)Ma_, 4- (P — 4- (y — p)«r_i -}- etc.
On a déjà observé que p—«=«(«—1), y—p=p(a—1). Observons

(a --  1)en outre qu on a > —-— w0 : alors on pourra écrire U >
a_ I
------  Wa 4- (a —• + <*(<*  — 4- P(“ — 4“ etc. , oc a _  J
ou bien, U>—-— [w0 4- -f- 4- y«T_, 4- etc.] ;

donc Ü>^=^ÜI.
a

Or, si la série Ut est divergente, elle le sera encore après qu’on 

aura multiplié tous ses termes par------ ; donc à plus forte raison

la série U sera-t-elle divergente aussi. Donc enfin, la série U est 
convergente ou divergente en même temps que U«.

Pour exemple, soit ü=l-|-A-|_|.-|_^.-|_^.4_etc. Prenons

la progression géométrique croissante " 1 : 2 : 4 : 8 :...... , et ser
vons-nous-en pour composer la série Ut, conformément au

9 A Q
théorème. Il viendra U> — 1 4- — 4- — 4- 4- etc., ou, en sim

plifiant, Ut = 14-114- 4-giï4-etc.

Cette suite n’est autre qu’une progression géométrique dont la 
raison estl=i- Or, s* I on prend w<l ou =1, cette progression
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est évidemment divergente; donc la série U le sera aussi. Mais si 
l’on prend la progression est décroissante; donc alors la
série U sera convergente.

1568. Théorème IV. Lorsqu'une série

U = u„ 4- lit u» 4- etc.

est entremêlée de termes positifs et négatifs, et qu’en les prenant 
tous positivement la nouvelle série est convergente, on peut affirmer 
que la série U l’est aussi.

Soit R l’ensemble des termes positifs contenus dans la série U 
à partir du terme quelconque un, et soit —R’ celle des termes né
gatifs , de sorte qu’on ait R — R' = «„ 4- Wfl+14- etc.

Puisqu’on doit avoir une série convergente en prenant positi
vement tous les termes de U, il s’ensuit qu’on peut choisir n assez 
grand pour que R 4- R' soit une quantité aussi petite qu’on voudra ; 
donc, à plus forte raison, il en sera ainsi deR — R'; donc la série 
U est convergente.

Pour donner des exemples, reportons-nous aux séries L”, U", 
U'", du n° 56B. On y supposait x positif afin que tous les termes, 
à partir d’un certain rang, fussent positifs; et alors on a reconnu 
entre quelles limites il fallait renfermer x pour que ces séries fus
sent convergentes. Donc, d’après le théorème qui vient d’ètre dé
montré, elles ne cesseront pas d’être convergentes si on donne à x 
des valeurs renfermées entre les mêmes limites prises négative
ment. Ainsi la série U' sera convergente pour toutes les valeurs de 
x, tant positives que négatives; la série U" le sera pour toutes les 
valeurs entre 4-1 et —1 ; et enfin la série U'" le sera aussi pour les 
valeurs entre -f-l et—1.

Scolie. Il 11e faudrait pas renverser le théorème IV, et conclure 
que si une série entremêlée de signes 4*  et — est convergente, il 
en sera de même si on prend tous ses termes positivement. La 
série V du numéro suivant en sera une preuve.

R69. Théorème V. Une série est convergente lorsque ses termes, à 
partir d’un certain rang, ont des signes alternatifs, et qu’ils vont 
en diminuant de telle sorte que zéro soit la limite de leur décrois
sement.

Désignons par ± a l’un quelconque des termes décroissants don l 
les signes sont alternatifs, et les suivantspar^:&±czpelc. Si on 
prend la somme des termes qui précèdent « pour valeur appro-



500 LEÇONS D ALGEBRE.

chéé de la série, l’erreur sera etc. ; et cette
erreur, que je nommerai p, pourra s’écrire sous ces deux formes

P = ± [(« — Z>) -j- (c — d) -f- etc.], 
p = ± [a —(ô — c) — (d — e) — etc].

Puisque les termes a, b, etc., vont en décroissant, toutes les 
quantités entre parenthèses sont positives : donc, par la première 
forme, on voit que p esl de même signe que ±a; et, par la se
conde, que la valeur numérique de p est <a. Or, en prenant le 
terme a assez éloigné, il sera aussi petit qu’on voudra; donc, à 
plus forte raison, il en sera ainsi de p; donc la série donnée est 
convergente.

Par exemple, considérons la série V = 1—+ ÿ — 4 + etc. 

ou reconnaît sur-le-champ qu’elle remplit les conditions du théo
rème. Donc elle est convergente ; el en l’arrêtant à un terme quel
conque, à | par exemple, l’erreur sera en moins et <

Les théorèmes 1 cl II n’apprendraient rien à l’égard de celle 
série, car ils exigent que les termes, à partir d’un certain rang, 
soient tous de même signe. Les théorèmes Ifl et IV n’appren
draient rien non plus.

1570. Lorsqu’une série est convergente, et que, pour avoir une 
valeur approchée de la série entière, on fait la somme d’un cer
tain nombre de termes, il est important d’obtenir une limite de 
l’erreur. Quand la série tombe dans le cas du théorème V, on vient 
de voir que l’erreur est toujours moindre que le premier terme de 
ceux qu’on néglige. Mais la seule règle générale qu’on puisse in
diquer pour obtenir celte limite, c’est de comparer, ainsi qu’on l'a 
fait dans les théorèmes I et II, la série avec une progression géo
métrique décroissante; et, quand onaurareconnu qu’en s’arrêtant 
à un certain terme, les termes suivants de la série diminuent plus 
rapidement que les termes correspondants de la progression géo
métrique, on sera certain que l’erreur est inférieure à la somme des 
lermes de la progression.

Par exemple, soit L” = 1 4- ' 4- 4- î2~X~77i + elt~'
Dans cette série le terme en x" 11 se forme en multipliant le 
précédent par x et en le divisant par n-j-l- Soit n UI1 nombre 
tel qu’on ait #<«4-1 : on sera sûr que les termes de la suite
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1 -2 « " i 2 n{n +1~) CtC’ tl6croî,rünl Pl,ls rapidement que 
ceux d’une progression géométrique dont le premier terme se

rait le même que dans cette suite, et dont la raison serait ———.1 ra-f-1
Donc, si on prend dans la série U’ le terme en x"~l pour le der
nier, l’erreur ? sera moindre que la somme de celle progression, 

et l’on aura (n-|-l)a;“
1.2...n(«4* 1 — x)'

>»71. Théorème VL Soit une série décroissante

IJ — n, 4*  Ui 4~ ds... 4~ un 4~ u„+i 4- etc.,

dans laquelle, pour les très-grandes valeurs de n, le rapport 

r = converge vers l’unité ; mettez ce rapport sous la forme
U«

r = £-4?^’ a étant une quantité positive gui, pour les très-grandes 

valeurs de n, coMerge vers zéro ; puis formez la limite R du pro
duit lia. La série U sera convergente ou divergente, selon qu’on 
aura II >1 ou R<1.

1° Soit R ou lim. n-i — k, k étant > 1. Désignons par m une 
quantité déterminée comprise entre 1 et k, et par conséquent >1 : 
je vais faire voir qu’à partir d'une certaine valeur de n jusqu’à 
l’infini, 011 devra avoir

[1] +

Il sera démontré plus tard, n° 579, que la formule du binôme 
est applicable à un exposant quelconque : par conséquent on a 

(14--) = ’ + ~ 4-etc.;et,pourquel mégalitépre-

'j/l __ 11
cédente ait lieu, il suffira qu’on ait a>—i----—■ .2 4- etc., ou

n 1 . 2n!

Lorsqu’on fait croître n jusqu’à l’infini, le premier membre na, par 
hypothèse, a pour limite Z, tandis que le second membre a évi
demment pour limite »i. Orrai est une quantité < k', donc, à partir 
d’une certaine valeur de «, l’inégalité ci-dessus ne peut pas man
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quer d’avoir lieu; donc aussi, à partir de cette valeur, on aura 
l’inégalité [1]. De celte dernière on tire

1
l + “

Mais, si on considère la série

ou

Uf = 1 -j- âü H- Ôm • • • H-----m 4 7----- i—ïxm *4 “ ®tC. ,
1 2m 1 3” 1 nm 1 (n -|- 1)

le rapport du terme général au précédent y sera y—1 , et par
(*+;)  

conséquent plus grand que dans la série U. Or, par ce qui a été 
dit à la lin du n° 367, la série Ui est convergente puisque m sur
passe l’unité; donc à plus forte raison la série U devra l’être : 
c’est ce qu’il s’agissait de démontrer.

2° Soit R ou lim. na = A, k étant <1. Prenons une quantité m 
comprise entre 1 et k, et par suite <1 :je vais démontrer qu’au 
delà d’une certaine valeur de n l’on aura constamment

En effet, si on développe la puissance m du binôme, il suffira qu’on 
.. rn , m(m— 1) .. . m{m — 1) .ait <x<——, , , -4-etc., ou bien, n«<»i4----———-4-etc.n ' 1.2/r 1.2»

Or cette inégalité est évidente, lorsque n augmente au delà d’une 
certaine grandeur : car le second membre a pour limite m, tandis 
que le premier a pour limite k <i m. Ainsi, à partir d’une certaine 
valeur de n, on aura toujours l’inégalité [2], laquelle donne

De là on conclut aisément que r finit par être constamment su
périeur au rapport des termes correspondants de la série üt. Or, 
dans le cas actuel, la série Ui est divergente, puisqu’on suppose 
tn < 1 ; donc à plus forte raison la série U devra-t-elle l’être.

Donc enfin, la série U est convergente ou divergente selon qu’on 
a R>1 ou R < 1-

Le rapport désigné par r dans l’énoncé a 1 pour limite; par 
conséquent la série qu’on y considère se trouve dans un cas où le 
tbéor. 1 ne peut rien apprendre sur la convergence de cette série.
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Exemple. Soit la série U = + +. 14- etc.

Dans ce cas les termes un et un+i sont

1.2.5.. .(2n—1)^ 1
2.4.6.. . 2n X2n + 1’

1.3.5.. .(2n—l)(2n4-l) 1
2.4.6.. . 2n(2n-|-2) X2»4-3: 

(2n + l)*  , . •; donc lim. r= 1, ce quipar conséquent on a r = (2w+2)(2w + 3)

n’apprend rien sur la convergence de la série. Mais appliquons le 
tbéor. VI, et pour cela posons

(2»4-l)’1
1 + a — (2n + 2)(2n-f-3)’

Il viendra

6n-j-5
(2n-f-l)”a = (2» 4-1)’

_ 6»*  + 5n  6 n
n“~(2»4-i)’-(2 + iy;

donc lim. ni ou R = Cette limite étant >1, on conclut que la 
série est convergente.

1 13 135Autre exemple. Soit encore . IJ = 1 4- - 4- 4- 4- -44 4- etc.2 2.4 2.4.6

Pour cette série, le rapport r est r — , et la limite de r est

encore l’unité. Mais ici on a

“-2ÏÏTÎ’ na-2»+l“2 , 1;
' n

donc lim. m ou R = ; donc la série est divergente.
372. Je terminerai ce que j’ai à dire sur la convergence des 

séries par une observation qui est duc à M. Dirichlet, et que 
j’extrais des leçons faites par M. Lioüville à l’École Polytech
nique. Elle a pour objet de faire remarquer une différence essen
tielle qui existe entre les séries qui ne doivent leur convergence 
qu’à la grandeur absolue des termes dont elles se composent, et 
celles qui, au contraire, perdraient leur convergence si on pre
nait positivement les termes négatifs qui peuvent s’y trouver. Les 
séries de la première sorte, quand on y intervertit d’une manière 
quelconque l’ordre des termes, restent toujours convergentes et 
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conservent la même valeur; tandis que les séries de la seconde 
sorte, après de tels déplacements, peuvent prendre des valeurs 
différentes, et même cesser tout à fait d’être convergentes. C’est 
ce que nous allons éclaircir.

En premier lieu, considérons une série de la 1" espèce,

U = v0 4- w, -f- etc.

Représentons par S„ la somme des n premiers termes, par R la 
somme de tous les termes positifs qui viennent à la suite dans Je 
reste de la série, et par — R' la somme de Ions les termes néga
tifs : on aura évidemment

U = S„ + R —R'.

Comme on admet que la série serait convergente même en prenant 
tous ses termes positivement, il s’ensuit qu’en choisissant n suf
fisamment grand, la somme R 4- R' sera aussi petite qu’on vou
dra; donc, à plus forte raison, en sera-t-il ainsi de R et R'.

Maintenant, imaginons qu’on change d’unemanière quelconque 
l’ordre des termes de la série U. Après ce changement, on peut 
toujours concevoir qu’on prenne, dans la nouvelle série, à partir 
du 1er terme, un nombre m des termes assez grand pour que tous 
ceux de S„ s’y trouvent compris : ce nombre m sera en général 
> n ; il pourra aussi être égal à n, mais jamais moindre.

Nommons la somme de ces m termes. Outre les termes de 
S„, celte somme pourra contenir des termes positifs et des termes 
négatifs, qui d’abord faisaient partie de R et de —R'; de sorte 
qu’en désignant par r la somme des uns et par — r' celle des au
tres, on aura

. —‘m  4“ 1 1 •

En faisant croître n et m jusqu’à l’infini, R el R’ doivent devenir 
zéro; donc, à plus forte raison, il en sera ainsi de r etr'. Donc S„ 
et ont la même limite : c’est-à-dire que la deuxième série est 
convergente aussi, et a même valeur que la première.

En second lieu, supposons que la présence du signe —, devant 
certains termes, soit nécessaire à la convergence; de telle sorte 
qu’en prenant ces termes positivement la série ne serait plus con
vergente. Alors la conclusion ci-dessus cesse d’être légitime : car 
les sommes représentées par R et R'n’ayant plus zéro pour limite, 
on ne peut plus affirmer que r et r' auront zéro pour limite.

Il sera bon de montrer sur un [exemple que le déplacement des 
termes négatifs peut véritablement changer la valeur de la série , 
quand elle reste convergente, el même, dans certains cas, lui 
ôter sa convergence. A cet effet, reprenons, p. 500, la série 

qui est convergente à cause des signes alternatifs, et qui cesse de 
l’être quand on y remplace les signes — par 4-- Changeons-y 
l’ordre des termes négatifs, de telle sorte que chacun d’eux vienne 
après deux termes positifs ; el en conséquence écrivons

Pour plus de clarté, ajoutons les fractions entre parenthèses : on 
aura

_4 1 | 12 1 8n —4 1 ,
3 2"’ 35 4’”+(4«—3j(4zi—1) 2M-l_etC’

Dans cette manière de grouper les termes, la série V, est encore 
convergente et a une valeur >V. En effet, quelque éloigné que 

soit le terme — —, auquel on s’arrête dans l’une et dans l’autre, 

si l’on représente par N et Ni les deux sommes, il est facile de 
voir qu’on a

N — N — 1 j_ 1 4___ !_
1 1 2n4-i 2n4“3 ' —1

Ici, les termes du 2' membre vont en décroissant et sont en nom-
72- n

bre n; donc on a .Ni—4 i donc, à plus 

forte raison Ni — N<|et>^. Ainsi, puisque la série V est 

convergente, la série V, doit l’être aussi, et la série V, surpasse Y 
d une différence comprise entre | el 1.

J’ai dit aussi que la convergence de la série pouvait disparaître : 
pour cela il suffira de distribuer les termes positifs par groupes 
tels que chacun fasse une somme plus grande qu'une quantité dé
terminée; el ce résultat peut se produire de diverses manières. 
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Par exemple, on peut remarquer qu’en partant d’un terme positif 

quelconque, -f- -, si l’on en prend un nombre n à la suite comme
72-

ci-dessous, on aura

Ici le dernier terme=-—-, et la somme est évidemment > n
3n=2’

et par conséquent > i. 
O

Cela posé, après avoir pris dans V, les termes 1 — £4- |—f, 
groupons en un seul les 5 termes positifs i 4~ I ••• 4-ré', groupons 
aussi en un seul les 15 termes 4s4“47---4“ kï, et ainsi de suite. 
Pour abréger, représentons ces différentes sommes par a, b, c,...; 
et, au lieu de V, écrivons la série

V , 1 I 1 1 I 1 l , 1 ,
V‘=1-2 + 3“4 + a-6 + Ô-8+etC-

La remarque faite plus haut prouve que toutes les sommes a, b, 
c,... sont >|. Dès lors la convergence n’existe plus; car il est 
évident que les parties a — j, b — etc., sont en nombre infini, 
et toute?

Les explications.que je viens de donner, d’après M. Liouville, 
montrent combien il y a peu de sûreté à employer les séries qui, 
sans le signe — dont une partie des termes est affectée, ne se
raient point convergentes.

Sur les développements en séries. — Méthode des coefficients indéterminés. 
— Retour des suites.

i>75. Les séries se présentent d’elles-mèmes dans les opéra
tions de l’algèbre. Par exemple, supposons qu’on fasse une divi
sion de polynômes dans laquelle le dividende ne soit par un pro
duit exact du diviseur, ou bien qu’on ait à extraire la racine d’un 
polynôme qui ne soit pas une puissance exacte de même ordre que 
la racine; dans ces deux cas, les opérations successives se prolon
geront indéfiniment, et l’on engendrera une série.

Lorsque des opérations ont pour objet de transformer une 
expression en une autre qui lui soit égale, si, au lieu d’un nombre 
limité de termes, on trouve une série, on regarde ordinairement 
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cette série comme équivalente à la première expression. Mais à 
ce sujet quelques observations importantes doivent être faites, et, 
pour être mieux compris, je choisirai un exemple fort simple.

Soit la fraction —-—; si on effectue, par les règles connues, la 1 ~ «27

division de 1 par 1 —x; le calcul sera comme ci-dessous :
1 I 1 — x_________

4-a: | 1 -f-x-j-xï etc.
4- x*
4-a;’ 
etc.

Par la nature même de l’opération, on reconnaît que le quo
tient ne s’arrêtera pas, et qu’on aura une série régulière dont 
chaque terme est le produit du précédent par x. Si on la termine 
à une certaine puissance de x, à x*  par exemple, le reste corres
pondant sera a?3; et il faudra ajouter au quotient, pour le coin- 

pléter, la fraction t __-y Ainsi, on a exactement

1 -r3
= 14- x 4- x14- ——.1 —x 1 1 '1 —x

Mais une erreur assez commune, c’est de croire qu’en regar
dant la suite des termes du quotient comme prolongée à l’infini, 
elle devra toujours représenter, quel que soit x, la valeur exacte 
du quotient; de sorte qu’on aurait

[1] —1— = 1 -j- x -j- x*  -j- etc.
1 — x

Cette égalité est incontestable quand on attribue à x des valeurs 
<1 : car alors le second membre est la somme des termes d’une 
progression géométrique décroissante, et, d’après la règle (51 G), 
celte somme est en effet égale au quotient de 1 par 1 — x.

Mais, quand on attribue à x des valeurs > 1, l égalité cesse d’être 

vraie. Ainsi, qu’on fasse x=2, elle devient = i-j-2+44-etc., 

et il y a absurdité évidente : car le premier membre est égal 
à —1, et le deuxième est égal à l’infini.

Il est facile d’expliquer comment il se fait que l’égalité [1] soit 
vraie ou fausse, selon que x est moindre ou plus grand que 1. On 
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a déjà observé qu’en arrêtant le quotient à une certaine puissance 
de x, il faut ajouter une fraction au quotient pour le compléter. 
Désignons par xn le terme auquel on s’arrête, le reste de la divi
sion sera x’,+1, et l’on aura, sans aucune erreur,

1 .1 I S I n I a;"+‘-------= 1 -j- x 4- x-.... -j- xn 4- ------- •• 1—x 1 1 11—x

Si on veut prolonger indéfiniment la suite des termes du quotient, 
il faut faire n — ce ; et cette hypothèse doit être faite aussi bien dans 
la partie fractionnaire que dans la partie entière. Or, la partie 
fractionnaire devient alors zéro si x<l, ct —oo si x>l : donc 
on peut la supprimer dans le premier cas, mais non danslesecond.

En général une fonction ne peut être remplacée par une série 
que dans les cas où celte série lui est parfaitement équivalente; 
ct, pour que cela soit, il faut, comme condition essentielle, qu’eu 
arrêtant la série à un terme quelconque, le reste de la série de
vienne zéro lorsque le nombre des termes qui précèdent ce reste 
est infini. Or, cette condition est toujours remplie par les séries 
convergentes; et pour cette raison elles sont les seules qu’on doive 
admettre dans le calcul.

374. Il existe, pour développer les fonctions en séries, une 
méthode dite des coefficients indéterminés, que je vais exposer en 
peu de mots. Afin de mieux fixer les idées, supposons, ce qui esl 
le cas le plus ordinaire, qu'il s’agisse d’une fonction F (x) dont les 
valeurs sont réelles ct varient d’une manière continue, pour des 
valeurs très-petites de x à partir de x = 0. On demande de déve
lopper cette fonction en série ordonnée suivant les puissances 
ascendantes, positives et entières de x. On fera

[2] F(x) = A 4- Bx 4- Cx’ -j- Dx5 + etc. ;

el A, B, C,.... seront des coefficients indéterminés qui ne doivent 
point contenir x, el dont il faut trouver les valeurs.

A cet effet, on choisira uïie propriété de la fonction ¥(x) qui 
soit d’une vérification facile, el en cherchant à opérer cette vérifi
cation avec la série, on arrivera à une égalité telle que

[3] P + Qx 4-R^*  + Sx’ -j- etc. = 0, •

dans laquelle P, 0, R,.... sont des expressions indépendantes de 
x, mais composées avec les coefficients A, B, C,.... Or, celte éga
lité devant subsister sans qu’on assigne à x de valeur particulière, 
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il faudra que les multiplicateurs des différentes puissances de x 
deviennent nuis ; donc on devra avoir

[4] P=0, 0 = 0, 11 = 0, etc.,

et on se servira de ces équations pour trouver les coefficients A, 
B, C,.... Si elles en laissent quelques-uns d’inconnus, il faudra 
remonter à l’équation [2] et les déterminer d’après les propriétés 
particulières de la fonction que l’on considère.

Dans le chapitre suivant je donnerai des applications de cette 
méthode; mais je dois présenter ici quelques observations qui me 
semblent indispensables.

373. Premièrement, dans l égalité [2] il faut que le second 
membre représente la valeur du premier. Si cela n’est pas possible 
en attribuant à x une valeur quelconque, on veut au moins que 
l’égalité ait lieu pour les petites valeurs de x, et cela exige que la 
série soit convergente pour ces petites valeurs. Or, il est très-rare 
qu’on puisse démontrer à priori la possibilité d’exprimer une 
fonction par une série de cette espèce, même lorsqu’on la res
treint aux petites valeurs de x. Ainsi, à parler rigoureusement, 
l égalité [2] doit être regardée comme purement hypothétique, el 
à la fin du calcul, après avoir trouvé A, B, C...., il sera nécessaire 
de vérifier si, pour les petites valeurs de x, elle est véritablement 
convergente ct égale à la fonction que l’on considère.

Les auteurs n’ont peut-être pas assez insisté sur la nécessité de 
celte vérification. Communément on croit que les calculs par les
quels on cherche des inconnues ne doivent jamais manquer de 
mettre à découvert les fausses suppositions qu’on y aurait intro
duites; ct, s’il en était ainsi, la vérification serait superflue. Mais 
on pourrait citer des exemples où des erreurs de supposition res
teraient inaperçues par celle voie. Les bornes de cet ouvrage ne 
me permettent pas de m’étendre davantage sur ce sujet.

376. J’ai dit que l’éq. [3] devait avoir lieu sans attribuer à x 
de valeur particulière. Pour bien entendre ceci, il faut observer 
que si on borne, comme nous l avons fait, l égalité [2] aux pe
tites valeurs de x, il en doit être de même de l’équation [3] : c’est- 
à-dire que la série P-j- Qx-|-ctc., doit être convergente et égale à 
zéro, pour toutes les valeurs de x à partir de x=0 jusqu’à une 
certaine limite, qui peut être très-petite. Or, cela suffit pour con
clure qu’on doit avoir les éq. [4J.
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En effet, si on prend a? = 0, la série P 4*  0# + c^c- > doit se ré
duire à P, et par conséquent l’équation [3] donne P=0. Suppri
mons dans cette équation le terme P qui est zéro, et divisons-la 
par x, on obtient celle-ci Q-|- Ræ-]-etc.=0, laquelle doit encore 
subsister pour les valeurs très-petites de x. Donc on pourra en 
conclure semblablement Q = 0; et ainsi de suite.

377. Une môme fonction F(«) ne peut avoir qu’un seul déve
loppement en série convergente de la forme A 4-Ba? 4-etc. : car 
si on en trouvait deux, ils devraient être égaux entre eux, et dès 
lors on devrait avoir une équation de la forme

[5] A + Bx + Cxs 4- etc. = A' 4- B'x + C'x*  + etc.
En transposant tout dans un seul membre, cette équation devient 
(A—A')+(B—B')a;-f-etc.=O; et, par le numéro précédent, on en 
conclut A—A'=0, B—B'=0,... ou A=A', B=B',.... On peut en
core dire, en d’autres termes, que deux séries convergentes, or
données suivant les puissances ascendantes et entières d’une 
variable x, ne sauraient être égales sans être identiques.

378. L’emploi des coefficients indéterminés s’offre de lui-même 
dans le problème du retour des suites. Alors on suppose qu’une 
quantité y, dépendant d’une variable a?, est exprimée par une 
série en x, et l’on veut en déduire la valeur de x exprimée par 
une série en y. Soient

y = A -4- Bx-f- Ca?24* etc., x = a~l~ by-}-cy‘-j-etc.,
A, B, C,.... étant des quantités données, et a, b, c,.... des indé
terminées. Dans la première égalité on remplacera x par la série 
«4-6?/4-etc.; ou, bien, dans la seconde, y par la série A-f-B^-f-etc. : 
on arrivera ainsi à une égalité telle que [3] ou [5], d’où l’on déduira 
différentes équations qui serviront à déterminera, b, c,....

Je terminerai ici les généralités relatives aux séries. J’en ai 
dit assez pour montrer combien de précautions doivent être 
prises pour les employer avec sûreté. Aussi a-t-on soin, surtout 
dans les éléments, de ne traiter par cette voie que les questions 
dont la solution serait impossible ou trop difficile par d’autres 
procédés.

CHAPITRE XXIV.
BINOME POUR TOUS LES CAS. — SÉRIES EXPONENTIELLES ET LOGA

RITHMIQUES. — SÉRIES RÉCURRENTES.

Formule du binôme pour un exposant quelconque.

379. Si on fait, comme au n" 211, les premières puissances de 
a-^-x au moyen de la multiplication, on reconnaît facilement que 
pour un exposant entier positif quelconque les deux premiers 
termes du développement de (a4-a?)m sont am 4- mam~ix, et que 
les autres sont de la forme A«m~sa;2-|-Bam-3a?3-j-etc. ; de sorte 
que, en désignant par A, B, etc. des coefficients qui ne contien
nent ni u ni x, on peut poser

[ 1 ] (a x)m — am 4- ma™-^ 4- Aa1"-2^14- Ba”*-3^:3 4- etc.
Lorsque l’exposant est un nombre positif fractionnaire, on a

ni
(« + x)n = x)m = mam~‘x etc.

Or, si on applique ici le procédé expliqué n° 228 pour l’extrac
tion des racines, on trouve sans difficulté les deux premiers termes 
de cette racine, et l’on a un développement de la forme

(a 4- x}*  = a” ‘x 4- Aa" *a?  4~ B«n ’a;’ 4- etc-

Ainsi cette forme est la même que pour un exposant entier.
Quand l’exposant est un nombre négatif quelconque, entier ou 

fractionnaire, on a, en s’appuyant sur ce qui vient d’être trouvé,

1 ' ' («4- x)m am 4- mam-'x -j- etc.’
Or, si on effectue la division suivant les règles ordinaires, il vient 
un quotient indéfini tel que

(a 4- x}~m = a~m — ma,-m~'x 4- Aa-"*- 2#14- etc. ;
donc, quel que soit l’exposant, on doit toujours avoir un déve
loppement de la forme indiquée par l’éq. [1]. Les deux premiers 
termes sont déterminés, et il ne reste plus qu’à trouver les coeffi
cients A, B, etc. des autres termes.
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Pour plus de généralité je’considérerai deux termes consécutifs 
de rang quelconque, et j’écrirai

Ça + a:)**  = am + ... -f- Ma’"'"#’* 4~ etc.
Changeons partout x en x y : comme les coefficients inconnus 
ne contiennent ni a ni x, il viendra

(« 4~ 4~ y)” — «m + m”*1 (az 4~ y)- • • •
.... 4*  Mam-n Çx -f- y)’1 4- Nam-"-’ Çx 4- y)”+1 4*  etc.

En changeant « en «4-?/> on eût trouvé
(« 4~ y #)m=(« 4~ y)”‘ 4“ m<a + y)”" 'æ • • • •

. . 4-M(a4_y)m_n®“4_N(a + y)m-n“la:”+1+etc-
Dans les deux égalités précédentes, les premiers membres sont 
égaux : donc les seconds doivent l’être; et cela, quels que soient x 
et y. Donc, si 011 les ordonne par rapport aux puissances de y, 
ils devront être identiques. A la vérité ils renferment des puis
sances de binômes, mais on connaît les deux premiers termes de 
chacune d’elles, de sorte qu’on pourra former la partie qui, dans 
chaque second membre, renferme y au 1er degré: el cette partie 
nous suffira. En la désignant par Yy dans l’un, et par Y’y dans 
l'autre, il est facile de trouver
Y = 4- Mn«’“-"a;’-14-N(n4- ..
Y'= mam~i.... 4~ M(»i — n)am~n~ixn 4~ N(m — n — V/i'“~’‘~1x’,+'.... 
Ces deux quantités devant être égales quel que soit x, il faut que 
les coefficients des puissances semblables de x soient égaux ; donc, 
en ne considérant que ceux qui affectent am~"“’a;’', on aura

’ N(n4“ = — n), d'où N — ■

O11 voit par là selon quelle loi, dans le développement [1], un 
coefficient quelconque se forme du précédent. Elle est la même 
qu’on a trouvée pour le cas d’un exposant entier positif (213) ; et 
comme nous avons reconnu que les deux premiers termes du dé
veloppement sont composés de la même manière quel que soit l'ex
posant m, il en sera encore ainsi de tous les autres termes.

Donc, pour toutes les valeurs de m, on aura toujours la formule

Ça 4*  a?)”1 — «™ 4- ma'"~'x 4- 2 «"“‘a:’ 4*  e*c-

Lorsque mi sera entier et positif, elle s’arrêtera à a”; dans tous 
les autres cas elle se prolongera indéfiniment.

Séries exponentielles et logarithmiques.

380. Lorsqu’on fait x = 0, la fonction «Jse réduit à l’unité. 
C’est pourquoi je prendrai l’unité pour premier terme du déve
loppement de a1, et je poserai

a1 = L-)- Aa: 4~ Ba:’ 4*  Car14- Daé -j- etc.,

A, B, C, D,.... étant des coefficients indéterminés qu’on suppose 
indépendants de x. Pour trouver ces coefficients, je me servirai 
de la propriété a*  Xay — ax+y.

En changeant dans la série x en y, et ensuite x cnx-\-y, on a

«v = 14- Ay 4- By*  4- Cy3 4- Dÿ‘4- etc.,
a* +v = 1 4- A (a: 4- y) + B(x -{- y)»+CÇx + y)’ 4- D(a> 4- y)*  -f- etc. ; 

donc, pour vérifier la propriété ax Xa'J — ax+y, on doit avoir

14-^(a;4-y)-|-B(f::4-y)î4-C(a;4-y)34-D(a:4-y)v4-etc. =
(1 4-Aa;4-Ba:!4- C.r’4-Dx'4 -|-etc.)(l 4- Ay-f-By’ 4- Cy’-j-etc.).

Si on effectue les opérations indiquées, et si on considère en par
ticulier la partie qui contient la première puissance de y dans 
chaque membre, ces deux parties devant être égales, on aura

A -|-2Ba: 4- 3Ca;’-f- \ Dar’-j- etc.= A -f- A’a: -f- ABa^-f- ACa?-|- etc.

Mais cette égalité doit elle-même avoir lieu quel que soit x; donc 
les puissances semblables de x doivent avoir les mêmes coeffi
cients; donc 2B=A*,  3C = AB, 4D = AG, etc., d’où 

et, en substituant ces valeurs, la série deviendra

“ —t 2 3 1 2.3.4 '

La quantité A reste encore à déterminer : on y parvient très- 
simplcmcnl en faisant Ax — 1 ou x= i. Pour cette valeur on a

Scion Lusage, je nommerai e la quantité représentée par celle
33
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série numérique; et, en prenant les logarithmes des deux mem
bres, il viendra 4loga == loge, d’où A=

’ A ° ° ’ loge
Pour plus de simplicité, je supposerai que les logarithmes soient 

pris dans le système dont la base est e; et, dans cette hypothèse, 
je les indiquerai par la seule initiale L. Alors on aura Le=l, A=La, 
et par suite le développement de ax sera

.. . i . i a:’(La)2 a:3 (La)3 .a‘=14-a;La4---- L-Z-j-—-{-etc.

Si l’exponentielle était e*,  il faudrait faire a=e, La = 1 ; el l’on 
aurait simplement .v,3

^ = l+^ + t- + Ô + elc.

381. On n’essayera pas de développer log x en une série de la 
forme A -J- Bx -|- Ca?2 4- etc., attendu que, par l’hypothèse æ=0, 
log a? devient infini. Mais on cherchera le développement de 
log (1 + æ); et comme x = 0 donne log(l 4-#)=0, on posera

log (1 -f- x) — Ax -f- Bx- -j- Cx3 4- Da? 4- etc.
Changeons x en x 4*  y, il viendra

log (14-a? 4-y) = A (a; 4-y) 4-B (a; 4-y/4-C (x 4-y;3 4-etc.

Mais 14-a?4-y = (1 4-x) (1 4- Jonc log (14-a?4-y) =

. Or, si on changea: en la pre- 

+ _5£_+etc-.

By-4-etc
14-o:^(l 4-®)’^

log (14-X) 4- log ^14-y^— 

inière égalité donne log ^14 

et par suite il vient

log(14-a?4-y) == log (14-a:)4

On a ainsi une seconde expression de log (1 4- x -|- y). Dans l’une 
et l’autre les multiplicateurs des puissances semblables de y doivent 
être égaux : en prenant ceux qui affectent la 1" puissance de y, 
on a d’abord

A 4- 2Ite 4- 3Cx*  4- 4Dx» 4- etc. = ;

puis en chassant le dénominateur l-j-# et ôtant le terme A qui 
est commun aux deux membres, on trouve

(2B 4- A) x 4- (3C 4- 2B) x3 4- (4D 4- 3C;x’ -f- etc. = 0.
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Comme x doit rester indéterminé, il faut qu’on ail 2B 4- A = 0, 
3C4”2B = 0, 4D -j- 3C = 0,... Ces équations donnent B=—|A, 
C = |A, D=—{A,....; donc

log(l-|-a:) = A (a: —^-4-ctc.y

11 faut encore chercher A, et cette recherche est assez délicate. 
Divisons par x les deux membres de l’égalité ci-dessus, il vient 

!ffi<l±*> =A(1 *+£_ele.).

Alors le second membre se réduit à A par l’hypothèse x = 0. Mais 
le premier se présente sous la forme g, et la difficulté est d’en con
naître la vraie valeur. Soit fait x — -, on aura ■ °B = 

n x
« log ^14-= log (14-^) > et, si on développe cette puis

sance, on trouve

Or l’hypothèse x = 0 répond à n = ; et, si on suppose n = ce ,
le second membre de la dernière égalité se réduit à la série nurné - 
rique déjà remarquée n° 380,e = 2-|-ï4-5Ts4-+ etc.; 
donc A = log e. Donc enfin

[1] log(14-o:) = loge^ —^-4-y —^-4-etc.y

Jusqu’ici les logarithmes appartiennent à telle base qu’011 vou
dra; mais si on adopte e pour base on a log e=l,et, en n’employant 
alors que la seule initiale L pour désigner les logarithmes , on a

[2] log(l + ^) = ^-f+f-^4-etc.

382. Par ce qui précède, il est évident que A ou log e est le 
rapport de log (1 -|- x") à x lorsque x est très-petit : ainsi cette 
quantité esl la même que celle qui a reçu le nom de module (543). 
Lorsqu’on prend e pour la base, ce module devient égal à 1 ; par 
conséquent e est la base des logarithmes népériens (543).
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Il est d’ailleurs évident qu’on transportera les logarithmes né
périens dans un système quelconque en les multipliant parle mo
dule propre à ce système. On a vu plus haut (pie ce module était 
égal à log e. Mais, si on appelle a la base de ce système, on a évi
demment donc en prenant les logarithmes népériens
des deux membres, il viendra log e x La = 1. Donc, en désignant 

le module par M, on aura également M = log e et M —

385. Les séries [1] et [2] ne sont convergentes que pour les va
leurs de a: moindres que 1, mais elles servent à en trouver d’au
tres qui conviennent aux valeurs plus grandes. Dans la série [2], 
changeons x en — x, elle donne

a? x? x*L(l—^) = —a; —— — — — — —etc.;

el, si on retranche L(l—-x) de Lfl-f-Æ), on trouve le logarithme 
du quotient de l-j-a; par 1—x, savoir :

. /I -4- x\ /x . x3 . x3 . . \

| I • X Z Z
Posons ~— = 14--, d’où x — 7_— 5 puis, observonsqu’alors

L ~ = = U«+-)— Ln : on conclura

l.(» + =)= L» + 2^ + 1 +1 (^’+etc. ).

Celte formule sera commode pour s’élever de LnàL(n-f-s).
Après avoir calculé les logarithmes népériens, on les fera pas

ser dans le système vulgaire, dont la base est 10, en les multi
pliant par le module de ce système. Pour avoir ce module, il suffit 
donc de connaître les logarithmes d’un même nombre dans chaque 
système cl de diviser le second logarithme par le premier. Le 
nombre qu’il convient de choisir est la base 10 elle-même, parce 
que son logarithme dans le second système est l’unité. Voici com
ment on trouve le log. nép. de 10.

On calcule d’abord L2 en faisant n = l, z = l, dans la formule 
ci-dessus; puis on a L4= 2L2; puis la formule donneL5 en y fai
sant 7i = 4, z = 1 ; puis enfin on a L10 = L5 -|-L2.

C’est ainsi que s'obtiennent les deux valeurs déjà rapportées 
ailleurs, L10 = 2,302 385 092..... M =0,434 294 481....

a84. Reprenons à la page 515 le développement

Sur le nombre e.

dans lequel n est un nombre entier positif, .t’ai supposé que l’hy
pothèse n=cc réduisait le 2e membre à la série numérique dont la 
valeur est désignée par e, el qui s’est déjà présentée n°580 : savoir,

[2] « = 2 + + 273 +2374 + etc. à l’infini.

En conséquence, j’ai considéré e comme étant la valeur de 
^1 _L correspondante à n — » .

Cependant les parties, qui dans le 2" membre delà formule [1], 
deviennent zéro par l’hypothèse n = =c, sont elles-mêmes en 
nombre infini; et, pour cette raison, on peut craindre que e ne 
soit pas exactement la valeur que doit prendre alors ce second 
membre. Si cette objection faisait naître quelques doutes, l’expli
cation suivante les fera disparaître.

Dans la série [2], ne prenons d’abord que n termes, el posons

Désignons par N le 1" membre de la formule [IJ; puis observons 
que si, dans chacun des produits qui composent les n lermes du 
2' membre, on remplace tous les facteurs par des facteurs égaux 
au dernier, la valeur de ce membre sera diminuée. De là il suit 
qu’en choisissant convenablement une quantité positive G, on 
pourra écrire

Par suite, on aura
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Les quantités entre crochets peuvent se décomposer en deux 

facteurs par la formule connue 1— z1,=(l—z)(l-]-s-|-3*-|-etc.);  cl 
il est facile de trouver

E-N=ü+à;[‘ + (■-;)]

2 3Dans le 2'1 membre supprimons toutes les fractions---- , —-, etc.n n
Par là ce membre sera augmenté, et l’on rétablira l’égalité en 
remplaçant G par une quantité G' > G. Alors on aura

On a évidemment 2.2<2.3, 3.3<3.4, etc., c’est-à-dire que, 

dans chacune des fractions qui viennent après le numérateur 

est moindre que le produit des deux derniers facteurs du dénomi
nateur; donc, en désignant par G" une quantité >G', on aura

E-N4G+>+l+irâ+e'-:-)-c*'
ou bien encore, en remarquant que la quantité entre parenthèses 
est égale à E — i, E-N=1(e-*)- C'.
De là on tire

N = E_1(E-1) + C-.
Maintenant faisons n = oo : à cette limite E devient <?. D’un autre 
côté il est évident qu’on a e <2 + i 1 -f- etc. ; donc e < 3 :

donc, à cause du diviseur n qui est infini, on aura

Lim. de N — e-j-G"'.
Avant de faire »=«o , quel que soit le nombre n, il est clair que N 
ne peut pas surpasser E; et d’ailleurs nous avons dit que G"était 
une quantité essentiellement positive. Donc aussi, à la limite, 
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N ne doit pas surpasser e, et la quantité que j’ai représentée 
par G'" ne saurait être négative. De là il suit que la dernière éga
lité est impossible, à moins qu’on n’ait G"' = O; et alors il reste 
lim. de N = e : c’est ce qu’il s’agissait de démontrer.

585. Maintenant je vais prouver que le nombre e est incom
mensurable.

Par la série même il est évident qu’il est >2, et il est facile de 
voir qu’il est <3. En effet, la somme 14“ ah + e*C-’ est m0*nt’re 
que la progression géométrique | 4*  i + s + c^c- > e! cc^c der
nière somme est égale à 1. Donc e est entre 2 et 3, et ne peut 
point par conséquent être un nombre entier.

Admettons que e puisse être un nombre fractionnaire, et 
qu’on ait

Kn multipliant les deux membres de cette égalité par 2.3... {q—l)q,

il viendrait 2.3...(<? — 1) Xp = M + + etc.,

M désignant un nombre entier. Or, les fractions qui sont ajoutées 
à M composent une somme moindre que la progression géomé- 

4- ) +e^c-> et cette dernière somme

est égale à la fraction i ; donc il s’ensuivrait qu’en ajoutant à M 

une fraction moindre que celle-là, le résultat serait encore un 
nombre entier, ce qui est absurde; donc e est irrationnel.

586. On peut encore démontrer, ainsi que l’a fait M Liou- ville dans le tome V de son Journal de mathématiques, que le nom
bre e ne peut pas être la racine d’une équation du 2' degré à coeffi
cients rationnels.

Si e pouvait être racine d’une équation du 2' degré à coefficients 
rationnels, on devrait avoir Ae’-j-Be 4-C = O, A étant un nombre 
entier positif, et B, C étant des nombres entiers positifs ou néga
tifs. Cette égalité donne, en la divisant par e,

Ne + Ce-14- B = 0.

Si, dans la série qui exprime la valeur générale de e1, on fait 
a? = —1, on trouve e~'= ^ —-1-4. _JL_ — etc. Substituons 

£ Ao 2.3.4 
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dans l’équation ci-dessus, au lieu de e el de fi-1, leurs valeurs en 
séries : il viendra

A(2 + l + 23+ete-) + cG-2^+*-)  + B = 0-
Soit n un nombre entier, qu’on pourra supposer aussi grand qu’on 
voudra. Multiplions cette égalité par 1.2.3...» — 1, transposons 
dans le 2" membre tous les termes entiers, el désignons alors ce 
membre par g. : on aura 

ou, sons une autre forme,

La partie qui contient A est positive, et elle sera aussi petite qu’on 
voudra; car la quantité entre parenthèses est évidemment <2, 
el n est un nombre entier aussi grand qu’on veut. La partie qui 
contient C peut aussi être regardée comme positive; car, si C 
est positif, on prendra n pair, et si C est négatif, on prendra n 
impair : de plus, il est clair que celle partie sera aussi petite qu’on 
voudra. De là il suit que le 1er membre de l égalité ci-dessus peut 
être supposé égal à une très-petite fraction, et dès lors cette éga
lité est impossible quand même l’cnlier u. serait zéro. Donc il est 
absurde de supposer que e soit racine d’une équation à coefficients 
rationnels.

M. Liouville démontre aussi que même le carré e*  est encore un 
nombre irrationnel ; mais sur ce point je renverrai au Journal de 
mathématiques déjà cité.

387. Le nombre e est fréquemment employé dans l’analyse. 
Quelques termes de la série numérique suffiront pour obtenir en 
décimales la valeur déjà rapportée n° 340, e = 2,718 281 828... 
Cette valeur ne saurait être périodique; car, si cela était, elle 
pourrait s’exprimer en fraction ordinaire : donc elle serait com
mensurable, et le contraire a été démontré.

On peut même ajouter que si on veut l’exprimer en fraction 
continue, cette fraction ne sera point périodique; car, si elle l’é
tait, le nombre e serait racine d’une équation du 2' degré à coef
ficients rationnels (530).

Démonstration des formules précédentes en considérant directement les séries 
elles-mêmes.

588. Si le lecteur se reporte aux observations générales que 
j’ai présentées n° 575 sur les développements en séries, il reconnaî
tra combien laissent à désirer, sous le rapport de la rigueur, les 
méthodes dont nous avons fait usage. Pour corriger ce qu’elles 
ont d’imparfait, je vais considérer les séries en elles-mêmes et 
prouver qu’elles sont en effet égales aux quantités dont on les a 
déduites. L’analyse suivante a été donnée par Destainville dans le 
tome IX des Annales de Mathématiques publiées par M. Ger- 
goxne. Elle n’a peut-être pas toute la rigueur désirable; mais je 
craindrais de la compliquer en y faisant des changements.

589. Considérons les séries indéfinies qui sontécrites ci-dessous, 
et que je suppose convergentes,

<p(a) = 14-a j -j- «(a-j-A) -j—- -j-«(«-{-Æ)(a-j-2A:) + etc.,

? </>) = i + '4 + 6 +Z'} + 6 +Z:) (ô+2A) ïTTs + elc ”

i 14- (® 4*  &) y "F (® 4*  (® + 4*  
?(«-H)= I 4- (« 4- *)  (« 4- 4- 4- à -j- 2/f) j ., 4*  etc.

J’emploie ici <?(a) comme notation abrégée pour désigner la pre
mière série ; et en même temps j’établis la convention que, si dans 
cette série on remplace a par une quantité quelconque u, la nou
velle série sera représentée par ® (w). Cela posé, je vais démontrer 
qu’on doit toujours avoir y («) X ® (*)=?  (« 4" 6)-

Pour y parvenir, je formerai d’abord le produit ®(o)X?W- Kn 
effectuant avec ordre la multiplication, on trouvera

® (a) X ® (à) =

1 4* flY4_0(°4*̂)  j-24-a(°4-^)(a4-2À)
4-à 4-2aôi +3aô(a-|-À)

4- b (b 4-À-)! +3ab(b+k)
+ b(b+k)(b+W 
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Si on compare ce produit avec ®(a-f- 6) on voit sur-le-champ que 
les deux premiers termes sont les mêmes. Le troisième est aussi 
le même : car on a évidemment

n (a-j-k) -j- 2@b -j- b(b k) —- tz(tt-j~k) -j-ob -j- ab -j- b (b -j- k}
a(a-j-b~l~ k) -j- b {a-j-b-j— A) = (n-f-b){a-J-à-j-A).

En continuant, on pourrait prouver que l’égalité a lieu dans les 
termes suivants ; mais, pour plus de généralité, je vais démontrer 
qu’en supposant l’égalité établie jusqu’à une puissance quelcon
que inclusivement, elle doit encore subsister entre les termes 
affectés de s”

Avec de l’attention, il est facile de voir que, dans le produit 
? («) x ? (à), les termes en z’’-1 et zp sont

i

a(a-f-A)(a4-2A)(a-|-3A).......... ..[a+(p—2)AJ-

à«(a4-A)(a-|-2Aj............. ..[a+(p-3)A]

+ ^T-1 • P~T b{b +*)«<«+• . .[a-j-fp—4)A]j

,.[é-|-(p-4)A]

_|_PZZlaà(à+A)(à4-2A)...............,.[ô4-(p-3)A]

-j- b (b -j- k) (b -j- 2XJ (ô -37/).......... . ,.[64-(p_2)A]/

a(ci 7/) (<z 27/) (ci —3X )........... .[a + (p-l)Al\

4-^à«(a+A)(«-f-2A).................... • [» + (p—2)A]

-{-j • ^“2 ........... .[a+(p-3)k]l

-f- y • « (« + k) b{b -j-k).......... . [Ô-Hp-3)A]i

+ Pab(b+k)(b+2k)..................... .[5+(p-2)A]

+ 5(5-f-A)(à+2A)(ô-f-3A)............ .[ô-f-(p—1)A]/

X1.2...(p—1)’

X 1.2.3...P
-P
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Maintenant remarquons que, dans la partie en s”, les multipli

cateurs où entrep se prêtent aux décompositions suivantes :

Ï=V+1

Alors on verra que toute la quantité affectée de zp peut se 
séparer en deux parties, dont l’une contient le facteur a dans 
tous ses termes, tandis que l’autre contient le facteur b. Ces 
parties sont

(a—|— A)(a-|— 2Z’)(a -j— 3A)......... [a-|- (p — 1)A]

5(a4-A)(a-|-2A)..................[a-f-(p—2)A]

+ b(b+k}(a+k).........[a-\-(p—3)k]

................... [64_(p—3)A]

+ W + *)(&  + 2A)............................ P+(P—2)A] 

—a(a-\-k'){a-\-2k')............... [a+(p—2)A]\
-H j (à -1- k}a{a -j- k)........... [a-f-(p 3)A] j

+^-j-^-^-2-^o(a-f-À)(ù4-A). ... [*H-(jp —3)A] /X l~XZp' 

+^=Ja(6+Â:)(6 + 2A)................ [à+(?-2)A]l

+ (ft+*)(ô+2A)(6+3A) ................ [à-Hp—W

Dans la première partie, la quantité placée à gauche de l’accolade 

est ceque devient le coefficientdc z”-1
1.2....Ç»—1) , lorsqu’on y change

a en a k", et, dans la seconde, elle est ce qu’il devient lorsqu’on 
y change b en à -j- A. Or, par hypothèse, ce coefficient est le même
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1
que celui qui affecte j——dans la série 

dire qu’on le suppose réductible à la forme
(a -f- b) {a -f- b -j- k) {a —j— b -|— 2 k)... [a —J— b 4~ {p — 2) A] j

donc les deux quantités placées avant les accolades s’obtiendront 
en changeant dans celle dernière expression a en a 4- k, et b en 
b 4*  k. Chacun de ces changements donne le même résultat,

(a b k)(à-j- b 4-2k) (a 4~ b 4~ 3k)...[a 4“ b 4~ {p — 1)A] ; 
donc, en ayant égard à ce facteur commun, la somme des deux 
parties, qui contiennent zp à droite des accolades, sera

(a 4- è) (a 4~ 4~ 4~ 64-2A)....[«4- b-\-(p — i)A] y—g-——,

laquelle est identique avec le terme en zp de la série tp(a 4- b).
Ainsi, en admettant qu’il y ait égalité entre les termes des séries 

représentées par <p(a)X®(6) elpar œ(«4-t»), jusqu’à une certaine puis
sance de z, elle doit encore exister pour la puissance supérieure. 
Or, cette égalité a été reconnue pour les trois premiers termes: 
donc elle a lieu pour quatre termes. Si elle a lieu pour quatre ter
mes, elle a donc lieu aussi pour cinq; et ainsi indéfiniment.

390. La proposition qu’on vient de démontrer revient à dire, 
en d’autres mots, que la série v{a) est une telle fonction de a que, 
pour la multiplier par une fonction semblable de b, il suffit d’ajou
ter b à a. Sous ce rapport, elle est parfaitement analogue à l’ex
ponentielle Z“, dans laquelle Z serait une quantité indépendante 
de «; et l’on va voir que cette analogie se maintient aussi dans 
les conséquences.

Reprenons l’équation démontrée
[1] a(a) X ®(à) =?(« 4*  *)•

On peut y remplacer a par a—b : alors elle devient — b) x ®(6) 
= ®(a), et l’on en tire, pour la division de ®(a) par ® {b),

121

Si on change 6 en b-}-c, l’équation [1] devient <p(a) x »(&+<■) = 
<p(a 4- b 4- c). Mais, en vertu de cette même équation, on a ®(5) X ®(c) 
=tp(64-c); donc ®(a) X <f{b) x?(c)=®(a4'^+t’)- En changeant c en 
«4-rf, et en continuant de la même manière, quel que soit le 
nombre des facteurs, on aura toujours tfa) X®(6) x #).—
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=ç(a4-ô-t-c..'.)- Donc, en supposant touteslesquantités«,6,c,.... 
égales à a, et leur nombre égal à m, celle équation donnera

[3] [®(a)]m =
En remplaçant dans celle-ci a par il vient | = ®(«);

donc, pour l’expression des racines, on a

M =
La formule [3] n'est encore démontrée que pour un exposanl 

entier positif. On l’étendra à tous les exposants positifs frac
tionnaires en remarquant que les formules précédentes donnent

Mais îj/[®(a)]m est la même chose

que [»(«)]" ; donc

[5] [?(a)]n=®

Pour étendre aussi la formule aux exposants négatifs, on re
marquera qu’en désignant par m et r des nombres positifs quel

conques, les formules démontrées donnent [?(a)]'m = 

= ?(?«)—_ — — . jonc en[>in
» {ma -j- ra)

[6] [®(a)]~m = »(— Ma).
Ainsi, quel que soit l’exposant m, on a toujours [®(a)]m = f (ma); 

et en remettant dans cetlc égalité les séries représentées par ®(a) 
el o{ma), il vient

[7] [14- « | + a{a 4- k) 4*  « (« + k){a + SAjj-^-^etc.]^

- z*  -’
1 -|- ma - 4- ma(ma 4- k) -—5 4~ ma{ma -j- k) {ma -j- 2k) - " - 4-etc.I 1.2. 1 . Z . o

391. Dans l’équation [7], a et k sont quelconques. Si on y lait 
a = t et k = — 1,-elle devient

d 4--j r 1 1.2 1.2.3

la formule du binôme est ainsi démontrée pour un exposant quel
conque. On sait comment on peut déduire (a 4- a-')’" de (14- 5)m.
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592. Dans la même éq. [7], faisons Â=0,a= 1,3=1, m-ax : 
il viendra

. a’x3
'1.2.3 4-etc.

La série numérique du premier membre est le nombre e, base 
des logarithmes népériens : ainsi, on peut écrire
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promptement. On peut encore écrire la fraction ainsi a'(a 4- bx}-', 
puis se servir de la formule du binôme. Mais la méthode des coef
ficients indéterminés conduira au meme résultat, et sera plus 
commode lorsque la fraction sera plus compliquée.

Sans entrer dans les détails de la division, on reconnaît de suite 
que le quotient sera une série de la forme A4-Bx4-Cx‘4~ etc.; 
c’est pourquoi l’on posera

a' 
a-}-bx A 4- Bx Cx’ 4- Dx3 4*  etc.,

Si on pose e*  = a, a sera le logarithme népérien de a, et on re
trouve la série exponentielle du n° 580, savoir : 

xL«
1

x*(La)3
1.2.3 ' etc.

395. Pour avoir la série logarithmique, on changera, dans celle 
dernière formule, a en 1 -f- x et x en m. Il vient

(l+»)-=1+^4^-*+ “ w+»«'+clc.
Mais, en développant la puissance (1 4~ x')"', on a 

(14-x)"=14-»iy4-m(»i — 1)^ 4-etc.

Égalons donc les deux séries, supprimons l’unité de part et d’au
tre et divisons par m : on aura

L (1 + ») + + + ClC- '

= y + (m — 1 ) + (w — 1) (w — 2) — '

Enfin, en faisant m — 0 dans cette dernière équation, on retrouve 
la formule connue

Génération des séries récurrentes.

594. Soit la fraction
a!

a-\-bx
en effectuant, selon la règle ordinaire, la division de «' par a bx, 
on trouve au quotient une suite de termes dont la loi sc manifeste 

A, B, C, D,.... étant des coefficients à déterminer. En multipliant 
de part et d’autre par a 4- bx, il viendra

(i — Acz Ba
4-Aô

X3 4- etc.

Or, le produit du quotient par le diviseur devant reproduire iden
tiquement le dividende, on doit avoir

A« = «', B«4"Aô = 0, Ca4“h6 = O, —0, etc.

De là on tire les valeurs des coefficients A, B, C...., savoir : 

A=-, B=— - A, C=— -B, D=—- C, etc. Donc, cnmultipliant a a a a
b

un coefficient quelconque par — - , on obtient le coefficient sui

vant; ou, ce qui est la même chose, chaque terme est le pro- 

duit du précédent par ——. Ici la série n’est qu’une simple pro

gression géométrique.
Maintenant considérons la fraction

a' + b'x 
a -f- bx 4- ex8’

On posera semblablement

—= A 4- Bx 4- Cx8 4- l)x3 4- etc. a 4- bx -f- ex8 1
et, en multipliant departet d’autre parle dénominateur a-f-àx-f-cx8, 
il vient

x 4~ Cft x8 4- Da
4-Bà 4-C&
4- Ac 4-Bc
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Pour que les deux membres soient identiques, il faut qu'on ait

Att — cl , lia —J— Aô — ô, Gw -f-BZ» -j— Ac — O, 
Da-f-Cfr-j-Bc = 0, etc.,

d’où l’on tire

a -B,D = —-B —-C, etc. a a a

Ici on voit que chaque coefficient , à partir du 3e, est la somme des 
c b deux précédents multipliés respectivement par —-et—-,ou, 

ce qui est la même chose, que chaque terme est la somme des 
coc" bxdeux précédents multipliés par-----— et-----

Si l’on pose encore
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593. Dans ce qui précède j’ai porté l’attention uniquement sur 
les termes entiers du quotient, parce que je voulais taire remar
quer la loi de leur composition. Mais si on voulait avoir le quo
tient exact, il ne faudrait pas manquer d’ajouter aux termes en
tiers la fraction provenant du reste de la division; el, d’après les 
observations faites dans un cas analogue (575), cette fraction ne 
doit pas être supprimée, lors même qu’on prolongerait le quotient 
indéfiniment, à moins qu’on ne prouve que dans ce cas elle doit 
devenir zéro. Or, il est facile de démontrer que c’est en effet ce 
qui arrivera, si on n’attribue que des valeurs plus petites que 
l’unité et au-dessous d’une certaine limite. Mais je supprime ces 
détails, el laisse au lecteur le soin d’y suppléer.

Retour des séries récurrentes aux fractions génératrices.

a' 4- b'x -j- c'a? 
a 4- bx 4~ ex14*  «Z®3 — A 4- B® 4- c®*4-  D®3 4- de-

on verra que chaque terme, à partir du 4e, se compose des trois pré- 
uXr ca? bxcédenls, multipliés respectivement par---- —, ——,------ .

Cl Cl Cl
Enfin, il devient alors évident qu’en général une fraction de la 

forme
a' -j- b'x 4- c'a?. . . -j- h'x^'
a 4- bx 4~ ex1..........4" kxm

doit donner naissance à une suite dont chaque terme, à partir 
du (m 4- se composera des m précédents multipliés respec
tivement par — - ®“, — l'- ®"_1,... — -a?, — -x.

r a a a n
On appelle récurrentes toutes les suites ainsi formées, et échelle 

de relation l’ensemble des quantités par lesquelles il faut multi
plier plusieurs termes consécutifs pour avoir le suivant. On pourra 
dire aussi que la série est du 1" ordre, du 2' ordre, etc., selon le 
nombre des termes qui entrent dans l’échelle de relation.

Si l’expression qu’on développe a un numérateur de degré plus 
élevé que le dénominateur, ou de degré égal, on voit, par la ma
nière même dont on détermine les coefficients du développement, 
que la loi de la série sera toujours la même : seulement, elle sera 
retardée. Au reste, on pourra, si on \eut, décomposer préalable
ment l'expression proposée en une [Kirtic entière plus une fraction 
ayant un numéraleur de degré inférieur au dénominateur.

396. Une série récurrente étant donnée, on propose de retrouver 
la fraction génératrice.

Dans cet énoncé, on suppose la série récurrente ordonnée par 
rapport à une indéterminée x. Soit

S — A -j- B® -j- C®*  -j- etc.,
une telle série, avant pour échelle de relation [px3, qx-, rx]. Puis
que celte échelle contient trois termes, la fraction génératrice est 
de la forme

b'x -j-c'x1 
a 4- 6® 4“ c®! "I" ^®3'

Si celle fraction était donnée, on a vu que l’échelle de relation se

rait —-x*  —-®\ —®® Or, cette fraction peut s’écrire ainsia a a 

cl alors on voit que les trois termes en x du dénominateur s’ob
tiendront sur-le-champ en prenant ceux de l’échelle de relation 
avec des signes contraires. Ainsi, on peut mettre la fraction gé
nératrice sous la forme

a 4~ 4~ Y®*
1 — rx — qx*  —px*  ’

34
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et il n'y aura plus qu’à déterminer «, p, y. A cet effet, on pose

a 4- px +
1 — rx — qx3 —px3 A 4- Bx -j- Cx’ 4- etc. ;

et comme, en chassant le dénominateur, l’équation doit devenir 
identique, on conclut, en ne tenant compte que des trois premiers 
termes,

a 4- [ix 4" ïæ2 = A 4“ B
— Ar

x4-C
— Br
— Ag

Par conséquent on aura, pour la fraction génératrice,

$_ A 4~ (B — Ar)x 4~ (C — Br — Ag)x-
1 — rx — qx3 —px3

Par exemple, soit S=l—2x—x2— 5x34-4x‘—etc., série récur
rente,’dont l’échelle de relation est [4-æ5, +4x!, — 2xJ. Dans la 
formule ci-dessus on fera A = 1, B= — 2, C = — 1, 1, ç= 4,

1 _ Qx*
r=—2; el on trouvera S = ---------—-------.1 4- 2x — 4x3 — x3

B97. Une série étant donnée, on veut reconnaître si elle est récur
rente, et, dans ce cas, retrouver la fraction génératrice.

Soit la série donnée
S = A 4~ Bx + Cx5 4- Dx’ 4- etc.

Cherchons d’abord si elle est égale à une fraction île la forme
a'

a-^-bx’ et posons S = De là on tire
(l ~r~ ')X

1_ a 4- bx _
S a'

donc le quotient de 1 par la série S doit être exact et de la forme 
p 4- 7^- Alors la fraction génératrice serait exprimée ainsi :

S = —1—.
P + <7*

Si la division ne s'arrête pas au deuxième terme, la série ne 
sera pas récurrente, ou elle proviendra d’une fraction plus com

pliquée. Posons S =—on aura1 a 4- bx 4- cx’
1 a 4- bx 4- ex2 , , ax- .
s ~ "Wr-=p + qx + ^4^ ’
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c’est-à-dire qu’en divisant 1 par la série S, si on arrête le quo
tient aux termes de la forme p 4- qx, la série S,x2 qu’on obtient 
pour reste, et qui est toujours divisible par x’, sera telle qu’après 

en avoir ôté ce facteur on devra avoir ~b a4~ b x
De là on tire

S a' 4~ b'x ç-=--- '-T,— — p^q.x,

c’est-à-dire que la nouvelle division doit se terminer au .deuxième 
terme ; et alors, pour trouver la fraction génératrice, on aura les 
deux équations 

d’où
S = 1 = 1 •

p4_ça;4_|^’ s

par conséquent la fraction génératrice sera

Pi + <I^

d'-\-b"x

S=______ .____________ .
(_p 4- qx}(pi 4- Ç1X) 4- x2

Supposons que le quotient de S par Si ne soit pas exactement 
Pi + <7i^ : si la série est récurrente, elle sera d’un ordre supérieur 

4- b1x I cau second. Examinons si on peut avoir S = —r-4—;—Ar-;—-r-,. a -f- bx -|- cx3 4- dx5
De là on tire

1 , , a!'+b"x

c’est-à-dire qu’après avoir poussé jusqu’aux deux premiers termes 
le quotient de 1 par la série S, on trouvera pour reste une série 
dont tous les termes contiendront x’; et que, si on désigne ce reste 

par S^, on devra avoir +

Celle égalité donne

donc, en désignant par Sjx*  la série qu’on obtient pour reste après
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avoir pousse la division de la série S par la série Si jusqu aux
S rtw termes »i 4- q^x, on doit avoir 4 = ———.k>i rt ~p" rt rt

De celle dernière égalité, on lire

Si i< =lh 4- q^x.

Ici les opérations s’arrêtent : pour remonter à la fraction généra
trice, on aura les équations

^=^14-^ + ^®’, ^ = lh + qtx-,

el, de ces équations, l’on lire
s________ 1 Si______ 1______ St______ 1

i i Si S . . S» , ’ Si p*~\~  qtxp4-qx-[--^x- pl-\-qix-\-~xi

Il ne reste plus que quelques substitutions à effectuer pour former 
la fraction égale à S.

Sans aller plus loin, le lecteur aperçoit sans doute que les opé
rations successives, pour trouver les quotientsp-\-qx, pi-j-q^x, etc., 
et pour remonter ensuite à la fraction génératrice, ont une ana
logie frappante avec celles qu’on fait pour réduire une fraction 
ordinaire en fraction continue et revenir ensuite à la fraction ordi
naire. Cette observation tiendra lieu de règle générale. Si la série 
est récurrente, on en sera averti lorsqu’on arrivera à une division 
qui donnera un quotient exact de la forme p -j- qx.

Exemple. Supposons qu’on veuille savoir si la série des nombres 
1, 2, 3, etc. est récurrente. Ce n’est point cette série numérique 
qu’il faut considérer, mais bien celle-ci

S = 1 + 2a; + 3a? -f- Aa? + etc. ;

el alors voici comment les opérations s’exécutent :
i 

Division de 1 par S.

— 1 — ix — 3o? — 4o? — etc. j 1 — ïx

— ‘Ix — 3x-— 4a? — 5a? — etc.
ix -f- 4a? 4” 6a? -k 8a? 4~ etc.

x1 4~ 2a? 4- 3a? -j- etc. = Sta;‘.
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Division de S par St.
1 4~ 2a: -j- 3a? 4~ 4a? + etc. 

— 1 — 2a> — 3a? — 4a? — etc.
1 4*  2.r 4- 3a? 4- 4a? 4- etc.
1

O

Donc la série S est récurrente, el l’on a ~ — 1 — 2a; 4- xræ’, c—1 • S b Of
De l;'i on tire S=-------- -——, — = 1 ; par conséquent

1 — IX -f- yr O'5

1—2a?4_a? (I — a;)* ’
Remarque. En cherchant une règle pour reconnaître si une 

série est récurrente, nous avons considéré la série comme prove
nant d’une fraction dont le numérateur est de degré inférieur au 
dénominateur. Mais si cette dernière condition n’avait pas lieu, 
il est facile d’apercevoir que les mêmes explications, el par con
séquent aussi la même règle, subsisteraient toujours.

Sommation d’un nombre quelconque de lermes consécutifs d’une série 
récurrente. — Terme général.

o98. Trouver la somme d’un certain nombre de termes consé
cutifs d’une série récurrente.

Pour fixer les idées, supposons que l’échelle de relation ail trois 
lermes, que je désignerai simplement par les lettres p, q, r ; et soit 

A4-B4-C4-D....4-K4-L4-M4-N
la suite des termes dont on demande la somme. Par la nature même 
de la suite, on a

D = Ap-|-B7 4-^r,
E = Bp 4- Cq 4" Dr »

N = Kp 4*  L<7 4~ Mr >
et, en ajoutant ces égalités, il vient

D 4-E.... 4-N = (A + B ... 4-K;p 4-(B4-c.... 4-L)ÿ 
4-(C4-D....4-M)r.

En désignant par S la somme cherchée, cette équation devient
S—A—B-C = (S —L —M—N)p4-(S—A—M—N)ç

4-(S—A — B—N)r;
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et de là il est facile de tirer la valeur de S. Cette valeur est

S _ A-^B+C—r(A+B+N)—y(A+M+N)—p(L+M+N)
1 —r—q — p

399. Trouver le terme général d’une série récurrente.
Cette question est proposée la dernière, parce qu’elle est celle 

dont la solution est plus difficile. Supposons que la série ail pour 
fraction génératrice

j, a' + b'x.... + h'xn‘~' 
a-f- bx.... -\-kxm

On peut écrire cette fraction ainsi
F = (a'+ b'x.... -f-(a4- bx-j-kxm)-t;

et alors, en développant la puissance — 1, effectuant le produit el 
prenant dans ce produit la partie qui contient x à une puissance 
quelconque, il est clair qu’on aurait le terme général de la série 
récurrente. Mais la question se résout ordinairement par un autre 
procédé que je vais exposer.

On divise d’abord tous les termes de la fraction F par k, el on 
l’écrit sous la forme

U  a'iC’"-1 -|- B'iC”1-2 -j- de.
V xm-^~ «xm~i + flxm~i -f- etc. ’

On la suppose toujours réduite à sa plus simple expression, de 
sorte que U n’a plus aucun facteur commun avec V.

On décompose ensuite le dénominateur en facteurs binômes 
tels que x-^-a, soit en égalant ce dénominateur à zéro, soit par 
tout autre moyen ; et alors on considère la fraction comme résul
tant de l’addition de plusieurs autres qui auraient pour dénomi
nateurs ces différents facteurs. On détermine toutes ces fractions 
partielles, puis on forme le terme général du développement de 
chacune; et en faisant la somme de ces termes généraux, on aura 
le terme général de la série récurrente.

Dans cette décomposition en fractions partielles, il faut soigneu
sement distinguer dans V les facteurs simples de ceux qui sont 
élevés à des puissances. Pour chaque facteur simple x-j-a, on 
prendra une fraction de la forme

Pour chaque facteur tel que (x + 6)n, on en pourrait prendre une
A«z<n—i I - ® i etcde la forme------- ;—, ... —- : mais il est plus commode de(x -j- b)n r

n’avoir que des fractions à numérateurs monomes ; et, au lieu d’une 
fraction comme la précédente, on en prend n comme celles-ci :

N , Ni Na Nn_i .
(ic-j-ft)" ‘ 6)n_l i" (x-\-b')n~i x-\-b'

Il est sans doute inutile d’avertir que M, N, Ni,.... représentent 
des quantités indépendantes de x.

En conséquence, si on admet que V = (x+a){x + 5)n..., on 
posera

i N N, Nn„
V x a'(x -|- b)n ** x-[-b ‘

et la question sera réduite pour le moment à déterminer les nu
mérateurs M, N, Ni, etc. Mais celte détermination exigeant des 
développements assez étendus, je la renverrai dans un article sé
paré et je la regarderai ici comme effectuée.

La décomposition précédente une fois établie, la détermination 
du terme général de la série récurrente n’offre aucune difficulté. 
Chaque fraction partielle peut se mettre sous la forme l\p -f- 
en désignant par k un nombre entier positif qui peut être égal à 1. 
Si on développe cette puissance, on trouve facilement que le terme 
affecté de xn est

_X(_X_i)(_X-2)....(-k-n+l)
1.2.3........n lp X‘

C’est une somme de pareilles expressions, toutes renfermant xn 
et résultant des différentes fractions partielles, qui composent le 
terme général cherché.

Quand le dénominateur de la fraction génératrice renferme des 
facteurs imaginaires, ces facteurs amènent des quantités imagi
naires dans le terme général. Cependant si on suppose, comme on 
le fait toujours, que les coefficients du numérateur et du dénomi
nateur de la fraction proposée soient tous réels, il est évident, à 
priori, qu’en cherchant le développement de cette fraction au 
moyen de la division, le terme général ne renfermerait pas d’ima
ginaires. Par conséquent, on est assuré que toutes les imaginaires 
provenant des fadeurs du dénominateur devront se détruire.
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Décomposition d’une fraction rationnelle en fractions plus simples.

,,n„ .. ..... IJ a'xm~‘ + 4- etc.GOO. Reprenons la fracUon y e[c ,

que je regarderai toujours comme réduite à sa plus simple expres
sion. Après avoir décomposé V en facteurs binômes, j’ai distingué 
ceux qui n’y entrent qu’au premier degré de ceux qui y sont 
élevés à des puissances, el j’ai dit que, pour chaque facteur simple 

«4~«, on prenait une fraction de la forme - , tandis que

pour un facteur tel que (x-\-b')n, on en prenait n de la forme 
N ,____ Ni , N„_1

(a? -j- by‘ 1 («4-6)n-1""...... 1 x + b'
En conséquence, si l’on a V = (« -j- «) on posera

U_. M N N, , Nw_, , .
V «4-«~^ (x -j- b}" "i” («-f-t’)"-1”" 'x -j- b ' ’’

et c’est la détermination des numérateurs qui doit nous occuper.
Le moyen qui s’offre tout d’abord est de réduire le second 

membre en une seule fraction de même dénominateur que celle du 
premier ; et comme les deux numérateurs doivent alors être iden
tiques , on égalera entre eux les coefficients des termes semblables. 
On a ainsi m équations qui serviront à trouver les m inconnues 
M, N, Ni, etc. Ces équations sont toutes du premier degré; car, 
dans la réduction du second membre au même dénominateur, les 
inconnues ne se multiplient ni entre elles ni par elles-mêmes.

Par exemple, soit la fraction
«2 — x -j- 6

x3— x1— x -j- 1 ’
après avoir reconnu que le dénominateur est égal à (« 4~1) (x— l)s, 
on posera

— a; 4-6 31 N N,
x3 — x3'— a; -f- 1 ~'a;-|- 1 (« — l)2 x—1

En réduisant tout au même dénominateur, il vient d’abord 
«* —«4-6 = M |«‘—2M«-|-M

4-N1! 4- N 4-N
—N,;
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puis, Cil égalant les termes semblables, on aM4-Ni = 1, — 2M4-N=— 1, M4-N —Ni = 6.
De ces équations on tire M = 2, N = 3, Ni =— 1 ; el par suite la 
fraction donnée se décompose ainsi :

x- — « 4~ d _  2 , 3________ 1
x3 — x3— «4-1 — a:-f- 1 '"(«— l)i_ x — 1’

601. On sait que des équations du 1er degré peuvent être in
compatibles. Ainsi, il y a lieu de craindre que ce cas ne se pré
sente quelquefois pour celles qui servent à déterminer les numé
rateurs inconnus, et que par suite la décomposition en fractions 
partielles ne soit impossible. Mais je vais trouver les numérateurs 
de ces fractions par un procédé qui lèvera tous les doutes.

Soit x -j- a un facteur simple de V, et supposons que la fraction 
proposée puisse se décomposer ainsi

U M , U,
V ~ x 4- « Q ’

M étant une quantité indépendante de «, üi, une quantité entière 
par rapport 'a x, et Q le quotient de V par x 4- a. En réduisant au 
même dénominateur, il vient

U = MQ-|-Ui(«4-ti), doù Ci— ' / ' •

Pour que Ui soit une fonction entière de x, il faut que U — MQ 
soit divisible par«-|- a, ce qui exige que U — MQ s’évanouisse en 
y faisant x = — «.Si donc on désigne par u etq ce que deviennent 
alors U et Q, on aura

Telle doit être la valeur de M si la décomposition est possible. Cette 
valeur n’est ni nulle, ni infinie, ni indéterminée : car, d’un côté, 
la fraction proposée étant irréductible, U ne doit pas contenir le 
facteur x 4- a, de sorte que w est différent de zéro ; et, d’un autre 
côte, x -}-« n’entrant qu’une fois dans V ne doit plus se trouver 
dans Q, de sorte que q est aussi différent de zéro.

La valeur de M n’a été trouvée qu’en supposant la décomposi
tion possible. Ainsi, à parler rigoureusement, cette supposition 
doit être vérifiée, ce qui est à présenf sans difficulté. En effet, si 
on prend pour J1 la valeur trouvée, on est sûr que la quantité
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U — MQ sera nulle en y faisant x =—a; donc cette quantité est 
divisible par x 4- a. Or, en nommant Uj le quotient, on a

U - MQ = U,(x + a), U = MQ-j-U.fx -|- a), y = ,

et l’on obtient ainsi la décomposition qu’on voulait opérer.

La fraction doit être irréductible : autrement, on pourrait 

réduire le second membre de la dernière égalité à une fraction de 
dénominateur moins élevé que V ; donc la fraction proposée se
rait simplifiable, ce qui est contre la supposition.

Si x -f- b est un autre facteur simple du polynôme V, il devra être 
aussi un facteur simple du quotient Q ; on pourra donc opérer sur 

jy1 une décomposition semblable à celle qui a été faite sur y, et 

continuer ainsi jusqu’à ce qu’on ait épuisé tous les facteurs sim
ples. Mais on peut aussi, pour chaque fraction partielle, revenir à 
la fraction proposée elle-même.

Exemple. Soit la fraction
U_ .x3-|-7x84-13x4-3
V x4 -j- 3x3 4- x1 — 3x — 2’

Si on pose l’équation x4 4- 3X5 -J- æ2 — 3x — 2 = 0 et si on cherche 
ses racines, on trouve V = (x— l)(x4-2)(x-|-l)s; par consé
quent les deux facteurs simples donneront lieu, dans la décompo
sition , à deux fractions partielles de la forme

M M,
x—1 ' x 4-2'

Pour trouver M, on a recours à la formule M = -, dans laquelle 

u et q représentent les valeurs de U cl Q correspondantes à x=l. 
Ici on a (J = x3 7x! -|- 13x 4~ 3, Q=(x -f- 2; (x 4-l)‘i et la substi
tution de x = i donne u = 24, q = 12. Donc M = f$= 2.

Semblablement, pour calculer Mt, on fera x =— 2 dans U cl 
dans Q, mais alors il faut prendre Q=(x—l/x-j-l)2. 11 vient 
ainsi u = — 3, 7 =—3, Mt=l.

En conséquence les deux fractions partielles sont

x —1 'x-j-2
602. Occupons-nous maintenant des facteurs qui sont élevés
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à des puissances dans V. Soit V = (x4-à)"Q '■ si on considère la 
fraction ;—J-r—, ce qui vient d’être dit montre qu’on peut la 

décomposer ainsi
U____N_4_U1-

(x 4- — a?4" 0 ’
donc, en divisant les deux membres par (x-|- &)"-1, on aura

U N , IL
(x 4- ê)"Q ~ (x + by (x 4- by-'Q' 

Des décompositions toutes semblables donneront
IL Nt , U2

(x 4- 6)’-‘Q (x 4- by-' “T {x 4- by-'iï '
U2 _ n2 , u3

(x-f-ày-’Q (x4-6)"-8_t_(x4-5)”-’Q’ 

ainsi de suite jusqu’à ce que l’exposant n soit épuisé.
Le numéro précédent prouve que les valeurs de N, N„ N2,... sont

TV ____ AT ____ -MT ^2 £

N — q' N1~7’ N2 —~> etc-»

w, «1, w2,.... étant ce que deviennent U, 14, U»,... par la substi
tution de x = — b, et q étant ce que devient Q : il faut donc con
naître les polynômes U,, IL,.... Or, le numéro cité montre que ces 
polynômes s’obtiendront successivement en effectuant les divisions 
indiquées dans les formules

üt _Ui-N,Q
x -f- b ’ etc.

A l’égard des numérateurs Nt, N2,.... qui viennent après N, il 
faut observer que quelques-uns d’entre eux peuvent être nuis; car 
il est possible que quelques-uns des polynômes U2, U2,.... renfer
ment le facteur x -j- b.

Pour exemple, reprenons celui du numéro précédent, dans le
quel on a U=x34-7x’4-13x4-3, V = x44-3x,-|-x!—3x —2 = 
(x — 1) (#+2)(x -j-1)!. Le facteur (x -j-1)‘ donnera deux fractions 
partielles de la forme

_n_V ’

La quantité désignée par 4J «csr(y=4 * 
x =—1, dans U et Q, on trouve w= — 4, ÿ =

l)(x-|-2). Si -on fait 
—2; donc N = 2.
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Alors on cherche le polynôme U] par la formule U( = 5'JC —J 1
et, tout calcul fait, il vient Ui = x'--\-4x-\-7. La substitution de 
x——1, dans Ui et Q, donne «i = 4, rj ——2; donc Ni=—2.

Donc les deux fractions partielles, qui correspondent à (æ-|-1)!, 
sont

_2_______ 2
(x-j-l)s x 1

et, si on les réunit à celles qui ont été trouvées dans le numéro pré
cédent, on aura la décomposition complète de la fraction propo
sée , savoir :

x'’ / x~ 4~ 13*c  4~ 3 _  2.1.2 2
a?4~ 3a:3 4~ æ2— 3a? — 2 x— 1 ' x 4- 2 {x 4- l)3~æ 4- 1’
La décomposition d’une fraction rationnelle est utile non-seu- 

lcnicnt pour la détermination du terme général d’une série ré
currente, mais encore dans une partie importante du calcul inté
gral ; et pour cette raison j’ai cru devoir la traiter avec étendue.

«L û
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qui désirent s’initier aux principes de la Mécanique pratique. In-8, avec 140 
figures dans Je texte; .......................................................................................................... 6 fr.

-/GARNIER —Leçons de Statique, à l’usage des aspirants à l'Ecole impériale 
Polytechnique. In-8, avec planches; 1811.............................................................. 4 fr*

JARIEZ ( J.). — Cours élémentaire de Mécanique industrielle à l’usage des 
élèves des Ecoles impériales d’Arts et Métiers. 2° édition, 2 parties et 2 atlas ; 
In-8 1849..................................... ................................................................................... .. x5 fr.

7
*JULLIETJ (le P.), de la Compagnie de Jésus. — Problèmes de Mécanique 

rationnelle disposés pour servir d’application aux principes enseignés dans 
les Cours. Cet ouvrage renferme les questions nouvellement introduites dans le 
Programme de la Licence et de nombreuses applications pratiques. 2 vol. in-8, 
avec figures dans le texte; 1855...................................................................................... 12 fr.

/LAGRANGE.— Mécanique analytique. Troisième édition, revue, cor
rigée et annotée par M. J. Bertrand, Membre de l’institut. 2 vol. in-4 ; 
1855............................................................................................................................................. 4° fr-

*MAHISTRE.— Cours de Mécanique appliquée. In-8, avec 211 figures inter
calées dans le texte; ï858................................................................................................... 8 fr.

/MONGE. — Traité élémentaire de Statique, à l’usage des Ecoles de la Ma
rine. 8e édition conforme à la précédente, revue par M. Hachette, membre de 
l’institut; et suivie d’une Note contenant une nouvelle démonstration du 
parallélogramme des forces; par M. -dag. Cauchy. In-8; 1846........... 4 fr»

POINSOT, membre de l’institut, du Bureau des Longitudes, etc. — Éléments 
de Statique. ()e édition; in-8, avec pl., considérablement augmentée; 1848. 
{Ouvrage adopté par le Conseil dé VInstruction publique.)...................... 6 fr. 5o c.

/POISSON (S.-D.), membre de l'institut. — Traité de Mécanique. 2eédition, 
considérablement augmentée ; 2 forts vol. in-8; 1833....................................... '8 fr.

*VIEILLE (J.), maître de Conférences à l’Ecole Normale, professeur de Mathé
matiques supérieures au Lycée Louis-le-Grand- — Cours complémentaire 
d’Analyse et de Mécanique rationnelle, professé à l’Ecole Normale. .ln-8, 
avec planches; i85r............................................................................................................ 7 fr.

TABLES DE LOGARITHMES.
CALLET (F ). — Tables portatives de Logarithmes, contenant les loga

rithmes des nombres depuis 1 jusqu'à 108 000, les logarithmes des sinus et 
tangentes de seconde en seconde pour les cinq premiers degrés, de dix en dix 
secondes pour tous les degrés du quart de cercle, etc. In-8; tirage de 1809. 15 fr.

*HOUEL.— Tables de Logarithmes à cinq décimales, pour les nombres et 
les lignes trigonomélriques, suivies des Logarithmes d’addition et de sous
traction ou Logarithmes de Gauss et de diverses Tables usuelles. In-8; 
i858. ( L’introduction de cet Ouvrage dans les Écoles publiques est autorisée 
par décision du Ministre de l’instruction publique et des Cultes en date du 
22 Août 1839.)........................................................................•............................................. 2 fr.

•/LALANDE.— Tables de Logarithmes pour les Nombres et les Sinus à CINQ 
DÉCIMALES; revues par le baron Reynaud. Nouvelle édition augmentée de 
Formules pour la Résolution des Triangles, par M. Baillcul, directeur de l'impri- 
merie de Mallet-Bachelier, ln-18; iSfio. (L’introduction de cet Ouvrage dans 
les Ecoles publiques a été autorisée par décision du Ministre de l’instruction 
publique el des Cultes.)....................................................................................................  2 fr.

/LALANDE.— Tables de Logarithmes, étendues à SEPT DÉCIMALES, par 
F.-C.-M. Marie, précédées d'une Instruction dans laquelle on fait connaître les 
limites des erreursqui peuventrésulterderemploidesLogarithmesdes nombres 
et des lignes Lrigonométriques; par le baron Reynaud. Nouvelle édition aug
mentée de Formules pour la Résolution des Triangles, par M. Baillcul, directeur de 
l’imprimerie de Mallet-Bachelier. In-12; 1859........................................ 3 fr. 5o c.

KORALEK (Ph.\ ancien élève de l’Ecole Polytechnique de Vienne en Au
triche. — Méthode nouvelle pour calculer rapidement les Logarithmes des 
nombres et pour trouver les Nombres correspondants aux Logarithmes. 
ln-8;i85i..........................................................................................................   2 fr.

iVEGA — Thésaurus Logarithmorum completus, ex Mathematica Loga- 
rithmica et ex Trigonometria artifîciali Adriani Vlacci collectais.In-fol. 25 fr.COURS DE MATHÉMATIQUES.

fHABlNET, de l’institut,el HOUSEI., professeurde Mathématiques.— Calculs 
pratiques appliqués aux Sciences d'observation. In-8, avec j5 figures dans le 
texte; 1857............................................     6 fr. 
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fCOMBEROUSSE (Charles de), Ingénieur civil, Examinateur d'admission à 
l’Ecole Centrale des.Arts et Manufactures, Répétiteur de Mécanique appliquée 
à la même Ecole, Professeur de Mathématiques et de Mécanique nu Collège 
Chaptal.-— Cours de Mathématiques, à l’usage des Candidats à l’Ecole Cen
trale des Art3 et Manufactures, pouvant servir également à tous les Elèves qui 
se destinent aux autres Ecoles du Gouvernement. 3 vol. in-8, avec figures 
intercalées dans le texte.

Chaque volume se vend séparément.
Le Tome Ier, actuellement en vente, comprend l’Arithmétique et l’Algèbre 

élémentaire.................................................................................................................... 7 fr. 5o c.
Le Tome II contiendra : la Géométrie plane,— la Géométrie clans l’espace,— 

le Complément d’Algèbre et de Géométrie,— la Trigonométrie.
Le Tome III: la Géométrie descriptive,— la Géométrie analytique, — des 

Notions de Mécanique et de Physique.
ïFRANCŒUR (L.-B.)—Cours complet de Mathématiques pures, ouvrage 

destiné aux Elèves des Ecoles Normale et Polytechnique, et aux candidats 
qui se préparent à y être admis. 4e édition ; 2 vol. in-8, avec pl.; 183;. 12 fr.

iGERONO et ROGUET. — Programme détaillé d’un Cours d’Arithmétique, 
d’Algèbre et de Géométrie analytique, comprenant les connaissances exi
gées pour l’admission aux Ecoles du Gouvernement, suivi de Notes et des Enon
cés d’un grand nombre de problèmes. ( La Note IV est intitulée : Sur la théo
rie des polynômes homogènes du second degré, d’après M. Ilerrnite.) 4e édit, 
entièrement refondue. In-8; i856.................................................................. 3 fr. 5o c.

iREYNAUD.— Traité élémentaire de Mathématiques et de Physique, suivi 
de Notions sur la Chimie et sur l’Astronomie, à l’usage des élèves qui se 
préparent aux examens pour le baccalauréat ès lettres. 4e édition -, 2 vol. in-8, 
avec planches; 1844........................................................................................................... 12 fr.

Le tome 1er se vend séparément............................................................................. 5 fr.
fREYNAUE) et DUHAMEL, ancien élève de l’École Polytechnique. — Pro

blèmes et développements sur diverses parties des Mathématiques. 
In-8, avec planches, 1823............................. .................................................... 6 fr. 5o c.

fSAUR Y, ancien professeur de Philosophie à l’Université de Montpellier.— 
Institutions mathématiques servant d’introduction à un Cours de Philoso
phie à l’usage des Universités de France. 6e édition; in-8, avec planches: 
1835 ................................ .. ......................................................................................................... 5 fr.

‘TONDEUR, professeur de Mathématiques. — Questionnaires et Exercices pré
paratoires à la composition et à l’examen du Baccalauréat ès Sciences, 
suivis d’un Recueil de Compositions. (Rédigés conformément aux nouveaux 
Programmes de l’enseignement dans les Lycies). I11-12 ; i855.... a fr. 5o cASTRONOMIE ET COSMOGRAPHIE.

t ARAGO (F.). — Analyse de la vie et des travaux de sir William Herschel. 
In-18......................................................................................................................... ................... 1 fr.
Astronomie populaire. vol. avec 24 cartes et planches (80 figures) sur acier 

et 3oo figures dans le texte......................................................................................... 3o fr.
BACH, professeur au Lycée de Strasbourg. — Calculs des Eclipses de Soleil 

parla méthode des projections. In-8, 18G0............................. .. ....................... 2 fr.
iBIOT, membre de l'Académie des Sciences et de l’Academie Française. — Traité 

élémentaire d’Astronomie physique, 3e édition, corrigée et augmentée. 5 vo
lumes in-8 avec gj planches; 1807........................................................................... 65 fr-

BRIOT (Ch.)..— Cours de Cosmographie, ou Éléments d’Astronomie, com
prenant les matières du Programme arrêté pour l'enseignement des lycées et 
l’admis6ion aux Ecoles spéciales. 3e édit. In-8 avec gj figures intercalées dans 
le texte, et 3 planches dont deux gravées à l’aqua-tinta. Paris ; 1860.. • 5 fr.

CHARPENTIER (F.E.-A.), ancien officier supérieur. — De !• Pesanteur 
terrestre. In-8; 185g...................................   3 fr. 5o c.

COUL VIER-GRAVIER. — Recherches sur les Météores. ïn-8, avec figures 
et planches; 185g............................................................................................................. 10 fr.

DELAMBRE . membre de l’institut. — Traité complet d’Astronomie théo
rique et pratique. 3 vol. in-4, avec planches; 1814........................................... 4°

9 
fDELAMBRE. — Histoire de l’Astronomie ancienne. 2 vol. in-4 avec planches ; 

1817............................................................................. ................................................................ u5 fr.
iDELAMBRE.— Histoire de l’Astronomie du moyen âge. 1 vol. in-4, avec 

planches; 181g....................................................................................................................... 20 fr.

jDEL AMBRE.—Histoire de l’Astronomie moderne. 2 v.in-4, avec pl. ; 1821. 3o fr. 
-TDELAMBRE. —Histoire de l’Astronomie au XVIIIe siècle; publiée par

M. Mathieu, membre de l’Acadcmie des Sciences et du Bureau des Longitudes. 
ln>4, avec planches; 1827............................................................................................. 20 fr.

DELAUNAY (Ch.), ingénieur des Mines. — Cours élémentaire d’Astronomie, 
concordant avec les articles du Programme officiel pour l’enseignement de la 
Cosmographie dans les lycées. 2e édition. Jn-12, avec pl.; 1S55.. 7 fr. 5o c.

F AYE, membre de l’institut.— Leçons de Cosmographie. 2e éd.; in 8. 6 fr.
FFRANCCEUR (L.-B.). — Uranographie, ou Traité élémentaire d’As

tronomie, à l’usage des personnes peu versées dans les Mathématiques, 
des Géographes, des Marins, des Ingénieurs, accompagnée de Planisphères. 
6e édition, revue, corrigée et augmentée d'une Notice sur la Vie et les 
Ouvrages de l’Auteur, par M. Francœur fils, professeur de Mathématiques 
spéciales au College Chaptal et à l’École des Beaux-Arts. (Dédiée à M. F. 
Arago,') r vol. in-8, avec planches; «853................................................................ 10 fr.

tHARANT (H.), licencié ès Sciences, et LAFFITE (P ), professeur de Mathé
matiques.— Leçons de Cosmographie, rédigées d'après les Programmes arrêtes 
par la Commission chargée des attributions du Conseil de perfectionnement et approu
vées par le Ministre de la Guerre. In-8, avec pl.; 1853........................ 3 fr. 5o C.

-fTMBARD. — De la Mesure du Temps, et Description de la Méridienne 
verticale portative du Temps vrai et du Temps moyen pour régler les 
pendules et les montres, etc. 2e édition . In 18 , avec planches 1857. 1 fr.

^LACROIX. — In Production à la connaissance de la Sphère, ln-18; avec 
planches; 1832........................................................................................................... 1 fr. 25 c.

fLAPLACE.— Exposition du Système du Monde. 6e édition, précédée de 
l’Éloge de l’auteur par M. le baron Fourier, In-4, P:,P’CI î,vcc portrait; 
1835........................................................................................................................................... 15 fr.

*LOUPOT, professeur de Mathématiques au Lycée de Nîmes.— Éléments d’As
tronomie à l’usage des personnes peu versées dans les Mathématiques. ïn-8, avec 
planches; 1842................... . ...................... .................................................... 5 fr. 5o c.

‘PONTÉCOULANT (G. de), ancien élève de l’Ecole Polytechnique, colonel 
au corps d’Etat-major. — Théorie analytique du système du Monde. 3e éd. 
considérablement augmentée, tomes 1 et 11, in-8; i856.......................... 18 fr.

Cette nouvelle édition des tomes I et II dans laquelle se trouvent les Supplé
ments des livres 11 et V, forme un Traité complet d’Astronomie théorique, et 
peut être considérée comme une Introduction à la Mécanique céleste de Laplace, 
et un Complément à la Mécanique de Poisson,

On vend séparément :
fLes tomes III et IV (ire édition)......................................................................... 33 fr.
fLetomcIV. (ire édition)...................................................................................... 18 fr.

Suppléments aux livres II et V (irc édition)....................................... 2 fr. 5o c.
Supplément au livre VII ; 1860................................................................... 2 fr. foc.
L’ouvrage complet, 4 volumes............................................................................... 5o fr.CHIMIE.

BARRESWIL et DAVANNE. — Chimie Photographique, contenant les 
éléments de Chimie expliques par des exemples empruntés à la Photographie; les 
procédés de Photographie sur glace (collodion sec ou humide el albuminé), sur 
papiers, sur plaques; la manière de préparer soi-mème, d'essayer et d'employer 
tous les réactifs et d’utiliser les résidus, etc.; 2e édition, ornée de 3r figures 
dans le texte, ln-8; 1858..................................................................................... 7 fr. 5o c.
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*BERTHELOT; Professeur de Chimie organiquo à l'Ecole de Pharmacie. — 
Chimie organique fondée sur la synthèse, i forts volumes in-8 (i52O pages),
tirés sur grand raisin; 1860......................................................................................... 20 fr.

fBOUSSINGAULT, membre de l'institut. — Agronomie, Chimie agricole et 
Physiologie, tome 1er, 2e édition ; in-8 avec 2 planches; 1860................. 5 fr.

Dans ce volume PAuteur a réuni ce qui est relatif à l'action des principes les plus 
actifs des engrais sur le développement des plantes, au sol fertile considéré dans 
ses effets sur la végétation.

Dans les volumes suivants, il exposera ses recherches sur la terre végétale, sur 
le terreau, et donnera la description des procédés du dosage de l’ammoniaque et 
des nitrates, les observations concernant le bétail et la production du lait, etc. 
( Le tome II est sous presse).
tCAHOURS (Auguste), examinateur de sortie pour la Chimie à l’Ecole impé

riale Polytechnique.— Traité de Chimie générale élémentaire. Leçons pro
fessées à l’Ecole centrale des Arts et Manutactures. 2e édition. 3 vol. in-18 avec 
figures et planches ; 1860................................................................•............................. 12 fr.

Le tome I comprend l’étude des Métalloïdes et leurs composés principaux; le 
tome 11 est entièrement consacré à l’étude des Métaux; le tome lîl traite
exclusivement des composés organiques.

ïFLANDIN (Ch.), docteur en médecine de la Faculté de Paris. — Traité des 
Poisons, ou Toxicologie appliquée à la Médecine légale, à la Physiologie 
et à la Thérapeutique. 3 vol. in-8, avec planches; i853........................ ai fr.

Les tomes II el III se vendent séparément....................................................... 14 fr.
7JULIEN- (Stanislas), membre de l'institut. — Histoire et Fabrication de la 

Porcelaine chinoise, ouvrage traduit du chinois; accompagné de Notes et Ad
ditions par M. Alphonse Salvétat,chimiste à la Manufacture impériale de Porce
laine de Sèvres ; et augmenté d’un Mémoire sur la Porcelaine du Japon, 
traduit du japonais par M. le docteur Hoffmann ( Dédiée à M. le Ministre de 
l'instruction publique). Beau volume imprimé sur grand raisin fin glacé,avec 
figures gravées sur bois, 14 planches, et une carte de la Chine indiquant l’empla
cement des manufactures de porcelaine anciennes et modernes. Gr. in-8 ; 1856.

12 fr.
* LAURENT (A.), membre correspondant de l’institut ( Académiedes Sciences, 

Section de Chimie), ingénieur des Mines, ancien professeur de Chimie à la 
Faculté des Sciences de Bordeaux, Essayeur à la Monnaie. — Méthode de 
Chimie, précédée d’un Avis au lecteur, par M. Biol, membre de l'institut. 
ln-8, avec figures dans le texte; i854......................................................................... 8 fr.

P AVEN. — Précis de Chimie industrielle. 2 vol. in-8 de texte et i vol. de 
planches; 4e édition.......................................................................................................... 25 fr.

FSAINTE-CLAIRE DEVILLE (H), maître de conférences à l’Ecole Nor
male, etc. — De l’Aluminium. Ees propriétés, sa fabrication et ses applica
tions. In-8°, avec planches; i85g..................................................................... 3 fr. 5o c.

iSALVÉTAT (A) , chef des travaux chimiques à la manufacture impériale de 
Sèvres. — Leçons de Céramique professées à l’Ecole Centrale des Arts èt 
Manufactures, on Technologie céramique, comprenant les Notions de Chi
mie, de Technologie et de Pyrotechnie applicables à la fabrication, à la 
synthèse, à l’analyse, à la décoration des poteries. 2 vol. in-18, avec 479 B" 
gures dans le texte............................................................................................................... 12 fr.

TESTELIN ( Aug. ). — Essai de Théorie sur la formation des images pho
tographiques rapportée à une cause électrique. Les figures roriques , 
les figures magnétiques, la thermographie, tic. In 8; Gand, 1860.... 5 fr»PHYSIQUE.

iBILLET, professeur de Physique à la Faculté des Sciences de Dijon. —Traité 
d'Optique physique. 2 forts vol. in-8 avec 14 planches composées de 33^ figures; 
i858-i85g ............................................................................................................................ 15 fr.

DU MONCEL (Th.). — Etude des lois des courants électriques au point 
de vue des applications électriques. In-8, avec fig. ; 1860....................... 4 fr*

GAKOT (A.), professeur de Mathématiques et de Physique. — Traité élémen
taire de Physique expérimentale et appliquée et de Météorologie. 9e édit.; 
in-12; 18G0................................................................................................................................ 7 fr.

GANOT. — Cours de Physique purement expérimentale à l’usage des gens 
du monde, ln-12, avec 3o8 ligures dans le texte; 18^9...................... 5 fr. 5o c.

GAUGAIN (J.-M.). — Théorie mathématique des courants électriques; 
traduit de l'allemand de G.-S. Ohm, augmentée de Préface et Notes. In-8 avec 
figures dans le texte; 1860...................................................-..................................... 5 fr.

FHIE.N (G.-A.), ingénieur civil. — Recherches sur l’Equivalent mécanique 
de la chaleur, présentées à la Société de Physique de Berlin, ln-8 avec 
planches et tableaux; 1858................................................... ....................................... 8 fr.

tJAMIN (M.-J.), professeur de Physique h l'Ecole Polytechnique. — COURS 
DE PHYSIQUE DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE.

Le Cours complet formera 3 vol. in-8 avec figures intercalées dans le texte, 
et planches sur acier.

Le Ier volume, contenant 568 pages, avec 270 figures intercalées dans le texte, 
une planche sur acier, se vend séparément... ■................................................ <2 fr.

Ce Ier volume, dont l'introduction dans les Écoles publiques est autorisée par 
décision du Ministre de l'instruction publique et des Cultes en date du ‘2'1 Août i85g, 
renferme la matière de l’enseignement des Lycées : les développements y sont 
étendus, mais élémentaires, et l’on n'y a fait usage que des connaissances 
mathématiques possédées par les candidats; il contient l’étude des propriétés 
générales des Solides, des Liquides et des Gaz, l’Eleclricité statique et le 
Magnétisme.

Les deux autres volumes répondent chacun aux deux années de l’Ecole Poly
technique :

L’un, qui est le deuxième de l’ouvrage, comprend la Chaleur et l’Acoustique 
(544 pages, 191 figures intercalées dans le texte, et 3 planches dont 2 sur acier.

L’autre, qui est le troisième, renfermera la Théorie des Piles, la Bhéomélrie, 
les Propriétés des Courants, nuis l’Etude géométrique et théorique de la Lumière.

Prix des volumes 11 et III (ENSEMBLE.)..................................................... 20 fr.
Le volume II a paru. Le IIl€ paraîtra prochainement.

FLAMÉ (G.), membre de l’institut. — Leçons sur la Théorie mathématique 
de l’élusticité des corps solides, ln-8, avec pl.; 1852. .................................. 5 fr.

*MATTEUCCI ( C.), professeur de Physique à l’Universilé de Pise.— Cours 
spécial sur l’induction, le Magnétisme de rotation, le Diamagnétisme, 
et sur les relations entre la force magnétique et les actions moléculaires. 
In-8, avec planches; 1854................................................................................................. $ fr.

*MATTEUCCI, professeur à l’Universilé de Pise. — Cours d’électro-physio
logie, professé à l’Universilé de Pjse en 1856. ln-8, avec planches; i858. 4 fr*

tPIERRE, professeur de Mathématiques. — Exercices sur la Physique, ou 
Recueil de Questions, de Problèmes et d’Eclaircissements sur différentes par
ties de celle science, avec les solutions. ln-8, avec 4 gr. pLiich.................. 4 fr*

tPOXSSON. — Théorie mathématique de la Chaleur, avec un Supplément 
ou Mémoire sur les températures du globe et de l'espace à differentes époques, 
1835 et 1837. 2 vol. in-4................................................................................................ 26 fr.
Le Supplément (1837) se vend séparément............................................................. 6 fr.

tREECH — Théorie générale des effets dynamiques de la chaleur, ln~4, 
avec planches ; i854.............................................................................................................. 10 fr.

iSENARMONT ( de). — Traité de Cristallographie; traduit de l'anglais de 
Miller. In 8, avec tapi.; 1842.................................................................................. 5 fr.GÉOGRAPHIE.

tOGER (F. ), Professeur d’IIistoire et de Géographie.— Géographie physique, 
militaire, historique, politique, administrative et statistique de la France, 
rédigée conformément au Programme officiel, à l’usage des Candidats à l'Ecole 
militaire de Saint-Cyr. 2e édition, revue, corrigée et augmentée de la Géogra
phie industrielle et commerciale; voiume in-8, avec ATLAS de 17 Cartes 
in-plano; ;86o.................................................................................................................... 10 fr.
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BRETON (de Champ), ingénieur des Ponts et Chaussées. — Traité du Nivel

lement, comprenant la Théorie et la Pratique du Nivellement ordinaire 
et des Nivellements expéditifs dits préparatoires ou de reconnaissance. In-8, 
avec planches................... .. ..................................................................................................... 5 fr.

rFRANCŒUR (L-B.) — Traité de Géodésie, comprenant la Topographie, 
l’Arpentage, le Nivellement, la Geomorphie terrestre et astronomique, la Con
struction des Caries, la Navigation, augmentée de Notes sur la mesure des 
bases, par M. Ilossard, lieutenant-colonel aux Ingénieurs-géographes, profes
seur d’Astronomie à l’École Polytechnique, 3e édition, revue, corrigée par 
Al. francœur lils, professeur de Mathématiques à l’Ecole des Beaux-Arts. In-8. 
avec il planches; i855..................................................................................................... 10 fr.

4GOULARD HENRIONNET, attaché à l'administration centrale des Eaux 
et Forêts.—Guide du Géomètre pour les opérations d’Arpentage et le rap
port des plans, suivi d'un Traité de Topographie et de Nivellement. Ou
vrage pat ticulierement utile «aux Agents torestiers chargés de ces opérations, 
aux Contrôleurs des ccntributions directes, aux Conducteurs des Ponts et 
Chaussées et aux Agents Voyers, contenant toutes les méthodes pratiques pro
pres à faciliter l’application sur le terrain el au cabinet, des piincipes théori
ques constituant Part de l’Arpenlcur. In-8 avec 24 planches dont deux colo
riées ..........................................................................................................................   12 fr.

fDAUR.— Traité de Géodésie pratique simplifiée. 2 vol. in-8, avec 15 pl ;
1855............................................................................................................................................. 10 fr.

{"DEFÉVRE.— Abrégé du nouveau traité de l’Arpentage, ou Guide pratique 
etmémoratif de i'Arpenteur, particulièrement destiné aux personnes qui n’ont 
point étudie la Geometrie, contenant toutes les méthodes nécessaires pour l'Ar- 
penlage, le Lève des plans, l’Amenagement des bois, le Nivellement, le Toisé, 
suivi d'un nouveau mode d’observer les angles d’une triangulation, etc. Gros 
vol. in-i2;avec 18pl. dont une coloriée.................................................................. 7 fr.

rMARIE, professeur de Mathématiques et de Topographie.— Principes du 
Dessin et du Davis de la Carte .topographique, présentés d’une manière élé
mentaire cl méthodique, avec tous les développements néccssaiies aux personnes 
qui n'ont pas l’habitude du Dessin; accompagnés de 9 modeler, dont 8 sont 
colories avec soin. 1 vol. in*4  oblong; 1815........................................................... 15 fr.

{-PUISSANT. — Traité de Géodésie, ou Exposition des méthodes trigonomé- 
triques et astronomiques, applicables, soit à la mesure de la terre, soit a la con
fection du canevas des caries et des plans topographiques. 3e édition, corrigée 
cl augmentée ; 2 vol. in-4, avec planches; 1842................................................. 4°

7RECNAULT (J.-J.).— Traité de Géométrie pratique et d’Arpentage com
prenant les Opérations graphiques el de nombreuses Applications aux Tra
vaux de toute nature à l’usage des Ecoles professionnelles, des Ecoles norma
les primaires, des employés des Ponts et Chaussées, des Agents-Voyers, etc. 
2e édition, revue cl augmentée, ln-8, avec 14 pL; 1860.......................... ’.. 5 fr.

fREYNAUD et POMMIÉS.—Manuel de l’ingénieur du Cadastre. In-4» 12 fr.

rTHOZEL, géomètre de première classe du Cadastre du département de l’Oise. 
— Arpentage et Géodésie pratique, ouvrage dans lequel on peut apprendre 
le Système métrique, l’Arpentage, la Division des terres, la Trigonométrie 
rectiligne, le Levé des plans, laGnonionique, etc. In-4,avec planches; i843« 4DESSIN ET PERSPECTIVE.

BOUCHET (Jules), Chef de travaux graphiques à l’Ecole Centrale. — Exer
cices de Dessin linéaire et de Davis à l'usage des aspirants à l’Ecole centrale 
des Arts et Manufactures, (Ilecueil approuvé par le Conseil des Eludes). In-folio 
oblong.......................................................................................................................................... 6 fr. 

i3
fDEDAISTRE (D. ), professeur do Dessin générai. — Cours complet de Dessin 

linéaire, gradué et progressif, contenant la Géométrie pratique, élémentaire 
et descriptive ; l'Arpentage, la Levée des Pians et le Nivellement ; le Tracé des 
Cartes géographiques; des Notions sur l’Architecture ; le Dessin industriel; la 
Perspective linéaire et aérienne; le Tracé des ombres et l’élude du Lavis. 
Quatre Parties, composées de 60 planches et 70 pages de texte in«4 oblong à 
deux colonnes, tirées sur jesus.

Prix de l’ouvrage complet cartonné..................................................................... i5 fr.
Messieurs les Professeurs et les Elèves pourront se procurer les Planches sépa

rément sans le texte. — Prix de chaque Planche....................................................... 25 c.
GOURNERIE (Jules de la), Ingénieur en chef des Ponts et Chaussées, profes

seur de Géométrie descriptive à l'Ecole Polytechnique et au Conservatoire des 
Arts et Métiers.—Traité de Perspective linéaire, contenant les tracés pour 
les tableaux plans et courbes, les bas-reliefs et les décorations théâtrales, avec 
une théorie des effets de perspective; ouvrage conforme au cours de Perspective 
qui fait partie de l’enseignement de la Géométrie descriptive au Conservatoire 
des Arts et Métiers. Un volume in-4°, avec atlas in-folio de 45 planches, dont 
8 doubles ;i 85g................................................................................................................... 4° ^r*

tGUIOT. —Éléments de Perspective linéaire, comprenant la Théorie et les 
procédés pratiques de cette science, avec un grand nombre de problèmes numé
riques et d'applications usuelles, les principes de la Géométrie descriptive, et 
des notions sur les Ordres d’Architecture. 2e édit.; in-8°, avec un atlas grand 
in-4 de 3n planches.................................................................................   10 fr.

MARIE. — Principes des Écritures en caractères ordinaires et en carac
tères moulés, appliqués aux Plans et aux Cartes, et suivis de dix modèles gra
vés avec soin , etc. In-4 oblong......... ..............................................................  6 fr.

{THIERRY fils, graveur, éditeur du Vignole de Poche. — Méthode graphique 
et géométrique ou le Dessin linéaire appliqué aux arts en général, rl en par
ticulier h la Projection des Ombres, à la pratique de la Coupe des Pierres, à la 
Perspective linéaire et aux cinq ordres d’Architecture ; ouvrage utile à tous les 
Artistes et Ouvriers employés à la construction et à la décoration des édifices; 
aux Maçons, Tailleurs de pierres, Marbriers, Charpentiers, Serruriers, Menui
siers, Peintres-Décorateurs, ct généralement à tous ceux qui exercent des arts 
mécaniques et industriels; 2e édition, revuect corrigée par M. C.-F.-Af. Marie, 
professeur de Mathématiques et de Topographie. Grand in-8 oblong, avec 
5o planches; 18^6..................................................................................................... 8 fr. 5o c.ARCHITECTURE, TRAVAUX PUBLICS, PONTS ET CHAUSSÉES, HYDRAULIQUE ET MÉTALLURGIE.

BELANGER (J.-N.). professeur à l’Ecole impériale Polytechnique et à l’Ecole 
centrale des Arts et Manufactures. —Théorie de la résistance et de la flexion 
plane des solides dont les dimensions transversales sont petites relativement 

à leur longueur. In-8, avec planches; i858...................................................... 3 fr.
*BOIDEAU, professeur de Mécanique appliquée h l’Ecole impériale d'application 

de P Artillerie et du Génie. — Traité de la Mesure des Eaux courantes, ou 
Expériences, Observations et Méthodes concernant les lois des vitesses, le 
jaugeage et l’évaluation delà force mécanique des cours d’eau de toute gran
deur; le débit des pertuis des usines, des fortifications et des canaux d’irriga
tion ; et l’action dynamique des courants sur les corps en repos, ln-4, avec 
7 planches, 185A..............................     20 fr.

SOURDAIS (Jules), Ingénieur, ancien élève de l'Ecole Centrale des Arts et 
Manufactures.—Traité pratique de la Résistance des Matériaux appliquée 
à la construction des ponts, des bâtiments, des machines, précédé de No
tions sommaires d’Analyse et de Mécanique, suivi de Tables numériques don
nant les moments d’inertie de plus de 5oo sections de poutres differentes. In-8. 
avec planches........................................................................................................................... 6 fr*

BRESSE, ingénieur des Ponts et Chaussées, répétiteur de mécanique aux Ecoles 
impériales Polytechnique et des Ponts et Chaussées.— Recherches analytiques 
>ur la flexion et la résistance des pièces courbes, accompagnées de Tables 
numériques pour calculer la poussée des arcs chargés de poids d’une manière 
quelconque, ctleur pression maximum sous une charge uniformément répartie. 
ln-4, avec plauchcs; 1854............................................................................................. i5 fr.
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fDARCY. — Recherches expérimentales relatives au mouvement des eaux 

dans les tuyaux, avec Tables relatives au débit des tuyaux de conduite, In-q 
avec 12 grandes planches; 1837..................... f........................................................... 20 fr.

tDUFRÉNOY, ÉLIE DE BEAUMONT, DÉON COSTE et PERDONNET, 
ingénieurs des Mines. — Voyage métallurgique en Angleterre, ou Recueil 
de Mémoires sur le gisement, l’exploitation et le traitement des minerais de 
fer, étain, plomb, cuivre, zinc, dans la Grande-Bretagne. 2e édition, corrigée 
et considérablement augmentée ; 2 forts vol. in-8, avec atlas de 3g gravu
res planches, compris deux cartes géologiques de l’Angleterre, coloriées 4° fr.

On vend sépa,‘ément la Carte géologique des Bassins houillers de l’Angle
terre, de l’Ecosse et du Pays de Galles. 1 feuille sur papier colombier, colo
riée avec soin............................................................................................................................ 6 fr.

CENDRÉS (E.), ancien élève de l’Ecole Polytechnique, ingénieur des Ponts et 
Chaussées. —Manuel du Conducteur des Ponts et Chaussées, d’après le der
nier Programme officiel des examens. Ouvrage indispensable aux Conducteurs et 
Employés secondaires des Ponts et Chaussées et des Compagnies de Chemins 
de fer, aux Agents voyers et h tous les Candidats à ces emplois. 3e édition, 
2vol. in-S, avec 577 figures dans le texte et 4 planches d'instruments dessinés 
et gravés d’après les meilleurs modèles; 1860 ................................................. 13 fr.

CENDRÉS (E.), ancien élève de l’Ecole Polytechnique, ingénieur des Ponts et 
Chaussées. — Vade-Mecum administratif de l’entrepreneur des Ponts et 
Chaussées, ou Recueil raisonné des documents relatifs à l'adjudication, à l’exécu
tion et au règlement des travaux, avec l’exposé détaillé de la procédure et de la 
jurisprudence des Conseils de Préfecture et du Conseil d’Etat, ln-12; 185g.

3 fr. 5o c.
tMEISSAS (N.), ancien ingénieur du chemin du fer de Paris à Cherbourg, 

Censeur des Etudes au lycée de Cahors. — Tables pour servir aux études et 
à l’exécution des Chemins de fer, ainsi que dans tous les travaux où l'on 
fait usage du Cercle et de la mesure des Angles. Ouvrage honore de la Sou» 
scription des Ministres des Travaux publics, de l'instruction publique, de la 
Guerre, de la Marine et de l'Algérie. ln-12 de 4^8 pages en tableaux, avec
figures dans le texte; 1860.............................................................................................. 8 fr.

Cartonne........................................................................................................................... g fr.
iREGNAULT (J.-J.). — Manuel des Aspirants au grade d’ingénieur des 

Ponts et Chaussées. — Guide du Conducteur des Ponts et Chaussées, de 
l’Agent voyer, du Garde du Génie et de VArtillerie, rédigé d’après le nou
veau Programme officiel.

Ouvrage divisé en 2 Parties. — Chaque partie se vend séparément :
PARTIE THÉORIQUE, contenant: P Algèbre, la Géométrie analytique, la 

Géométrie descriptive, la Coupe des Pierres, la Charpente, la Physique, la Chi
mie, des notions de Géologie, la Mécanique des corps solides et l’Hydraulique. 
2 volumes in-8, avec44 planches................................................................................... 12 fr.

PARTIE PRATIQUE, contenant : les Cours de Routes, Cours de Chemins 
de 1er, Cours de Ponts, la Navigation intérieure, des Notions sur les Dessèche
ments et les Irrigations, les Ports maritimes ; des Notions d’Architeciure et l’exé
cution des travaux, etc. 2 vol. in-8, avec 5o planches........................................ 12 fr.
ROLLAND , agent voyer d’arrondissement à’Uzès. — Méthode pratique pour 

l’établissement des Ponts et Ponceaux dans la confection des projets de 
routes et chemins. Ouvrage spécialement destiné aux agents voyers et indispen
sable à toutes les personnes qui 6’occupentde la confection des projets de routes 
ou chemins. In~4 avec planches............................. ......................... .............. 3 fr. 5o c.

*YVON VILLARCEAU, astronomo à l’Observatoire impérial de Paris. —
Sur l’Établissemcnt des Arches de pont, envisagé au point de vue de la 
plus grande stabilité, et Tables pour faciliter les applications numériques. 
ln-4,avcc figures dans le texte et 2 planches; 1854........................................ 12 *Pe

YVON VILLARCEAU.—Théorie de la Stabilité des machines locomotives 
en mouvement.ln-8 ; 1852................       6 fr.MARINE.

CAILLET, examinateur de la marine. — Traité élémentaire de navigation à 
l’usajje des Olïiciers de la marine militaire et de la marine du commerce. 2e éd., 
revue et corrigée, in-8avec planches; 185? {sous presse}.

1 5
fCHAPMAN. — Traité delà Construction des Vaisseaux. Traduit du suédois

par Vial de Clair bois. ln-j, avec 2o grandes planches......................................... ai fr.
CHARDONNEAU (F.-J.-T.), lieutenant de vaisseau. — Guide du Marin

sur la loi des tempetes, ou Exposition pratique de la théorie et de la loi des 
tempêtes, et de ses usages pour les marins de toute classe dans toutes les parties 
du monda, et Explication de cette théorie au moyen des roses d’ouragan trans
parentes, et d’utiles leçons. Traduction de l’anglais de Henri Piddington, Pré
sident de la Cour de Marine à Calcutta. 2e édit., in-8, avec planches et 
cartes; i85g i Ouvrage honoré de la souscription de Son Excellence le Ministre 
de la Marine)...................................................................  10 fr.

CONSOLIN (B.), Maître Voilier entretenu de la Marine impériale et Profes
seur du Cours de Voilerie à Brest. — Manuel du Voilier, revu et publié par 
ordre de S.Exc. M. l’Amiral IJamelin, Minisire de la Marine. Ouvrage ap
prouvé pour l’instruction des Elèves de l’Ecole Navale et pour celle des Voi
liers des arsenaux. Grand in-8 sur jésus, de 528 pages et 11 pl. ; 185g. 12 fr.

D’ÉTROYAT (Ad .), constructeur.— Traité élémentaire d’Architecture na
vale. 3e partie, Détails de construction, ln-4 et allas in-folio de 5 pl. io fr.

*D’ÉTROYAT (Ad. ). — De la Carène du Navire et de l’Echelle de solidité.
In-4, avec 5 planches; i856............................................................................................. 4 fr«

D’ÉTROYAT (Ad.). —Embarcations des Navires de guerre et du com
merce. Grand in-4 avec allas in-folio de i5 planches; 1856...................... io fr»

D’ÉTROYAT, constructeur. — Tables de mâture. In-j, avec pl.; i858. 8 fr*
DUBREUIL. — Manuel du Matelotage et des Manœuvres, à l’usage des

Elèves et des Candidats aux places de capitaine au long cours et au cabotage. 
In-8, avec planches, 5eédilion; 1858...................................................................... 7 fr.

DUCOM. — Cours complet d’observations nautiques, avec les notions néces
saires au Pilotage et au Cabotage, augmenté de la puissance des effets des oura
gans, typhons, tornados des régions tropicales. 3e éd. ; 1839. 1 vol. in-8. i5 fr.

f MAZURE-DUHAMEL. — Construction et usages de quelques Tables par
ticulières pour abréger les calculs d’Astronomie nautique, avec l’application 
aux problèmes les plus utiles de la navigation. In-j, 1825................. 3 fr. 5o c.

f MONGE. —Description de P Art de fabriquer les Canons. In-4, fig. 10 fr. 
PARIS et BONNEFOUX.—Catéchisme du Mécanicien à vapeur. Grand 

in-8; 2e édit........................................................................................................................... 16 fr.
PARIS (E.), capitaine de vaisseau. — Traité de l’Hélice propulsive, publié 

sous les auspices de son Exc. M. Ducos, Ministre de la Marine et des Colonies. 
Grand in-8, avec planches ; 1855................................................................................. 22 fr.

•J-POISSON. — Mémoire sur les Déviations de la Boussole produites par le 
fer des vaisseaux. In-8..................................................................................................... 3 fr»

^QUARTIER DE RÉDUCTION ET ASTRONOMIQUE, en usage dans
la Marine. En feuille........................................................................................... » 5o c.

i fr. 25 c.Collé sur carton
•REECII — Machine à air d’un nouveau système, déduit d’une comparaison 

raisonnée des systèmes de MM. Ericsson et Lemoine. 1 vol. in-4, avec planches ; 
185$..................... ....................................................................................................................... 6 fr.

fROMME — Dictionnaire de la Marine française. In-8, avec 7 pl.; nouvelle 
édit., h laquelle on a ajouté lâç pavillons, flammes et guidons coloriés avec 
soin ; i8i3................................................................................................................................. G fr.PUBLICATIONS DIVERSES.

iAMPèRE. — Essai sur la Philosophie des Sciences, ou Exposition analytique 
d’une classification naturelle «le toutes les connaissances humaines, etc. 2 vol. 
in-8; >84^-’856................................................................................................................... 10 fr.

Le ter volume se vend séparément........................................................................ 5 fr.
+ANNALES DE L’OBSERVATOIRE IMPÉRIAL DE PARIS, publiées 

pur M. U.-J. Le Verrier. Partie théorique. 5 volumes in-4 avec planches, 1855 
* 185g..................................................................................................................................... tJ5 fr.

Chaque volume se vend séparément...................................................................... 27 fr.
11 a été tire quelques exemplaires sur cavalier vélin double; le prix de chaque 

volume est................................................................................................................................... 40 fr.
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fBABINET, membre de l’institut. —études et Lectures sur les Sciences d'ob
servation, et leurs applications pratiques. In- 12 sur papier fin.

Chaque volume se vend séparément..................................    2 fr. 5o c.
Tome 1er : sur les Mouvements extraordinaires de la mer, — les Comètes 

au XIXe siècle, — la Télégraphie électrique, — l’Astronomie en 1852 et 
1853 , —Astronomie descriptive, — la Perspective aérienne, -—le Sté
réoscope et la vision binoculaire, — Voyage dans le Ciel.

Tome II : les Tables tournantes et les manifestations prétendues surna
turelles, — l’Électricité ouvrière, — la Sibérie et les climats du Nord, — 
Influence des Couvants de la mer sur les climats, sur les Tremblements 
de terre et sur la Constitution intérieure du globe, — Bulletin de l’Astrono- 
mie et des Sciences pour 1853 et 1854, — de l’Arrosement du globe, — des 
Tables tournantes au point de vue de la Mécanique et de la Physiologie,— 
la Météorologie en 1854 et ses progrès futurs.

Tome III : du Diamant et des Pierres précieuses, — des Phares et de la lu
mière artificielle, — Physique du globe, —Quillebœuf, — la Méditerranée, 
— de la Pluralité des mondes.

Tome IV : la Terre avant les époques géologiques, — de la Constitution 
intérieure du globe terrestre et des Tremblements de terre, — de la Pluie 
et des Inondations, — de l’Astronomie en 1855, — des Saisons sur la 
terre et dans les autres planètes, — Sur les Progrès récents de la Galvano
plastie, — de P Application des Mathématiques transcendantes,— la Vie aux 
divers âges de la terre, — de3 Eaux minérales et de la Chaleur centrale de 
la terre.

Tome V : Sur la Sécheresse, les Irrigations et les Reboisements. (Séance des cinq 
Académies, 1858.)— XIX Articles sur l’Astronomie et la Météorologie.

Tome VI. — De P Aimant et du Magnétisme terrestre, — l’Océan islandais, 
— Théorie physique des Vêtements, — XIII Articles sur l’Astronomie 
et la Météorologie.

Le tome VII est sous presse.
{-JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES, ou 

Recueil mensuel de Mémoires sur les diverses parties des Mathématiques, 
publié par J. Liouville, membre de l'institut et du Bureau des Longitudes.

Ve Série, 10 volumes in-4, années 1836 à 1855, au lieu de 6o<> francs, 400 francs, 
payables <le la manière suivante : loofr. comptant, et les 3oo Ir. reslantsen trois 
bons de loo fr. désir mois en six mois à l’ordre de M. Mallet-Bachelier, à partir 
de l’époque de la livraison des 20 volumes.

Chaque volume pris séparément, au lieu de3o fr....................................... 25 fr.
La 2e Série, commencée en 1856, continue de paraître chaque mois par cahier 

de 31 à 48 pages.
Prix de l’abonnement, par année, pour Paris.. 
Pour les Départements................. ...................................
Pour l’Etranger....................................................................

18 vol. in-8; 18 |2 à i85g inclusivement...........................
Les tomes VIII à XIV se vendent séparément.. 
Les tomes XV à XVII1 se vendent séparément 
Les tomes VIII à XVIII, ensemble...........................

3o fr.
35 fr.
45 fr.

{-JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES ; par
M. Liouville, membre de l’Académie des Sciences. — Table générale des
20 volumes composant la lre Série. ln~4............................................... 3 fr. 5o c.

{NOUVELLES ANNALES DE MATHÉMATIQUES, Journal des Can
didats aux Écoles Polytechnique et Normale, rédigé par M. Terquem, o (licier 
de l’üniversité, docteur ès Sciences, et M. Gerono, professeur de Mathématiques.

~ ’ 0 " ' ............................................ i45 fr.
8 fr. 

10 fr. 
88 fr.

En faisant à la fois la demande des tomes VIII à XV111 ils seront expédiés franco 
dans toute la France.

Le tome XIX, année 1860, paraît le Ier de chaquo mois par livraison de 3 
à 4 feuilles.

Prix de l’abonnement, par année, pour Paris.. 
Pour les Départements....................................................
Pour l’Etranger. .................................................................

12 fr.
i4 fr.

________________ „..............  16 fr.
Depuis le lorne XIV, les Nouvelles Annales sont augmentées d’un Bulletin de 

Bibliographie, d’Histoire et de Biographie mathématiques par M. Terquem.

i

Paris. — Imprimerie de Mallet-Bachelier, rue de Seinc-Saiot-Gcrmain, 10, près l'institut.
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